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本文阐述了在二维参数空间中对Hindmarsh–Rose 神经元模型分岔图的研究结果。本文中的图显示了

复杂分岔结构的存在和范围，这些结构可能有助于理解神经元编码信息和对刺激作出快速反应的机制。此

外，本文中的相图中包含的信息为我们了解相互作用神经元的动力学提供了背景。

关键词：神经元动力学；神经元编码；确定性混沌；分岔图。

一、引言

神经科学中有两个主要问题，其解与非线性动力学和混沌的研究有关。一个是神经系统

的综合行为问题[Varela等人，2001]，该问题涉及对允许神经系统不同部分和单元协同工作

的机制的理解，并且该行为问题似乎与非线性动力振子的同步有关。另一个问题是神经编码

问题[Sejnowski，1995；Abeles，2004]，其目的在于了解神经元如何编码它们在神经系统工

作过程中传输和交换的信息，并且这个问题与以下这两个问题相关，即与非线性动力系统和

混沌同步可用的不同类型动力学知识相关。

对这些问题的理论研究，在其最基本的方面，部分依赖于单个神经元电生理的数学模型，

其中大多数是从 Hodgkin和 Huxley[1952]的开创性工作中发展出来的。其中，Hindmarsh和
Rose[1984]提出的模型，是将 Hodgkin-Huxley 模型映射到相对简单的非线性振子的结果，这

个振子已经被证明[Fitzhugh，1961]了对单个神经元的膜电位动力学有很好的定性描述，这

是神经元动力学最相关的实验输出。由于动力系统和混沌领域在过去 30 年中经历了巨大的

发展 [Hirsch 等人，2004；Ott，2002]，因为现在可以从中获得新的信息，所以对像

Hindmarsh-Rose模型这样有意义的数学系统的研究获得了新的兴趣[Holmes，2005]。

特别是，最近发现，该系统的动力学在作为重要控制参数的函数进行研究时，呈现出两

个相关特征：（i）连续的内部激变（混沌吸引子的规模突然增大）[Gonzalez Miranda，2003]，
这是系统吸引子动力学性质的突变；（i i）块结构动力学[Gonzalez Miranda，2005]，这是一

个复杂的分岔结构，在这个结构里系统可用的动力学按相似的周期性分组。这些分组中的第

一项通过在不同的动力学行为之间切换，为神经系统中的快速反应提供了一个潜在的机制；

第二项提供了一种结构，作为可能的基本元素，对沿激活神经元轴突运行的明显随机动作电

位序列中的信息进行编码。

这两种现象在 Hindmarsh-Rose 模型参数的特定限制值下得到了详细的研究。本文的目

的是对这些现象在广泛的系统参数范围内的表现进行全面的研究，即提供 Hindmarsh-Rose
模型的相图，从而对这些和该系统的其他动力学行为的可用性给出全局观点。

本文主要内容如下：在引言之后，在第 2 部分，我们对 Hindmarsh-Rose 神经元模型的

分岔图中的复杂性进行了基本描述。在第 3 部分，我们给出了在参数空间宽而重要区域内的

线性稳定性分析的结果。在第 4 部分，利用 Lyapunov指数，从非线性的角度分析了系统的

稳定性，并在非线性分析中进一步给出了分岔图的全局视图。在第 5 部分，我们为上述结果
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的结构稳定性提供了证据，最后，在第 6 部分，对本文的主要结论进行了讨论和总结。

二、复杂分岔结构

Hindmarsh-Rose 模型通过非线性一阶微分方程的三维系统描述了神经元轴突中膜电位

xt 的动力学，该系统以无量纲形式表达如下：

Izxxyx  323 （1）

yxy  251 （2）

 zxrz  )(4 5
8 （3）

另外两个动力学变量 )(ty 和 )(tz 分别用快离子通道和慢离子通道描述了神经元膜中离子的

交换。模型的主要参数是进入神经元的电流 I ，以及慢通道交换离子的效率 r。

图 1：当 r =0.003 时，Hindmarsh-Rose 模型的动作电位的时间序列和对应不同电流值：（a）I =1.26，（b）I =1.28，（c）I =1.67，

（d） I =3.20，（e） I =3.29，（f） I =3.34，（g） I =3.50。

我们可以观察到的动作电位 )(tx 的动力学非常不同，如图 1 所示。在图 1（a）中，存在

动作电位衰减为常数的平衡解，以及各种振荡解，这些振荡解可以是单个尖峰的简单周期性

激发[图 1（b）和 1（g）]，明确定义的尖峰迸发的周期性激发[图 1（c）和 1（d）]，或尖

峰和尖峰迸发的混乱激发[图 1（f）和 1（e）]。这些动力学行为大多是振荡的，它们可以用
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连续峰之间的时间间隔来表征，对于每个函数 )(tx ，这个时间间隔可记为 iT（ Ni ,,2,1  ）。

在神经生物学中，这些时间间隔 iT 被称为峰间间隔，人们认为神经元编码信息在峰间间隔的

结构中[Sejnowski，1995；Abeles，2004]。因此，它们是神经元动力学的相关观测对象；因

此，它们将是本文的基本观测对象。

图 2：针对不同分岔参数计算的分岔图的两个示例：（a）对于 I 变化和 r 固定（ r =0.003），（b）对于 r 变化和 I 固定（ I =3.25）。

垂直虚线表示连续内部激变发生的点，垂直虚线分隔块，由其周期 p编号标识。对于（b）只有一组选定的低周期性块已发出信

号，以避免图形与虚线混在一起。

我们用它们来构造一维分岔图，如图 2 所示。这些都是通过采用四阶 Runge-Kutta算法

对运动方程[（1）-（3）]的数值积分得到的，其中时间步长为 0.005。其中一个系统参数 r或
I 的值是固定的，并且对另一个被作为是分岔参数的参数的不同值集和获得时间序列解。然

后，将得到的每个分岔参数值的 iT 值绘制成点，得到分岔图。我们将注意到，如果使用更一

般的观测对象来构造分岔图，如 )(tx 的最大值或相空间中穿过曲面的次数，那么所获得的结

论是相同的。

图 2（a）给出了固定 r并以 I 为分岔参数的典型结果。在这种情况下， r的值取 0.003，
这与图 1 所示的时间序列相同。这个分岔图提供了两个潜在的生物学意义上显著的分岔结构：

连续激变[Gonzalez Miranda，2003]和块结构动力学[Gonzalez Miranda，2005]。

连续激变表现为分岔图宽度在 CI ≈3.31 处的急剧变化。在激变的右侧，我们有一个定

义明确的反向周期加倍级联的分岔结构。连续激变是在相空间中两种不同性质的动力学行为

之间的混沌-混沌过渡。在分岔图较窄的一侧，我们有尖峰动力学，其特征是尖峰不规则激

发，如图 1（f）所示。在很大程度上，迸发动力学是一种复杂的动力学行为，在这种行为

中，尖峰的迸发被静止的时间间隔隔开[图 1（e）]。在尖峰状态下，其动力学具有一种时间

尺度的特征，即尖峰时间尺度；而在迸发状态下，其动力学具有两种时间尺度的特征，一个

是迸发时间尺度，另一个是尖峰时间尺度。这两个动力学状态之间的过渡被称为连续内部激

变。关于这些激变的详细定性和定量研究，读者可参考[Gonzalez Miranda，2003]。

在分岔图左侧，1.28≤ I ≤3.31，观察到的块结构动力学。在这种情况下，可用的动力

学行为可以根据其周期性 p分为若干块。每个块都可以定义为一个 I 段，其中所有运动都具

有相同的周期性，其限制是周期加分岔。对于 I <1.28，动力学下降到一个固定点，即 p =1

非常小 I ∈[1.28，1.30]的区间。值得注意的是，一个块内的动力学可以是纯粹的周期性的，

正如这里对低周期性块所观察到的那样，也可以是内部的混沌区域，正如对大周期性块所显

示的那样。在这些混沌区域中，周期性的平均值，以及其它有关峰间间隔分布的统计测量值，

与它们所属的块周期部分的平均值相似。块体结构动力学的详细研究可在[Gonzalez Miranda，
2005]中找到。图 1（a）-1（g）进一步说明了这一切：在图 1（a）中，我们看到了向平衡
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点的衰变。在图 1（b）–1（d）我们分别有 p =1、3、9 对应的块中周期运动的例子。图 1
（e）显示了周期性 p =9 区域的混沌动力学，图 1（f）和 1（g）分别是连续激变后的混沌和

周期-1 动力学。

以 r为分岔参数的分岔图如图 2（b）所示，其对应于 I =3.25。在这种情况下，对于分

岔参数的小值，会发生一个非常尖锐的连续内部激变。随着 r值的减小，出现了周期增加的

分岔，并观察到大量不同的分块，而混沌主要发生在低周期的分块内。尽管在这种情况下，

固定 r的相同类型的动力学行为也会出现，但它们的发生方式有所不同。

三、线性稳定性分析

上一节的结果揭示了 Hindmarsh-Rose 模型中的各种动力学行为：存在平衡点和振荡，

根据其周期性，振荡可以有多种类型，并且存在混沌。然后，有趣的是，研究它们是如何沿

参数的二维（ r，I ）空间分布的。该模型报告的大多数研究都给出了数值 I ≈3 和 r≈0.006
或 r≈0.001 的情况，如 Dhamala 等人[2004]的论文、Huang[2004]和 Percha 等人[2005]的论

文列举了一些最近的研究参考文献，其中，Hindmarsh-Rose模型发挥了相关作用。这是一组

有限的参数值，主要是考虑到 Hindmarsh 和 Rose[1984]研究了分散在−3.0≤ I ≤4.0 和 0.001
≤ r≤0.005 范围内的这些参数（包括上述参数）的四个值的动力学。

在本文中，我们说明了一个矩形

    0.8,0.805.0,10),( 4   IrIrR ， （4）

中 Hindmarsh-Rose 模型的动力学行为的系统研究结果，该矩形（4）的边缘分别是 r和 I 的
取值段[10-4，0.05]和[-8.0，8.0]。这是参数空间的一个区域，关于这两个参数，它大于 Hindmarsh
和 Rose[1984]进行研究的区域。然而，我们注意到，我们考虑 r的上限仍然足够小，因此等

式（3）可以描述慢离子通道的动力学，而 I 的值仍然在实际范围内。考虑这些参数的变化

是有意义的。在一定时间间隔内改变 I 意味着改变注入神经元的电流强度。 r的变化允许两

种解释。一方面，不同的 r值可能指的是不同的神经元，它们的轴突膜上有不同密度的慢离

子通道。允许 r的变化范围相对较广是有意义的，因为神经元可以是许多不同类型的，并且

在个体之间表现出很大的变异性。另一方面，改变 r的原因是考虑到离子通道的存在，离子

通道可以被化学激活或失活，因此给定神经元的轴突膜的通透性可以通过存在或不存在适当

的激活-失活化学物来改变。 r的变化将考虑到这种可能性。

我们从二维分岔图及方程（1）-（3）的线性稳定性分析入手。它们有一个单一的不动

点（即平衡点），由多项式

)(42)( 5
273 Ixxxxp  （5）

的唯一实根所确定，该实根依赖于 I ，而不是 r。实根 )(IxF 通过

5
322 )(4)(),(51)(  IxIzIxIy FFFF （6）

确定不动点的其他坐标。该平衡点的稳定性由流[方程（1）-（3）]的雅可比矩阵
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（7）

的特征值给出。这些特征值是其特征多项式
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       IrcIrbIraP ,,, 23  （8）

的根，该多项式的系数是 r和 I 的系数函数

     IxIxrIra FF
2361,  （9）

          IxIxrIxIxIrb FFFF
22 34365,  （10）

      rIxIxIrc FF
2344,  （11）

我们分别确定 )(IxF ∈ R （实数）和  Ir, ∈C （负数）为  xp =0 和  P =0 的根。利用

Cardano-Vieta公式[Birkhoff & Mac Lane，1996]，这些方程的计算结果与根式得到的这些三

次方程的解完全相同。图 3 所示的 )(IxF 的结果显示 )(IxF 在较窄的值范围内单调增加；而

)(IzF 虽然在较宽的范围内也增加，并且 )(IyF 是受较大变化影响的变量，这在 I 约小于 5.0

中增加，在 I 约大于 5.0 中略有减少。

图 3： 0)527(423  Ixxx （红色线）的唯一实根  IxF ，和方程（1）-（3）的其他的固定点坐标  FFFF zyxX ,, ，

它由 )(IyF （绿色线），和 )(IzF （蓝线）确定。

关于  Ir, ，我们得到了第一个特征值  Ir,1 ,这个特征值对所有（ r， I ）∈ R ，它

都是的实负数，以及两个复共轭特征值  Ir,2 和  Ir,3 ，其实部和虚部包含对平衡分类的

基本信息。所有发现的特征值都没有零实部，因此我们得出系统在 R中是双曲线的；因此，

平衡点附近的非线性动力学类似于线性化系统[Hirsch等人，2004]。特征值的结果总结在图

4 中，其中  Ir,2 的实部和虚部显示为 3D 颜色图。第二个特征值的实部   Ir,Re 2 的图见图

4（a），该实部与   Ir,Re 3 （未显示）完全相同，   Ir,Re 2 的图显示 R 被分为四个区域，这

些区域大致具有水平条带的形状，我们将从下到上命名为区域 A、B、C和D。在该图中，

区域 A和C显示为紫罗兰色，区域 B和 D为橘红。

对于 I 值的增加，如下所示（见图 5）。对于 I 取负值和小正值，我们得到区域 A，其具

有的特征是   Ir,Re 32， <0。该区域出现在特定曲线  rI A 下的 I 值，该曲线  rI A 在

区间 I ∈[1.2，2.0]内单调增加。这条线可视为蓝色和橙色区域之间的边缘。在区域 B中， I
值范围在  rA 以上和  rA 以下几乎是一条水平线，且   Ir,Re 32， >0，在 I ≈5.2 附近

 rI B （同样是橙色和蓝色区域之间的边缘）。区域C，其中   Ir,Re 32， <0，在  rB 上

方和第三行下方，在 I ≈6.0 附近  rI C 。最后，对于  rC 以上的 I ，我们得到区域 D，

其中   Ir,Re 32， >0。由于在所有矩形 R 内  Ir,1 <0，我们得出在区域 A和C中，固定点是
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稳定平衡点，而在区域 B和 D中，该平衡点不稳定。

图 4：（a）图实部   Ir,Re 2 和（b）图虚部   Ir,Im 2 ，       0,,, 23  IrcIrbIra 的第二个根的部分，作

为 r 和 I 的函数。颜色代码为：橙色-红色表示正值，绿色表示零，蓝色-紫色表示负值。

从第二特征值的虚部，   Ir,Im 2 =-   Irm ,I 3 推断出关于不动点周围动力学性质的更

多细节。如图 4（b）所示，图 4（b）显示，关于  Ir,2 和  Ir,3 的虚部，上述区域 A、

B和C在左、右区域通过曲线  Ir a 分开，该曲线的定义域为 I ∈（−4.8，5.4），  Ir b ，

其定义域为 I ∈（5.4，6.1）。这些曲线中的第一条曲线具有振荡的形状，将   Ir,Im 2 =0
（绿色）的区域与   Ir,Im 2 <0（蓝色）的区域分开；然而，  Ib 定义为 I 的较大值，将

  Ir,Im 2 >0（红色）的区域与   Ir,Im 2 <0（蓝色）的区域分开。从  Ia 和  Ib 的形

状我们可以看出，在稳定区域 A，左边是   Ir,Im 2 =0，右边是   Ir,Im 2 <0；因此，左

边的平衡点是一个下沉，右边是一个螺旋下沉。对于不稳定区域 B，左侧的   Ir,Im 2 =0，
右侧的   Ir,Im 2 <0；因此左侧有一个鞍点，右侧有一个螺旋源头。对于稳定区域C ，左

边是   Ir,Im 2 >0，右边是   Ir,Im 2 <0；所以在这两种情况下，我们有螺旋下沉。最后，

整个区域 D具有的特征为   Ir,Im 2 <0，因此动力学有一个螺旋源头。

图 5：两参数（ r ，I ）分岔图，显示了不同的稳定状态（标记为 A 、B 、C 、D ），由连续线分隔，代表函数  rI i ，i ∈  CBA ,, 。

函数  Ia 和  Ib 显示为虚线。在每个区域观察到的动力学，通过图图例中提到的缩写来识别，对于螺旋形的情况，在括号中给

出了  2Im  的符号。虚线是封闭体  的边界，  是复杂非线性分岔结构产生的地方（第 4 部分）。
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四、非线性分析

通过计算 I =1，2，3 的李雅普诺夫指数的谱 ),( Iri ，我们对 Hindmarsh-Rose模型的动

力学行为的性质和稳定性有了更深入的了解，不仅仅是停留在线性稳定性的理解上。这些都

是用微分方程组的标准技术进行数值计算得到的[Wolf等人，1985]。这个计算的初始条件远

离平衡点，因此它们描述了系统的非线性动力学。

图 6：方程(1) -(3)的最大 Lyapunov 指数 ),(1 Ir ，作为 r 和 I 的函数：(a)在矩形区域 R 中，(b)在较小的区域 1R 中，其中动力

学行为更为复杂。使用以下颜色代码：橙色表示混沌动力学，绿-黄表示极限环，紫罗兰表示不动点。一个指数间隔被认为是零，

是由 0 -=-10−3和 0 + = 10−3。

图 6 中给出的最大 Lyapunov 指数的结果允许我们区分不同的可用动力吸引子：当

),(1 Ir <0 时的平衡点，当 ),(1 Ir =0 时的环，以及当 ),(1 Ir >0 时的混沌。检查第二个李雅

普诺夫指数 ),(2 Ir 的符号，我们可以排除 ),(1 Ir =0 情况下准周期运动的可能性。由于

Lyapunov指数是通过数值计算得出的，因此我们永远不会得到精度无限的零指数；因此，

当   00  时，指数  被认为是零，其中 0−和 0+常数值的绝对值较小，由计算中涉及的

统计误差给出，其阶数为 10−3。如图 6（a）所示，对于临界线  rI A 下的 I ，动力学下

降到稳定的不动点，与线性稳定性分析结果一致。对于  rA 以上的 I ，我们得到了复杂结

构中相互交织的环和混沌动力学，其主要发生在 r的小值和 I >0 上，如图 6（b）所示。混

沌动力学发生在 B 区，主要出现在具有垂直条带形状的区域中，这些条带在（ r， I ）平面

上从（ r， I ）≈（10-4，3.1）到（ r， I ）≈（6·10-3，3.4）的小坡度线上合并。
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图 7：（a，b）相空间（ y ， z ）平面上的轨线投影，以及（c，d）双稳态区域 C 中的时间序列， r =0.03 和 I =5.8 和初始条件

（a，c）（0.3，0.6，6.7）和（b，d）（0.3，0.6，7.0）。 r =0.03、 I =1.0 和初始条件（e）（-1.4、-8.7、0.8）和（f）（14.0、

87.0、8.0）下（ y ， z ）平面上的轨线投影。固定点的位置由轨迹的相空间投影中的填充圆和时间序列图中的虚线表示。填充

三角形表示相空间投影中每个轨迹的初始条件。

在区域C中，长期线性和非线性动力学不匹配，在区域C 中，存在与初始条件相关的

双稳性，从而导致系统达到平衡状态或周期振荡。这是通过图 7 中的两个例子来说明的。双

稳态行为通过两条轨线图来表示，这两条轨线在非常接近的初始条件  0000 ,, zyxX  下开

始计算，分别为 r =0.03 和 I =5.8。对于 0X =（0.3，0.6，6.7），相空间轨线投影到（ y， z）
平面上[图 7（a）]，  tx 的时间序列[图 7（c）]显示朝向位于 Fx =（0.095，0.955，6.781）的

固定点的振荡衰减。而对于 0X =（0.3，0.6，7.0），系统在相空间中被吸引到一个极限环[图

7（b）]，关于动作电位，这意味着脉冲周期性激发产生的时间序列[图 7（d）]。

这与在另一个线性稳定区域（区域 A）中发生的情况相反，在该区域中，无论初始条件

是接近或远离固定点，动力学都趋向于渐近平衡。这一点，如图 7（e）和 7（f）所示，通

过在 r =0.03 和 I =1.0 下计算所得的相空间轨迹的投影进行了说明，并以 0X =（-1.4、-8.7、
0.8）和 0X =（-14.0、-87.0、8.0）为初始值。由于固定点在 Fx =（−1.394、−8.721、0.822），

这两个轨迹共享相同的命运。

区域 D的动力学非常简单：我们有一个稳定的极限环和一个不稳定的平衡点；从这个

落差中逃逸的轨线进入环。

从这些结果中，我们可以看出，在参数平面上，在区域 B中，Hindmarsh-Rose模型的动

力学行为更加复杂且更加有趣。更准确地说，矩形区域

      7.3,1.1,04.0,10, 4
1   IrIrR （12）
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包含导致复杂周期振荡（即迸发和尖峰）和混沌的参数值。然后，我们将集中在这个矩形区

域上观察。这种复杂性的主要特征是块结构动力学[Gonzalez-Miranda，2005]，其具有  tx 振

荡的周期性特征，并由混沌运动区域的条状外观表现出。为了研究这种行为，我们计算了大

量一维分岔图，如图 2 所示。为了从全局的角度来看，我们将（ r， I ）点分岔图的宽度定

义为

     IrTIrTIrW mM ,,,  （13）
其中  IrTM , 和  IrTm , 分别是在（ r， I ）处观测到的最大和最小峰间间隔。这是参数空间

中每个点的峰间间隔分散度的度量。

图 8：（a）分岔图的宽度  IrW , 和（b）矩形域 1R 中梯度  IrS , 的模。色标的强度为我们提供了相应大小的度量。

我们通过 1R 中 240×240 点网格的三维彩色图展示图 8（a）中的结果。对于周期-1 轨线

和不动点，分岔图的宽度都是常数且等于零。这会在图 8（a）以外的区域出现，显示为一

种扁平的紫罗兰色，包围着一个区域，我们称之为  ，颜色从蓝色变为红色。区域  是参数

空间的区域（图 5），因为轨线的周期为 2 或更大，或者存在混沌，所以动力学更加复杂。

该区域的界限由一条由  ra 段组成的线（在其下部）和周期-1 环分岔为周期-2 环的曲线构

成。这条线被清晰地视为一组点，在这组点上，外层区域的紫色突然变为蓝色或绿色（对于

周期双分岔曲线），或黄红色（对于曲线  ra ）。

在  中，当 r减小时，分岔图的宽度在 3 到 4 个数量级之间稳定增加。当 I 增加时，除 
的上下限外，它的变化相对较小。在下限中，我们沿着  ra 有一个突变，对应于平衡点与

极限环交换稳定性的 Hopf 分岔。在上限中，我们有前面描述的连续内部激变[Gonzalez
Miranda，2003]。这些被看作是 R中一条定义良好的线，其中蓝色区域突然变成橙色或浅绿

色。所有这些都符合图 2 所示的特定一维分岔图。

从  IrW , 的梯度模可以更深入地了解  内的系统动力学，  IrW , 满足

     22,
rI

W
Ir

WIrS 



  （14）

这是由一维分岔图提出的，如图 2 所示，它显示了所谓的块结构动力学。这些结构的主要特

征是，在一个块体中，动力学具有明确的周期性。块与块之间的界限具有我们在  IrW , 中

称之为精细结构的特征：在每个周期加上分岔后，分岔图的宽度会有一些突然的微小变化。

这是一个仅在  IrW , 图中表现出的特征，从  IrS , 图中可以更好地看到，如图 8（b）所示。

 IrW , 是  以外的常数，在这个图中也可以清楚地看到封闭的界限；但更重要的是，我们可

以理解块结构动力学的存在和范围。块体的界限被视为黄线，坡度约为 65°。因此，  的内

部可以划分为具有给定动力学周期 p≥2 的区域。这些区域的形状为窄条，倾斜约 65°，其
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中周期从右到左逐步增加，通过周期增加的分岔，当线交岔时，单位中的 p发生变化。条带

的宽度随着周期性的增加而减小，并在图形的左侧累积。对于 I =3.1 以上的强度，周期叠加

分岔的级联在内部激变中突然结束。在这个强度之下，我们的研究，在 r≥10−4的情况下进

行，显示这个级联没有结束。

图 9：（a）分岔图宽度相对于 I 和 r 固定点（彩色点）的导数，调整颜色以更好地显示块结构动力学。在这个图的顶部，作为白

点，我们已经标记了第一个李雅普诺夫指数大于零的点。（b）连续内部激变分岔图的宽度  IrW , 。

这在图 9 中通过设计用于增强这些问题可视化的附加图进一步说明。在图 9（a）中，

导数  rIW  似乎是   1, RIr  的函数。之所以选择这个数值，是因为一维分岔图（如图 2（a）

所示），其中选择 I 作为分岔参数，表明分离块的最大值更为清晰明确。这在图 9（a）中显

示为一个 3D 彩色图，其中 z轴的比例已经调整，以便通过为  rIW  <1 的点提供黑色来更好

地调整这种精细结构。这导致  中出现一系列蓝紫色的线，这些线表示块与块之间的界限。

在 p =16 时可以清楚地看到。由于块的宽度随 p减小，当块的宽度与图片的分辨率相称时，

对于 p >16，块开始变得不可区分。这张图片经过修改，使得神经元动力学处于混沌状态的

点（ r， I ）被涂成白色，以表明条状混沌区域与块之间的界限相匹配。此外，图 9（a）也

非常清楚地显示了，图底部附近的一条红橙色线，Hopf分岔将平衡点转变为环。

在图 9（b）中可以更好地看到发生激变的线，它显示了激变区域周围图 8（a）的细节。

吸引子大小的突然变化（在 1 到 4 个数量级之间）被视为一条清晰的线，其坡度约为 40°，
将蓝绿色区域与红黄色区域分开。上部蓝绿色区域对应于反向周期加倍级联，导致形成位于

紫色区域的周期-1 环。较低的橙色黄绿色区域是块结构动力学发生的地方。激变是这两个

定性不同的非线性动力学之间的过渡点。激变的突发性随着 r的增加而稳步下降，对于 r≈
3·10−3情况几乎谈不上这类激变。

五、结构稳定性

尽管 I 和 r有时是控制参数，但在涉及 Hindmarsh-Rose模型的大多数已发表研究中，是

允许改变这些参数的；在该模型中还有两个其他参数可以考虑。如 Hindmarsh和 Rose[1984]
最初所提出的（3）式可以修改为

  zxsrz   （15）

其中 s和  是描述通过慢通道离子转移细节的附加参数。通常情况下，这些值固定在

Hindmarsh和 Rose在 1984 年所给出的 s =4 和 =-8/5，正如我们在本文中所做的。然而，一

些作者（例如[He等人，2001；Rosenblum和 Pikovsky，2004]）考虑了 =-1.56，Hindmarsh
和 Rose在 1984 年也对 s =1 给予了一些有限的研究。因此，为了研究本文报告的结果的结构
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稳定性，我们对一些 和 s的值在平面（ r， I ）中的特征值、Lyapunov指数和分岔图进行

了额外的计算。

关 于 线 性 稳 定 性 分 析 ， 现 在 从    sxxxxp 23 的 根 确 定 不 动 点 。 其 中

 Is   1 ，在这种情况下，     sIsxIz FF  。式（ 8）的系数 b 和 c 现在是

          IxIxrIxIxsIrb FFFF
22 34361,  和       rIxIxsIrc FF

234,  。相应的多项式方程已

在第三部分解决了。

图 10：使用颜色代码绘制的       0,,, 23  IrcIrbIra ，   Ir,Im 2 的第二根的虚部：红色表示  Im >0，绿色表示  Im =0，

蓝色表示  Im <0。白线是函数  rI i ， i ∈  CBA ,, 从下到上，将稳定（ A ， C ）和不稳定（ B ， D ）区域分开。修改后的参

数值为（a）  =-1.4 和（b） s =1.0。

为了测试 变化下的结构稳定性，我们计算了 =-1.4 和 =-1.8 的特征值  Ir,321 ，， 。在

图 10（a）中，我们在一张图中总结了当 =-1.4 时  Ir,2 的结果，这与图 4 中的 =-8/5=-1.6
非常相似。在这种情况下，  Ir,1 被发现是实的和负的，  Ir,2 和  Ir,3 是复共轭特征

值，基本上以相同的方式表现。因此，这里我们还有四个交替区域，a-d，其稳定性由  Ir,2

的实部给出，它具有水平条带的形式，由曲线  rI i ， i∈ CBA ,, 分隔，其中 A和C为

稳定区域。和以前一样，每个区域的动力学性质都会发生变化，这取决于是否考虑了条带的

左侧或右侧部分。事实上，我们看到的结果与图 4 几乎相同，沿着 I 轴向下移动并达到 I ≈

0.9。 =-1.8 的结果（未表示）几乎是相同的，但对于相同数量的位移，这次沿 I 轴向上移

动。

通过给出 s =3、2、1 的值来研究 s的影响。对于不太大的变化，给出的图片如图 4 所示，

对于变化 的影响，不受比上一段讨论的更大的修改的影响。特别是，s =3 的图与图 4 中的

图的区别不会超过图 10（a）。如图 10（b）中给出的 s =1 结果所示，对于较大的变化，存在

定量变化，但本质上不是定性变化。关于稳定性，尽管这些曲线的宽度和位置有很大的修改，

我们仍然有两个稳定区域（ A，C），与由曲线  rI i ， i∈  CBA ,, 分隔的不稳定区域

（ B，D）交替。除其为零的区域外，  Ir,2 的虚部也呈现出类似的结构：（i）显著减少，

有利于负的区域，直到其在 A中消失，在 B中小得多，并且（i i）已经进入C的左下角（我

们注意到，尽管在规模小得多的尺度下，图 10（a）中也看到了这最后一个效应）。
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图 11：  IrS , 的曲线图，方程(1)-(3)的分岔图宽度梯度的模，在复杂的分岔结构产生的区域参数值:(a)  =−1.4，(b) s = 1.0。

正如在图 9(a)那样，第一个李雅普诺夫指数 1 大于零的点叠加在白点处。

对 Lyapunov谱和二维分岔图的研究得到了同样的非线性动力学结论。图 11（a）中所

示的 =−1.4 的结果也与图 8 和 9 中的结果非常相似。除了沿 I 轴向下的整个图形的小位移

外，我们看到了我们为 =-8/5 建立的相同特征，特别是复杂的分岔结构，这是块结构动力

学和连续内部激变的信号。对于 s =1，图 11（b）显示了与图 8 和 9 相同的定性行为。虽然

它们现在出现在参数值区域中，但这两个区域有很大的不同。

六、讨论和结论

在本文中，处于模型的参数空间的广泛而有意义的区域内，我们提供了一个

Hindmarsh-Rose神经元模型可用的不同动力学行为描述性的观点。我们已经找到了动力学降

到平衡点的次区域，在这个区域内有简单的极限环且有双稳性。此外，更重要的是，我们已

经界定了动力学非常复杂的区域，显示了尖峰的迸发周期和混沌激发。我们已经证明了该区

域存在一些分类方法，我们将其描述为块结构动力学，以及从简单平衡或周期动力学到这种

复杂性的急剧转变的存在。值得注意的是，这些复杂的分岔结构最统一地发展为 r值（约

10-3-10-2）和 I 值（约 1.0-4.0），这些值与最初拟合 Hindmarsh-Rose模型的值接近；因此，可

能是最真实的。

此外，在我们的结构稳定性研究中，我们观察到这些复杂的分岔结构也被该模型显示为

其他参数值集。这表明这类结构是 Hindmarsh-Rose 模型的内在基本性质。此外，观察到

[Gonzalez Miranda，2005]在其他神经元模型（如 Chay[1985]模型和改良的热敏感神经元的

Hodgkin-Huxley模型[Brown等人，1998]）中也观察到了如图 2 所示的块结构动力学和持续

内部激变的一维分岔图。尽管在这些例子中没有进行过类似于本文所述的系统研究，但这些

有限的观察结果表明，像本文所研究的那样复杂的分岔结构可能是神经元动力学的一个基本

特性。

本文的研究结果提供了一些信息，这些信息对提高我们对神经系统如何工作的理解以及

进一步发展有关非线性系统动力学的知识都有潜在的帮助。

例如，内部激变和 Hopf分岔等动力学的突然变化为理解神经系统如何对刺激作出快速

反应提供了可能的机制[Gonzalez Miranda，2003]，因为对小系统参数或刺激修改的反应会发

生动力学的定性变化。正如 Foss和Milton[2000]所建议的那样，这种快速反应的另一种机制

（或可能是另外一种机制）由双稳性确定，这也是我们在这里观察到的现象。否则，执行复

杂任务所需的信息的神经元编码可由在块结构动力学发生的封闭环境中工作的神经元执行，
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正如 Gonzalez Miranda[2005]所建议的那样，Gonzalez Miranda[2005]提出了几种编码机制，

其基础是每个块都可以与一个意义单位相关联，并且信息可以通过在这些单元之间切换来构

建。

此外，还提供了背景信息来处理非线性动力学和混沌的许多重要问题。这些范围从研究

耦合振子不同时非线性振子的同步动力学[Gonzalez Miranda，2004]扩大了矢量场分岔理论

的应用范围，从而更深入地了解本文描述的分岔情形的变化[Guckenheimer和 Holmes，2002]。

综上所述，Hindmarsh-Rose模型在其参数空间的重要和可实现区域进行了研究，显示出

一个复杂的结构。外部区域对应于简单的行为，如平衡点或极限环，这可以解释为神经元处

于静止或待命状态。此外，核心区域存在着不同的振荡动力学行为，可以根据其周期性分块

分类，这可能是神经元编码中隐含的动力学元素，因此，这些区域是神经元活动的工作区域。

核心区域和外部区域之间的转换可能非常清晰明确，允许对刺激做出快速反应。我们认为这

些结果提供了有用的背景信息，有助于研究耦合神经元之间的同步现象以及寻找神经元编码

机制。
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