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Fitzhugh-Nagumo神经模型线性化动力学行为
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对于 Fitzhugh-Nagumo 模型的线性化形式，通过与整合发放模型（Integrate and Fire
model）的类比，对发放（firing）和重置（resetting）条件进行了定义。从理论和数值两方面
研究了模型在周期性突触输入作用下的动力学行为，特别是同步特性。然后将研究扩展到两
个突触耦合单元的网络。

一、引言

现在有证据表明，在皮层的许多感觉和运动区域，利用不同神经元发放的动作电位之间

的相位差可以编码信息，而不仅仅只利用单个细胞的尖峰序列所携带的信息[Singer，1999]。
我们眼睛编码的视觉信息进入初级视觉皮层，更复杂的信息编码过程发生在视觉皮层区域的

神经元中。视觉皮层的一个显著特征是它的柱状结构：当视网膜中相应的感受区域被选定的

刺激方向激活时，在给定的功能柱内，每个细胞的发放活动都会增加。[Gray & Singer，1989；
Gray等人，1989]。目前的理论表明，大脑通过将这些信息分解为其组成要素（颜色、动作、

深度等）来处理这些信息。一个与之相关的问题：大脑又是如何重新表现这些个体特征的呢！

最近有人提出，这一以上这个问题的目标可以通过控制同步神经元的放电时间来实现，达到

再现神经元编码视觉场景的特征。[Malsburg & Schneider，1986]。此外，还观察到猫视觉皮

层空间分离神经元之间的刺激依赖同步。[Gray等人，1989]。这些实验结果表明，不同神经

元的放电活动的同步可能是将一个场景的不同特征联系在一起的关键。[Gray & Singer，
1989；Vershure & Koning，1999]。如何去解决这个问题尚不清楚。然而，皮层神经元间的

外围兴奋连接似乎在同步现象中起着基础性的作用，同步程度受突触耦合特性，特别是其强

度的调节；此外，神经元间的锁相可以作为获取神经元活动同步的机制。[Singer，1990]。
所有这些神经生理学上的发现给我们提出了新的挑战，无论是在实验上还是理论上都要面对

这些挑战。

在一般情况下，如果 1 和 2 是两个耦合振荡器（或是这些振荡器及其强制信号）的频

率，则同步条件是当 21  nm  时，其中m， n为素整数。从现在起，两个相互作用单元

之间的相位差  （以 2 为单位）为零的状态将被称为完全同步状态；而当 5.0 时的

状态将被称为反同步状态。所有其他的情况都被定义为中间同步状态。

现在，神经元的较为贴近的生物物理模型，像 Hodgkin–Huxley（HH）模型，是一个

非常复杂的非线性微分方程系统。因此，在使用比 HH模型更简单，同时又保留了该模型的

许多定性特征（分析和数值）的模型，将有相当大的优势，例如 FitzHugh–Nagumo 模型

（FHN），就是其中的一个代表。更简单的是著名的混合发放（Integrate and Fire (IF)）神经

模型。在本文中，我们将使用复杂程度介于 FHN 和 IF 之间的神经模型。该模型是通过将

FHN模型在其静止状态时的附近进行线性化，并引入一种类似于 IF模型的发放（发放）机

制而得到的。主要有两个原因可以证明使用线性化的 FHN 模型（LFHN）是正确的。第一

个原因是将 FHN模型的动力学分为阈下和阈上状态是可行的。后者与动作电位的产生有关，
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动作电位的形状和持续时间几乎不受输入信号的影响，而 FHN对扰动的响应主要由其阈下

动力学决定。第二个原因与 Hartman-Grobman 定理有关，该定理证明，在双曲线平衡点附

近，适当的坐标变换会使流线性化。此外，值得注意的是，已经证明了 LFHN可重现 FHN
模型的许多动力学特性[Capurro等人，1998；Nozaki 等人，1999；Di Garbo等人，2000]。

几个作者[Van Vreeswijk，1996；Coombes & Lord，1997；Chow，1998；Bressloff &
Coombes，1998；Coombes & Bressloff，1999；Campbell等人，1999]研究了在突触耦合的 IF
模型网络中出现的同步现象。特别地，前两篇论文表明，两个耦合的 IF 模型的网络对于兴

奋耦合和慢突触电流表现出稳定的反同步状态。对于更快的电流，中间同步的稳定状态通过

叉形分岔出现。对于非常快的突触电流，系统获得完全同步的稳定状态。最近，Chow[1998]
和 Coombes 与 Bressloff[1999]建立了周期性强制 IF 模型的稳定锁相条件，然后将其分析扩

展到两个或多个突触耦合 IF模型中。

本文研究了周期性类突触电流驱动的单LFHN模型和双LFHN模型"突触"耦合系统的同

步现象。鉴于兴奋性连接在神经生理学中的重要性，我们将研究局限于这一类突触耦合。值

得注意的是，一个单 LFHN单元可以被认为是代表一个神经群，该神经群与视觉皮层的一

个给定功能柱相对应。我们将研究突触电流的特征，即持续时间和强度，是如何影响系统的

同步特性。把这些研究扩展到一般情况（兴奋性和抑制性突触）将在其他地方介绍。

二、 LFHN模型的动力学

让我们从 FHN模型开始，在某些假设下，它的方程可以从 HH模型推导出来。在存在

外部扰动  tP 时，它们是

    tPa
dt
d   1 （1a）

b
dt
d

 
（1b）

其中  t 是描述膜电压的快速变量；  t 是缓慢恢复变量； 是扰动  tP 的振幅。对于参数，

我们将设值 005.0E ， 5.0a 。随着参数 b的增加，在 2623.0~
1 b 的值下，未扰动系统（即，

当 =0 时）经历了从静止状态（ 0 ； 0 ）到亚阈值周期轨线的 Hopf分岔。最后，当 2bb 

时，系统产生全动作电位。将方程（1）在固定点附近线性化得到：

 tPyRx
dt
dx   （2a）

yx
dt
dy

 （2b）

其中 aaR  )1(23 0
2
0  ， )()( 0 txt   ，且 )()( 0 tyt   。但是方程（2）没

有产生动作电位的机制；因此，与 IF模型类比，我们假设，当快速变量 )(tx 通过阈值 0H
且导数为正时，动作电位将产生，且 )(tx 、 )(ty 分别重置为 rx 、 ry ，这样就完全定义了线性

化的 FHN 模型。现在，根据参数 b的值，LFHN可以处于两种动力学状态：第一种状态是

固定点稳定，而另一种状态是不稳定。在本文中，我们假设 LFHN 处于第二种状态（另一

种情况也可以类似地处理，只要足够强制以使得系统再次发放）。

如果我们把发放时间定义为 Nntn ,,2,1:  ，方程（2a）和（2b）在 1 nn ttt 时

的解通过下式被给出，如下：
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其中 A()是基本矩阵。下式很容易理解：
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其中  2)(  R 和  2)(2 2 R 。如果定义  ,,)( nttgtx  ，则发放条件为

Httg nn  ),,( 1  。当局部 01  ntg 时，隐函数定理保证了显式映射 )(1 nn tt  的存在。

当该定理条件不成立时，映射 1 nn tt 由发放条件定义为隐函数。在下面我们假设（2a）中

的扰动是周期性的，周期为 T 。方程 ),,( 1 nn ttgH  的一个重要性质是对于它的任何解

),( 1 nn tt  ， ),( 1 TtTt nn  也是它的一个解。由此得出如下结论：如果存在显式映射且它在

参数空间的某个区域内是可逆的，则它是圆映射的提升。在这种情况下，LFHN不可能出现

混沌动力学，周期轨线（锁相）的循环次数是合理的，而准周期轨线的循环次数是不合理的。

映射 )(1 nn tt  可逆性的损失意味着循环次数未定义，可能存在混沌动力学。[Guckenheimer
& Holmes，1983]。

现在假设系统本身周期性地发放，周期为∆且满足 qpT  ，其中 p， q是素整数。

为了测试该锁相解的稳定性，我们将发放时间 nt 扰动为 nnt  ，并研究扰动量 n 的演化过

程，通过把 ),,( 11  nnnn ttg   展开，只保留线性项，得到了映射 nnnn ttQ  ),( 11   ，其中

)()(),( 11   nnnn tgtgttQ 。如果对于 n 时， 1),( 1 nn ttQ ，那么 0lim  nn  ，且相应的

锁相的解是稳定的。稳定锁相区域的边界（阿诺德舌状物(Arnold tongues)）通常由鞍结点和

倍周期分岔定义。对于这样的参数值，阿诺德舌状物重叠和复杂的动力学机制应该会发生。

在下文中，我们对强制 LFHN模型进行了模拟研究，扰动 )(tP 模拟了由于突触前神经

元在周期T :  ))1(())1(()( 2 TTTt eTeteetP    ， Tt 0 [Van Vreeswijk，1996]内有规

律的放电而产生的电流。参数 是突触电流持续时间的倒数。为了描述锁相状态，我们设旋

转数 TIR n ， nnn ttI  1 作为脉冲间隔（ISI）。值得注意的是，对于（ qp : ）锁相状态

（ p强制期间的 q峰值），它是 qpR  。

所有论文的结果都是通过对方程（2a）和（2b）进行数值积分得到的。其中利用的数值

积分方法是用四阶龙格-库塔（Runge–Kutta）法，积分步长 001.0t ，参数值 1)0(  rxx ，

15.0)0(  ryy ， 3.0H ， 265.0b 。对于每个试验，10 ..ut 的瞬态间隔被忽略，并且

总积分时间为 60 ..ut 。对于该参数值，LFHN的自由运行周期为 2645.00 T 。
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图 1：在顶部(底部)图中，绘制了 R 参数值(对应的 ISIs)与强制周期 T 的图。a和 b 是  =8， =0.02 时的图；c 和 d 是  = 14， =

0.02 时的图；e 和 f 是  =14，  =0.04 时的图。图(e) T 轴上的垂线对应表示 LFHN自由运行周期整数倍的 T 值。图(e)中的嵌入

图显示了图(f) ]25.0,02.0[T 的放大图。

在图 1 中，对三组 和 值的强制周期绘制了 R和相对应的 ISIs图。在图（a）、（b）
中，两个定义明确的锁相状态（1:1）和（1:2）状态清晰地出现。我们还发现，在锁相的相

应稳定区域中，发放映射是可逆的，轨线是准周期的（未显示数据）。随着 的增加，这些

锁相状态的稳定区变宽[图（c）和（d）]。此外，根据法利树定律（Farey tree law），其他

锁相区较窄的状态出现：对应于（2:1）、（3:2）、（2:3）、（2:5）和（1:3）模式的状态。

增加耦合 并保持 常数会破坏一些二次锁相状态（图 1 中的（e）和（f））。图 1 中

的（e）的插图中说明了从T ≈0.24 开始的周期倍分岔的示例。在周期倍分岔附近的区域

（ 24.022.0  T (约小于)）旋转数保持不变。此外，还发现了发放映射不可逆的区域

（ 21.0T (约小于)）：在这些区域中，混沌动力学是可能的。

图 2：图 1 中包含锁相状态（1:1）和（1:2）之间过渡区的图（e）和（f）窄带的放大图。
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为了阐明 R在（1:1）到（1:2）锁相模式的过渡区的行为，我们进行了其他模拟。在图

2 中，画出了 R与T 的关系图，其中T ∈[0.42，0.482]。图 1 中的（e）所示的是模式（1:1）
到（1:2）的转换，由于T 是在大范围取值，所以图像显得如此尖锐。如图 2 中的（b）所示，

在转换区域中，LFHN 的动力学看起来不规则，有明显重叠的状态，例如在 R =1 和 R =1/2
时。过渡区 ISI值的微小波动表明，LFHN的动力学行为在该范围内的某些部分是混沌的。

事实上，用数值计算T =0.452 时的发放映射是不可逆的，而脉冲间隔的庞加莱（Poincare）
图显示了四个不同且分离良好的吸引子（未显示数据）。

图 3：强制 LFHN的锁相区间， R的值、周期 T 、突触输入的强度  图。

在图 3 中，对于 =14 的情况，绘制了 R与T ， 的图。两种主要的阿诺德舌状物控制

周期性强制 LFHN的动力学行为，对应于锁相模式（1:1）和（1:2）。其他非常狭窄的舌状

物是对应于（3:2）和（2:1）模式的舌状物。舌状物的边界只清楚地定义为 的低值。当
值较高时，这些边界重叠，因此动力学变得更加复杂。系统动力学在复杂行为发生的关键区

域的特性描述将在未来的工作中再讨论。

三、双耦合的 LFHN模型

让我们从描述双 LFHNs 突触耦合的方程开始

)(tPyRx
dt
dx

iiii
i   （5a）

ii
i yx

dt
dy

 （5b）

其中  


1
)()(

n

j
ni tttP ， 2,1, ji 和 ji  。在 0t 时 -函数 )(t 不存在，而在 0t 时 -

函数 ttet   2)( ，用于描述突触前神经元中动作电位产生后的突触电流。设  1: nt jn

（ 2,1j ）为每个 LFHN模型的发放时间。在下面的情况中，我们假设参数值是按照如下

方式产生的：对于两个 LFHNs，具有相同的周期T 的周期性的发放活动。为了评估第二个

LFHN 模型的突触输入，我们假设第一个模型的最后一个尖峰出现在 ttL 1 时，其中

)()( 1
2 LttPtP  ，此处的 )(tP 和前一节所述的一样。同样，为了得到第一个 LFHN的突触输

入，我们假设 Ttt LL  12 ，其中 是两个振荡器之间的相位差，则 )()( 2
1 LttPtP  。
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现在，为了确定未知量 和T ，我们可以对方程（5）进行数值积分，并寻找两种发放

活动都是以 t 为周期的周期性的静止状态。然而，基于对方程（5）显式解的了解，我们采

用了不同的方法，该显式解为： ),,()( 1
1

1 Lttgtx  （对于 Tttt LL  11 ）和 ),,()( 2
2

2 Lttgtx  （对

于 Tttt LL  22 ），函数 g前一节所定义的一样。为简单起见，两个 LFHN都假定相同的重

置值 rx ， ry 。两个 LFHN的发放条件都被表示为 HTtx L  )( 1
1 和 HTtx L  )( 2

2 。因此，为了

确定 和T ，我们求解方程 0)()(),( 2
2

1
1  TtxTtxTE LL （ Ttt LL  12 ）的根，即

dsTtsPtsPsTsTTE LL

T
st






 










   )()()(sin2)(cosexpexp),( 1

2
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1
1

0










  （6）

对于本文的其余部分，我们假设两个 LFHN之间的耦合是对称的，即：   21 。通过

计算 )( 1
1 LttP  和 )( 2

2 LttP  并利用它们的周期性，可以得出，对于每个T ， =0 和 =0.5 始终是

方程 ),( TE  的解。其中 =0.5 的解的存在性由恒等式 )()( 1
1 TtPttP L  ， )()( 2

2 TtPttP L 

和 )(tP 的周期性而保证。此外，对于任何解（ T ，  ），（ T ，1-  ）是其另一个解。可

以看出，通过适当地选择H 和 的值，方程 0),( TE  的任何解（T ， ）都可以映射到

两个方程 HTtx L  )( 1
1 和 HTtx L  )( 2

2 的解中。因此，我们可以通过限制自己使用该方程来

简化我们的研究。如双耦合 IFs的情况所示[Coombes & Lord，1997]，同一方程的任何解（T ，

 ）的稳定性由条件 0)),((  TE 来保证。

让我们来研究通过数值求解方程 0),( TE  得到的结果——为此，我们使用了 NETLIB
库（见 http://www.netlib.no/netlib/）的 dqag.f 和 root.f 程序，分别考虑了非线性方程根的积

分和计算，并首先研究了两个振荡器之间的相位差 对固定周期 T 的突触电流持续时间的依

赖性。

图 4：双 LFHN 单元间相位差的分岔图。图（a）中 T =0.35；图（b）中 T =0.33；图（c）中 T =0.31。开方：不稳定状态；交叉：

稳定状态。

图 4 显示了两个振荡器的发放周期的三对 与 值的分岔图。在所有情况中都显示出叉

形分岔。在分岔点以下，反同步态稳定，完全同步态不稳定。在分岔点以上出现中间同步的

稳定状态，而反同步状态则变得不稳定。当中间同步分支横轴 =0（或 =1）时，完全同步

状态趋于稳定。这些结果与两个 耦合的 IF 模型的论文结果一致[Van Vreeswijk，1996；
Coombes & Lord，1997]。然而，我们的系统对 或T 的变化似乎比相应的 IF模型网络更敏

感。
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图 5：与图 4对应，图（a）中 T =0.2；图（b）中 T =0.7；图（c）中 T =0.9。

图 4 所示的另一个有趣的特征是T 的小变化引起的分叉岔点的移动。此外，随着T 的减

小，中间同步状态的分支变得更光滑，分岔点的分支移动到较高的 值。通过改变突触电流

的延迟时间，这些由T 变化产生的效应与在 IF 模型的网络中发生的效应相似[Coombes &
Lord，1997]。如图 5 所示，T 的较大变化导致系统动力学发生剧烈变化：从图（a）（稳定

反同步和不稳定同步状态）的最简单情况到图（b）和（c）的更复杂情况。在后一种情况下，

在探索的 值范围内，出现与同步和反同步相对应的稳定状态，以及中间同步的不稳定状态。

图 6：方程 ),( TE  的某些固定值  的解的图。图（a）中  =2；图（b）中  =8；图（c）中  =14。开方：不稳定状态；交叉：

稳定状态。

图 6 显示了不同 值 与T 的分岔图。对于每个 值，临界值 1,cT 的存在使得 1,cTT  ，1
只出现完全同步（不稳定）或反同步（稳定）状态。此外，随着 的增加， 1,cT 减小。当T 增

加超过临界值 1,cT 时，中间同步分支的新解产生分岔（叉形分岔）。当 =2 时，这些状态是

不稳定的，而当 =8 和 =14 时，它们变得稳定。在 1,cT 上，对于每个 值，还有另一个临
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界点 2,cT 。当 2,1, cc TTT  时，任何一种同步的稳定和不稳定状态都存在。对于 1,cT 这种情况，

临界点 2,cT 随着 的增加向左移动。当 2,cTT  ，解（ ，T ）显示出更复杂的几何结构，许多

分支源自不同的分岔点。

四、总结与讨论

许多实验研究表明，许多生物振荡器（如神经元）可能会被携带或被周期性扰动所锁相

[Glass & Mackey，1988]。此外，在一些实验条件下，还观察到不规则或非周期动力学。同

样，许多实验结果表明，神经元群之间可以发现一致或同步的活动[Gray 等人，1989]。特别

是，识别单个或多个神经元群的一致性活动的基础条件是非常重要的；当然，神经元之间的

突触相互作用及其特征（强度和持续时间）发挥着重要作用。

本文首先研究了周期性突触电流作用下线性 LFHN 网络模型的同步特性。我们发现突

触输入的强度和持续时间都是改变 LFHN同步特性的相关参数。两种主要的锁相方式（1:1）
和（1:2）发生在强制参数空间的较宽区域。此外，还发现了强制 LFHN呈现复杂锁相状态

或非周期动力学行为的区域，后者位于阿诺德舌状的重叠区域。这些结果与受周期性扰动影

响的 IF或 FHN模型得到的结果相似[Coombes & Bressloff，1999；Yoshino等人，1999]。在

向北大西洋乌贼 Loligo Pealei的巨轴突触注入周期性电流脉冲的实验中，发现了不同顺序的

锁相状态（取决于注入电流的周期和振幅），并且对于某些参数值，还观察到了非周期性节

奏[Clay & ShleSinger，1983]。这些实验结果似乎与强制 LFHN神经模型的实验结果有性质

上的一致性。

我们还研究了两个突触耦合的 LFHNs 网络，并研究其同步特性。通过改变突触电流的

持续时间和 LFHN 单元的放电时间，我们发现了各种同步性和不同稳定性的同步机制。我

们的部分结果重现了两个突触耦合的 IFs 网络获得的结果[Van Vreeswijk，1996；Coombes &
Lord，1997]。然而，两个 LFHNs 的网络似乎比两个 IFs 模型对突触电流持续时间和放电周

期的变化更敏感。在固定的 值下，两个 LFHNs 系统的相位差随发放时间的变化曲线呈现

出多个分岔和不同稳定状态的复杂模式。

神经生理学实验表明，当视觉皮层中的细胞的反应指向一个单一物体时，例如一个移动

的光棒，它们显示出同步的放电现象[Singer，1999]。但是，当同一个单元格响应不同的对

象时（例如两个方向不同的条形图），它们可能会异步。在该论文[Singer，1990]中有人提

出，同步和异步发放活动之间的转换可以用突触耦合的变化来解释。我们对两个耦合 LFHNs
系统的理论结果表明改变突触电流的持续时间会产生不同的同步状态，从而证实了这一假

设。这些理论研究结果表明，正如其他地方假设的那样[Singer，1990]，突触的特征在神经

种群的同步中起着关键作用。
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