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摘要：许多生理系统的一个重要特征是它们在多个尺度上进化。从数学的角度看，这些系统

被建模为奇异摄动问题。正是不同时空尺度上动力学的相互作用，创造了复杂的模式和节律。

许多重要的生理功能与强迫的时间依赖性变化有关，这种变化导致所考虑的细胞的非自主性

行为。在兴奋性模型中观察到的瞬态动力学就是一个很好的例子。鸭解理论的最新发展为理

解这些瞬态动力学提供了一个新的方向。关键的观察结果是，鸭解在非自治多尺度动力系统

中仍然是良定义的，而自治系统的平衡点一般情况下并不存在于相应的驱动的非自治系统

中。因此，在非自治多尺度系统中，鸭解有可能显著地影响解的性质。在神经兴奋性的背景

下，我们将折鞍型鸭解识别为发放阈值流形。值得注意的是，诸如外部驱动的时间演化等动

态信息被编码在不变流形的位置—鸭解。

关键词：鸭解；几何奇异摄动理论；兴奋性；神经动力学；发放阈值流行；分界线；瞬态吸

引子。

3.1 动机

生理节奏和模式是生命的核心。最显著的例子是心脏的跳动，神经元的活动模式，以及调节

生长和新陈代谢的激素的释放。虽然身体中的许多细胞表现出内在的、自发的节律性，但许

多生理功能是由这些细胞相互作用和外部输入产生的，从而产生这些基本节律。因此，分析

内在复杂非线性过程的起源以及刺激对这些生理节律的影响是十分重要的。

细胞信号是通过离子流、电流、蛋白质和受体系统来控制和修改细胞行为的复杂反馈回

路相互作用的结果。具体的反馈回路因细胞而异，从生理学的观点来看，信号似乎是细胞特

有的。然而，各自的数学单元模型有着惊人的相似结构。这意味着统一了细胞信号及其失效

的数学机制。

大多数生理系统的一个重要特征是它们在多个尺度上进化。例如，心脏跳动的节律由一

个长时间的准稳态间隔和一个短时间的快速变化间隔组成，这就是心跳本身[34]。在神经元

的活动模式[34,55]和细胞中的钙信号传导中也观察到同样的特征[34]。这是在不同的时间或

空间尺度上动态的相互作用，创造了复杂的节奏和模式。

生理系统的多尺度问题通常用奇摄动系统来建模[28,34,55]。多尺度动力系统的几何理

论被称为 Fenichel 理论[17,32,33,49]，它为研究奇异摄动问题提供了强有力的工具。结合创

新的爆破方法[15,39,57]，几何奇异摄动理论在多时间尺度问题[58]的周期和准周期张弛振荡

等全局动力学方面提供了严格的结果。当结合类 Henon 映射的结果时，这种方法有可能解

释周期性强迫 van der Pol 张弛振荡器中张弛振荡器的混沌动力学[24]。
动态系统理论的这一发展为如何检测和控制复杂的节奏和模式提供了一个极好的框架。
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等效刺激可以在不同的神经元中引发不同的尖锋模式，这一事实表明，不同神经元的内在编

码特性存在显著差异。Hodgkin 认识到了这一点，并根据其编码特性识别出三种基本类型的

神经元。由 Rinzel 和 Ermentrout 率先提出[31,51,52]，分岔理论解释了重复(单调)发放模式对

足够的稳定输入在积分器(I 型)和谐振器(II 型)多时间尺度神经元模型。

相反，第三类神经元的动态行为不能用标准(自主)动力系统理论来解释。第三种类型的

可兴奋神经元编码输入的动态变化，因此它们非常适合于像锁相和一致检测这样的时间处理

[42,53]。听觉脑干神经元是这种神经元参与精确计时计算的一个重要例子。信号的非自主性

(动态性)对于 III 型神经元的反应是至关重要的。本章的主要目的是强调当我们使用阶跃电流

协议与平滑动态电流协议(兴奋性或抑制性)相比时，所有神经元类型(I-III)行为的深刻差异。

在一个力或参数表现出时间依赖性的动力学系统中，人们仍然期望相空间流收敛于某个

低维物体;但是这个被称为拉回吸引子的物体[36,37,50]，现在它自己是依赖于时间的。在相

空间中识别有效地起分离作用的动态对象是一个重大的数学挑战。这种分离可能只在一定的

(有限的)时间尺度上影响观测到的动力学。

最近，在多时间尺度系统中发现了一种导致瞬态动力学的鸭解机制[26,41,44,64]。鸭解是

奇异摄动系统在不同动态行为对应的区域边界上的特殊解。鸭解理论及其对多尺度动力系统

瞬态动力学的影响是本章的重点。鸭解为什么对于(驱动的)非自治多尺度动力系统如此特别?
关键的观察是鸭解点(也称为折奇异点)在非自治多尺度动力系统中仍然有很好的定义，而自

治系统的平衡一般不会在相应的驱动非自治系统中保持。因此，在非自治多尺度系统中，鸭

解有可能显著地影响解的性质。我们在 3.3.2.1 节中强调这一重要观点。

神经科学中观察到的另一类复杂振荡行为是混合模式振荡(MMOs)。这些振荡对应于在小

振幅振荡和张弛振荡之间的转换—实验中经常观察到的模式[1,12,25,35,47]。最近，基于基

础模型的多时间尺度结构，利用鸭解理论结合适当的全局回归机制来解释这些复杂的动力学

[2,3,6,22,43,57,61,63]。这是目前被广泛接受的对MMOs的解释;参见[5,8,14,16,27,38,54,56,60]
和当前的综述[10]。

本章的概要如下:在 3.2 节中，我们回顾了任意维上的几何奇异摄动理论，特别强调了鸭

解理论。在 3.3 节中，我们回顾了兴奋性系统。我们关注的外部驱动，要么是分段常量，要

么是平稳变化的。前期模型是瞬态(快速)变化，而后期模型平滑(缓慢)变化。然后我们概述

了奇摄动系统理论与非自治(多尺度)系统之间的关系。特别地，我们展示了如何利用鸭解理

论来解释光滑动态强迫规范的兴奋性，方法是将折鞍型鸭解识别为可兴奋神经元的发放阈值

流形。几何理论应用于神经和生物物理模型。最后，我们在第 3.4 节中得出结论。

备注 3.1 第 3.2 节对几何奇异摄动理论进行了全面的回顾，并假设了动态系统理论的坚实背

景，如在[23]中发现的。虽然几何奇异摄动理论的基本思想为数学生物学/神经科学社区所熟

知，但本节所介绍的理论在某些方面对这一群体来说似乎过于技术性和/或过于严格。我们

建议这些读者跳过(部分)章节，在阅读完 3.3 节关于兴奋性的内容后，探索必要的理论。尽

管如此，我们希望许多读者能够欣赏本文的严谨和概括性。

3.2 几何奇异摄动理论

我们的重点是一个微分方程系统它有一个明确的时间尺度差异的形式

 
 

' , ,

' , , ,

w g w v

v f w v

 






(3.1)

这里  , k mw v R R  是状态空间变量且 , 1k m  。变量  1,..., mv v v 是快变量，变量

 1,..., mw w w 是慢变量，撇号表示时间导数 /d dt且 1  是编码快变量和慢变量的时间

尺度分离的小正参数值。函数 : k m mf R R R R   和 : k m kg R R R R   是C 的。通过变

换快时间尺度 t到慢时间尺度 = t  ，系统转换为
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这儿点号表示时间导数 /d d . 系统(3.1)和系统(3.2)在拓扑上是等价的，解通常由慢片段和

快片段组成，反映了一个时间尺度或另一个时间尺度的优势。我们分别将(3.1)和(3.2)称为奇

摄动系统。随着 0  ，(3.1)的轨迹收敛在快速分解到 m 维层(快)问题解的过程中。

 
' 0
' , ,0
w
v f w v




(3.3)

同时慢的分解片段，(3.2)的轨迹收敛到解
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这个 k-维微分代数问题称作约化(或者慢)问题。几何奇异摄动理论[17,32]使用这些低维子系

统(3.3)和(3.4)来预测 0  的整个 k m 维系统(3.1)或(3.2)的动力学。

3.2.1 层问题

首先，我们关注层问题(3.3)。注意慢变量w是这个极限系统的参数。

定义 3.1 集合

    : , | , ,0 0k mS w v R R f w v    (3.5)

是系统(3.3)的平衡点集。一般来说，这个集合 S定义了一个 k-维流形，即雅可比矩阵  ,w vD f
在 S上取值是满秩的，我们称之为临界流形。

备注 3.2 集合 S可以是有限多 k 维流形的并集。所有关于临界流形的定义也适用于这种集

合。

因为我们假设 f 是光滑的，这意味着临界流形是一个可微分流形。奇异摄动系统的基本分

类由(3.3)层问题临界流形 S的性质给出。

定义 3.2 一个子集 hS S 被称作法相双曲的如果  , hw v S 是层问题的法相双曲平衡点，

也就是说，关于快变量 v的雅可比矩阵，表示为 vD f ，没有实部为零的特征值。

—我们称一个法相双曲子集 aS S 是吸引的，如果 vD f 的所有特征值有负实部在

 , aw v S ；层问题描述了流向这个集合的流。

— rS S 被称作是排斥的，如果 vD f 的所有特征值有正实部在  , rw v S ；层问题描述了

离开这个集合的流。

—如果 sS S 是法相双曲的且要么吸引或者排斥，我们称它是鞍型的。

对于一个法相双曲流行 hS S ，我们有一个沿着 hS 将 vD f 的特征值均匀地分成两组，即对

于每个 hp S 的雅可比矩阵 vD f 有 um 个正实部的特征值和 sm 个负实部的特征值，其中

u sm m m  。这使得我们可以定义临界流形 hS 的局部稳定流形和不稳定流形:

定义 3.3 临界流行 hS 的局部稳定和不稳定流行分别记作  s
loc hW S 和  u

loc hW S ，分别由集合

表示如下：
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流行  s
locW p 和  u

locW p 分别构成了以 p为基点的  s
loc hW S 和  u

loc hW S 的快纤维族(称作

快纤维化或者叶状结构)。  s
loc hW S 的维数是 sk m 且  ,

u
loc hW S  的维数是 uk m 。

法向双曲流形奇异摄动问题的几何理论称为 Fenichel 理论[17,32]。该理论保证了 hS S
附近的法向双曲流形的持续性且对应的局部稳定和不稳定流行靠近  s

loc hW S 和  u
loc hW S 如

下：

定理 3.1 (Fenichel 理论 1, [17,32]).
给定系统(3.1)的 ,f g C .假设 hS S 是一个紧的法向双曲流行，可能带有边界。对

于 0  足够小，下面是成立的：

(i) 对于任意 r   ，存在一个 rC 光滑流形 ,hS  ，在流(3.1)下局部不变，即  rC O  接

近 hS .

(ii) 对于任意 r  ，存在 rC 光滑稳定和不稳定流形

   
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u u
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在流(3.1)下局部不变，即  rC O  分别地接近  s
loc hW S 和  ,

u
loc hW S  。

备注 3.3 ,hS  ，一般来说，不是唯一的，而是 ,hS  的所有表示形式指数级的靠近对方，即所

有的 r-jets 是唯一确定的。

备注 3.4 我们假设一个紧致的，单连通的，k 维光滑流形的边界意味着它的边界是一个(k-1)-
维光滑流行，如果流形内部的向量场与流形相切，且沿流形边界向外处处指向，则具有边界

的紧流形称为泛函不变量。Fenichel 的定理证明就是基于这个定义。

3.2.1.1 折临界流行

当 vD f (至少)有一个特征值的实部为零时， S上点的法向双曲性失效，即在参数集w的变

化下，层问题出现分岔。一般情况下，这些点是奇异理论意义上的折[59]。

定义 3.4 奇异摄动系统(3.2)的临界流行 S (3.5)具有(局部)折，如果存在集合 F 形成一个

(k-1)-维流行在 k-维临界流行 S中通过定义
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对应于雅可比矩阵 vD f 的左零和右零向量 l和 r。集合 F 为临界流形的折点。

折对应于层问题中的鞍节点分岔，这是动力学系统中一般的余维一分岔。

3.2.2 约化问题

约化问题(3.4)是一个微分代数问题，描述了约束于临界流形 S 的慢变量w的演化过程。因

此， S定义了两个子系统(3.3)和(3.4)之间的一个接口。

定义 3.5 给定约化问题(3.4)。临界流行 S (3.5)上的向量场是一个
1C 映射 : kg S R ，使得

   ,, w vg w v T S 对所有的  ,w v S 。



换句话说，约化的向量场(3.4)必须在临界流形 S的切丛TS 中。总(时间)导数  , ,0 0f w v  ，

即 0v wD f v D f w     为积分曲线     , k mw v R   的切向量  ,w v  被限制到切丛中

提供了精确的定义。这导出了约化问题(3.4)的如下表示：
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这里  ,w v S 。  vadj D f 定义了矩阵 vD f 的伴随矩阵，它是 vD f 的协同因子的转置，

即      = detv v v v vadj D f D f D f adj D f D f I   。

备注 3.5 在 m=1 的情况， detv v v
fD f D f f
v


  


是一个标量且   : 1vadj D f  .注意方阵

的伴随矩阵对规则和奇异的矩阵是良定义的。这与方阵的逆的定义相反，它只在一般情况下

定义。

对式(3.9)中第二个方程的两边同时作用  vadj D f 可得

 
     
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w g w v

D f v adj D f D f g w v


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
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这里  ,w v S 。系统(3.10)在流形 S上的任意(局部)坐标图中提供了原始约化问题(3.4)的表

示。

备注 3.6 n 维光滑流形 S上的坐标图是一对  ;U  ，这儿U 是 S的一个开子集且 :U U  

是一个微分同胚映射从U 到一个开子集   kU U R  。一个著名的(经常使用的)例子是

平滑函数 : nF U R 的图形，这是通过     ; : ,n kx y R R x U y F x    定义的

n kR R 的一个子集。

假设临界流行 S是法向双曲的，即 vD f 对所有的  ,w v S 是满秩的。隐函数理论意味着，

S以曲线图  v h w 给出的。换句话说，S可以用以
kw R 为基底的慢变量表示在一个图

表中。在 hS 上的约化问题(3.10)被给出在这个坐标图中通过

  , ,0w g w h w (3.11)

Fenichel理论[17,32] ,hS  上的慢流持续的靠近 hS 的约化流用下面的方式：

定理 3.2 (Fenichel理论 2,[17,32]) 给定系统(3.1)的 ,f g C .假设 hS S 是一个紧的法向双

曲流行，可能带有边界。对于 0  足够小，定理(3.1)(i)成立且有下面是成立的：

(iii) ] ,hS  上的慢流收敛到 hS 的约化流随着 0  。

因为 hS 是一个曲线图  v h w ，得到 ,hS  也是一个曲线图  ,v h w  对于充分小的

1  . 因此 ,hS  上的慢流遵循

  , , ,w g w h w   (3.12)

并且我们在处理 ,hS  上的正则摄动问题;这是一个显著的结果。因此,我们有

推论 3.1 约化问题(3.11)的双曲平衡点保持作为(3.2)全问题的双曲平衡点对充分小的 1  .

对 0  , 快纤维  s
locW p 和  u

locW p 的基准点 ,hp S  分别的演变依据(3.12). 因此，单

个的快纤维  s
locW p 和  u

locW p 分别不是不变的，但(3.7)的纤维族是不变的在以下意义上：

定理 3.3 (Fenichel理论 3,[17]) 给定系统(3.1)的 ,f g C .假设 hS S 是一个紧的法向双曲

流行，可能带有边界。对于 0  足够小，定理(3.1)(ii)成立且有下面是成立的：



(iv) 叶状结构   ,|s
loc hW p p S   是(正定地)不变的，即

   s s
loc locW p t W p t   

对所有的 0t  使得 ,hp t S   ,这里 t表示系统(3.1)的解算子.

(v) 叶状结构   ,|u
loc hW p p S   是(负定地)不变的，即

   u u
loc locW p t W p t   

对所有的 0t  使得 ,hp t S   ,这里 t表示系统(3.1)的解算子.

这个定理意味着稳定流形  ,
s

hW S  中的轨迹朝着对应的基准点 ,hp S  指数衰减;基准点

是继承自未摄动的情况。对于不稳定流形  ,
u

hW S  中轨迹的后向时间也是如此并且总结如

下:
定理 3.4 (Fenichel理论 4,[17,32]) 假设 0s  是一个上界满足Re 0, 1,...,i s si m    ,对

于临界流行 hS 的稳定特征值. 存在一个常数 0sk  ，使得 ,hp S  且  s
locq W p  得到

 exps sq t p t k t     

对所有的 0t  使得 ,hp t S   .

类似的，假设 0u  是一个下界满足Re 0, 1,...,j u uj m    ,对于临界流行 hS 的不

稳定特征值. 存在一个常数 0uk  ，使得如果 ,hp S  且  u
locq W p  得到

 expu uq t p t k t     

对所有的 0t  使得 ,hp t S   .

如果我们假设 h aS S 是一个吸引的法向双曲流形则 Fenichel 理论意味着系统(3.2)的动力学

被完全的描述(经过一段初始瞬态时间后)由 k维慢流形 ,aS  上的动力学;通过 aS 上的约化流，

可以完全确定其主导阶。这一结果证明了在生物化学反应的数学生物学文献中经常发现的某

些模型降维技术是正确的。

例 3.1 Michaelis - Menten 酶动力学给出了一个典型的生物物理法向双曲问题的例子(详见

[34]):
1 2

1
,k k

k
S E C P E



   (3.13)

它模拟了酶与底物 S，酶E，中间复合物C和产物 P的反应。利用质量作用定律，得到下

列微分方程组

      

       

       

   

1 1

1 1 2

1 2 1

2

,

,

,

,

d S
k C k S E

dt
d C

k S E k k C
dt
d E

k k C k S E
dt
d P

k C
dt







 

  

  



(3.14)

这里 X 表示 , , ,X S C E P 的浓度，初始浓度分别为

           0 00 , 0 0, 0 , 0 0.S S C E E P   



注意到  P 能够直接积分得到，且有一个守恒量因为    / / 0d C dt d E dt  ，使得

    0+ .C E E 因此研究系统(3.14)的前两个方程满足   0E E C  就足够啦。利用量纲化

分析给出了相应的二维无量纲系统，

   

     

1

1 2

1 ,

1 , ,

ds s c s c g s c
d
dc c s c c f s c
d




   


    

     





(3.15)

带有(无量纲化)底物和合成浓度   0/s S S 且   0/c C E ，初始条件    0 1, 0 0s c  ，

时间 0 1E k t  且参数    1 1 0 1 2 2 0 1 0 0/ 0, / 0, / 1.k S k k S k E S        这里，初始

酶浓度 0E 被认为明显小于初始底物浓度 0S ，这是酶反应的现实条件。因此，得到的无量纲

系统是一个 s慢 c快的奇异摄动系统。

 , 0f s c  给出了临界流行。层问题的雅可比是导数  1 2 0cf s       对所有 0.s 
因此，临界流形是生物物理 0s  的相关域上一个吸引的法向双曲流形 aS 并且给出一个曲线

表示  
1 2

.sc h s
s  

 
 

约化问题给出了单坐标图 s R 通过

   2

1 2

, 0, 0.ss g s h s s
s


 

     
 

 (3.16)

这个微分方程在 0s  处有稳定的双曲平衡点。由于初始条件为       0 , 0 1,0s c  不在临

界流形 aS 上。我们期望对慢流形 ,aS  接近稳定的快纤维在 1s  时有一个初始的快速瞬态行

为。然后慢动力学将接管且底物浓度将沿着缓慢流形 ,aS  缓慢衰减到零;正如约化流所预测

的那样。图 3.1 证实了 Fenichel 理论的预测。约化问题(3.16)确实是一个很好的底物浓度动力

学的近似在瞬态初始时间后。由(3.16)描述的底物 S 的吸收速率通常被称为 Michaelis -
Menten 定律。

图 3.1 Michaelis - Menten 动力学：初始条件    , 1,0s c  ,合成物C (沿着快速纤维)快速生

成，直到它到达法向双曲流形 aS 。然后底物 s 的缓慢吸收开始(沿着 aS 缓慢流向静止状态

   , 1,0s c  )。

3.2.2.1 折临界流行上的约化问题

与通常的法向双曲情况类似，临界流形 S的(局部)曲线图表示用于分析折临界流形情况下系



统 (3.10)的 k 维约化问题。由折临界流形的定义 (3.8)可知，存在 (至少 )一个慢变量

 , 1,...,jw j k ，且   , ,0 0.
jw

l D f w v    不失一般性，假设 1w 是这个慢变量。然后，

可以用
1w

D f 的列替换 vD f 中的一列 (我们假设这一列是
1v

D f ，但不失一般性 )使得

 1 2, ,..., mw v vrkD f m 沿着 S (包括F )。在 1k  和 2k  两种情况下，隐函数定理意味着 S是

(局部)曲线图  1y h v 和  2 1,..., ,ky h w w v ，其中  1 2, ,..., my w v v 。在 1k  的情况下，

结合 S的这个曲线图表示就得到了约化问题(3.10)的投影在坐标图 1v R 上，

     1 11
det ,0v v wD f v adj D f D f g v    , (3.17)

在 2k  的情况下，得到了约化问题(3.10)的投影在坐标图  2 1,..., , k
kw w v R 上:

 
     

2 1

1 2 11

,..., , ,0 , 2,...

det ,..., , ,0
j j k

v v w k

w g w w v j k

D f v adj D f D f g w w v

 

   




, (3.18)

这里  1vadj D f 表示伴随矩阵  vadj D f 的第一行。

备注 3.7 这个行向量  1vadj D f 表示矩阵 vD f 的左零向量 l。正如前面所提到的，标量

 
11

0v wadj D f D f  ，因此行向量  1v wadj D f D f 是非奇异的。

看看约化问题(3.17)和(3.18)，我们看到沿着折 F 行列式  det 0vD f  ，即(3.17)和(3.18)分

别是奇异的沿着折 F 。

定义 3.6 约化流(3.17)和(3.18)各自的普通折点 p F 满足横截性条件(标准的转换条件)

 1 0v wadj D f D f g   . (3.19)

沿着 F 的     2 , ,0 , 0
vv

l D f w v r r    的条件意味着在  det vD f 以 F 为界的临界流形 S

的相邻子集(分支)上有不同的符号。因此，在普通折点 p F 的邻域内，流的方向是朝向或

远离折 F 。约化的问题的解将在有限的(向前或向后)时间到达折F ，这儿它们不再存在。

我们可以绕过约化问题的奇异性沿着折线 F 的问题通过引入新的时间 1 定义

  1det vd D f d   ,(这是一个与空间相关的时间缩放，因此需要微分形式),分别在系统

(3.17)和(3.18)中重尺度化时间，这就给出了去奇异化问题

   1 11
,0v wv adj D f D f g v   (3.20)

和

   
   

2 1

1 2 11

det ,..., , ,0 , 2,...

,..., , ,0
j v j k

v w k

w D f g w w v j k

v adj D f D f g w w v

   

  




(3.21)

这里上点表示 1/d d 。从重新调整时间可以看出，在(3.20)和(3.21)中流的方向必须在分

支上反转，这里  det 0vD f  得到对应的(3.17)和(3.18)的约化流。否则，(3.18)和(3.21)的流，

(3.17)和(3.20)流分别是等价的。很明显，(3.20)和(3.21)的去奇异化问题分析是更可取的。

3.2.3 折奇异点和奇异鸭解

我们的目的是分别理解约化问题(3.17)和(3.18)的性质，基于去奇异化问题(3.20)和(3.21)的性

质。记住这一点，我们定义如下:
定义 3.7 我们区分了去奇异化问题(3.20)和(3.21)的两种可能的奇异点类型，分别是:



一般奇异点，它被定义通过 0g  。

折奇异点，它能被定义通过

   1det 0, 0v v wD f adj D f D f g    , (3.22)

一般奇异点分别对应到约化问题(3.17)和(3.18)的平衡点。一般地，它们的位置远离折 F ，

 det 0vD f  ，并且它们是孤立的奇异点。换句话说，这些奇点对应于约化系统和去奇异

化系统的平衡点。

折奇异点位于折 F 上， 1k  和 2k  两种情况有一个至关重要的区别并且我们将分别研

究这两种情况。

3.2.3.1 1k  的情形

回忆下备注 3.7，标量  1 0v wadj D f D f  。因此，折奇异性条件(3.22)只能满足 0g  。

这个折奇异点一般是去奇异化问题(3.20)的双曲平衡点，但它不对应于约化问题(3.17)的平衡

点。事实上，约化问题在折奇异点处具有有限的非零速度(由于一个简单的零被消去了)。这

允许约化问题的解穿过(向前或向后的时间)从 S的一个分支通过折 F 到 S的另一个分支。

定义 3.8 给出一个具有(局部)折临界流形 S的奇摄动系统(3.2)， /= a s rS S F S  这里 aS 表

示吸引分支并且 /s rS 表示排斥分支( 1m  的情况)和鞍型分支( 2m  ).一个约化问题(3.17)的

轨迹能够在有限时间内通过一个折奇异点从临界流形的 aS 分支穿越到 /s rS 分支，这个轨迹

称为奇异鸭解。

例 3.2 FitzHugh-Nagumo (FHN)模型[20,45]是一类基于电导的动作电位生成的定性(无量纲)
描述，Hodgkin-Huxley 型模型[30]，给出由：

   
     

,

,

w g w v v cw

v f w v v v a b v w I

    

      
, (3.23)

这里我们假设 0b a  .对 0I  ,这个系统或许有一个、两个或者三个平衡点，这取决于

 , ,a b c . 我们限制参数集到  24 / 0a b c   ，它将确保仅有一个平衡点。注意，对充分

小的 0c  ，系统(3.23)仅有一个平衡点对任何 I 。
系统(3.23)的临界流行 S 不是法相双曲的因为  23 2vf v a b v ab     等于零，得到

 2 2 / 3.v a b a ab b      在 这 些 值 处 ，   2 22 0vvf v a ab a     . 此 外

1 0wf    ，这表明 FHN 模型具有三次型临界流形 =
a arS S F S F S       ，外吸引

分支
a
S 

，中排斥分支 rS ；看图 3.2a.

临界流行被给出用曲线图      w h v v v a b v I     . 因此，我们将约化问题投影到单

坐标图 v R 上，

        23 2v a b v ab v v c v v a b v I           . (3.24)

对应的去奇异化问题被给出用

     v v c v v a b v I      (3.25)

为了得到相应的约化流，我们必须将 rS 上的去奇异化流逆向。否则，去奇异化流和约化流

是等价的。存在参数值 = fI I 使得(3.25)的右手侧评估在 =v v消失。这些特殊的参数值定义

了约化问题(3.24)的折奇异点。图 3.2a,b 显示了 = fI I 的情况这里折奇异点存在于下折 F 
，



我们观察到一种奇异鸭解从 aS

到 rS 。

这使我们能够构建一个完整的奇异极限环族称为奇异鸭解环，它是由包括鸭解段的慢轨

迹片段(灰色段，一个箭头)和快纤维(黑色段，两个箭头)连续连接形成的。我们区分了两种

类型的鸭解环，即无头鸭解和有头鸭解[2,62]。两者都在图 3.2a:无头鸭解是由一个奇异鸭解

段从 aS

到 rS (灰色)和连接 rS 和

+
aS (黑色)快纤维段连续拼接而成。明显地，从任何 rS 的基

点沿快速纤维段往回跳发生。这给了无头鸭解族。

类似地，有头鸭解是奇异鸭解段的一个连续的连接从 aS

到 rS (灰色)，一个快纤维段的

连接从 rS 和
+
aS (黑色)， +

aS 的一个慢片段连接到上折 F  (灰色)，最终，快纤维段连接了 F 

到 aS
 (黑色)。再一次，沿着快纤维段向上跳跃，从 rS 作用的任何基点。我们得到了一整个

有头鸭解族。所有这些奇异鸭解环都有  1O 振幅和频率在慢时间尺度上。鸭解环的边界是

一个奇异的张弛环，一个连续的连接从 aS

上的慢片段连接 F  (灰色)，一个快纤维段 F 

到

aS
 (黑色)，一个 aS


慢片段连接 F  (灰色)，最终，一个快纤维片段连接 F 

到 aS
 (黑色)。

图 3.2 FitzHugh-Nagumo (FHN) 模(3.23), 3, 3, 4 /15, 8 /100a b c      : (a) 奇异鸭解

环和张弛振荡环对 7 / 4fI I    得到的，通过慢轨迹片段(灰色)和快纤维(黑色)连续的连

接：(b) 对应的约化流投影到坐标图 v R 表示奇异鸭解从 aS

到 rS 的交叉；(c) 分岔图包括

奇异次临界 Hopf 分岔(HB)在 1.632HI I   ，鸭解环分岔和张弛振荡环及极限环的鞍结

分岔在 1.653CI I   。

3.2.3.2 2k  的情形

这里,折奇异条件(3.22)可以实现对 0g  。这种一般的折奇异点不对应到约化问题(3.18)的平

衡点。这些折奇异点的集合，记作 fM ，在折点 F 的 k-1 维集合中形成一个余维一的子流行。

备注 3.8 2k  的情形，集合 fM 由孤立的折奇异点组成。这让相关的几何对象如下描述简

单，甚至微不足道。读者应该记住这一点，因为在本节和第 3.2.4.2 节中，我们没有区分 2k 
和 2k  。

一般地，集合 fM 被看做是去奇异化系统(3.21)的平衡点集合，它有(k-2)个零特征值和两个



非零实部的特征值 1/2 。因此对 3k  ， fM 表示系统(3.21)的平衡点的法相双曲。折奇异点

的分类是基于这两个非零特征值 1/2 并且遵循二维向量场奇异点的规律。

定义 3.9. 一般折奇异点的分类(3.22):

—在 1/2 是实数的情况下，我们定理特征比率通过

1 2: /  

这里我们假设不失一般性 1 2  。对应的奇异点或者是折鞍点如果 0  ，或者是一个折

结点如果0 1  。

—在 1/2 是复共轭且 1/2Re 0  ，则对应的奇异点是折焦点。

对于一般折奇异点，在约化问题(3.18)中，最后一个方程两边对应奇点的代数多重性是相同

的(即 1)。在折鞍型或折结点的情况下，这会导致约化流以非零但有限的速度经过折奇点。

因此，折鞍点和折结点创造了通过这种折奇异点将约化流穿过临界流形 S的不同分支(通常

是双曲的)的可能性。这是具有两个或多个慢变量的系统中奇异鸭解的特征。奇异鸭解的定

义 3.8 在这里也适用。为了方便起见，我们在此重申:
定义 3.10 给出一个具有折临界流形 S的奇摄动系统(3.2)， /= a s rS S F S  这里 aS 表示吸

引分支并且 /s rS 表示排斥分支( 1m  的情况)和鞍型分支( 2m  ).一个约化问题(3.18)的轨迹

能够在有限时间内通过一个折奇异点从临界流形的 aS 分支穿越到 /s rS 分支，这个轨迹称为

奇异鸭解。

备注 3.9 在折焦点的情况没有奇异鸭解。在折焦点处仅仅流的方向改变沿着折 F 。所有从

折焦点附近开始的解在有限的向前或向后时间内到达折点的集合 / fF M ，在该集合中由于

有限时间的爆破而终止。

在折鞍点的情形， 0  ，存在一个(k-1)维中心稳定流行 csW 和(k-1)维中心不稳定流行 cuW 沿

着(k-2)维法相双曲流行 =c cs cu fW W W M  。 csW 和 cuW 两者都是唯一的叶状结构通过一维

快纤维 sW 和 uW 在基于 fM 上，这里快纤维分别是切于对应的折奇异点 f fp M 的稳定和

不稳定特征向量，即对应的基点。

回想一下，约化流是通过改变 /s rS 上流的方向从去奇异流中获得的。因此，开始在稳定

纤维 s cs aW W S  的轨迹接近 fM 在有限的时间内并且交切到 fM 上对应折奇异点的稳定

特征向量到不稳定特征向量 /cu r sW S 。这些是折鞍型奇异鸭解。

从 aS (接近 F )开始的约化流的所有其他轨迹在有限的前向或后向时间中或者抵达折点

集 / fF M ，由于有限的时间爆破而停止存在，或者根本没有达到 / fF M 的集合。图 3.3 展

示了 2k  折鞍点的情况。



图 3.3 一类折鞍奇异点：(a)去奇异化流;(b)对应的约化流;(c)临界流行 S上的约化流.有两类

奇异鸭解穿过折奇异点(黑点)的折 F ，一类是从 aS 到 rS ，另一类是从 rS 到 aS 。阴影部分

表示 aS 上解的范围将在向前的时间内到达折 F 。

备注 3.10 开始在不稳定纤维 /u cu r sW W S  的轨迹在有限时间内靠近 fM 并且交切与对

应的的折奇异点的不稳定特征向量，折奇异点在 fM 到稳定分支 cs aW S 。这样的解被称

作奇异伪鸭解。

在折结点的情况 0  ，假设 1/2 0  都是负的，整个的相空间 S 等价到 csW 。我们定

义 ss csW S 作为唯一的快纤维的(k-1)维子集对应到强稳定特征向量沿着基 fM 张成的空

间。再次，从去奇异化流中通过改变 rS 上流的方向得到约化流。

定义 3.11 集合 ssW 和折点 F 的(k-1)维集合围成的在 aS 上的部分被称作奇异鸭解，具有的性

质是开始在奇异漏斗的每条轨迹在有限的时间抵达折结奇异点集合 fM 并且随后穿过集合

F 横截到其他的分支 /r sS ，在切于对应的 fM 上折结奇异点的弱稳定特征向量的方向。

因此，在奇异漏斗内的每条轨迹都是奇异鸭解。开始在有界集 ss aW S 的轨迹也在有

限的时间内到达集合 fM ，但交切于对应的折结奇异点的强稳定特征向量(根据定义)。从

aS (接近 F )开始的约化流的所有轨迹都在有限的向前或向后的时间内到达了折点集 fM ，

它们将停止存在由于有限时间的爆破。

备注 3.11 在折结点的情形 0  且 1/2 0  ，我们面对的是整个的伪鸭解族。

3.2.4 最大鸭解

接下来，我们关注的是作为整个系统(3.1)的鸭解的奇异鸭解的持久性。我们首先为 0  提



供鸭解的几何定义。回想一下，分支 aS 和 /r sS 通常是双曲的远离折 F 。因此，Fenichel 理

论意味着不变慢流形 ,aS  的存在(非唯一但指数靠近)和 / ,r sS  远离 F。分别为流行 ,aS  和 / ,r sS 

的每一个都固定一个表达。

定义 3.12 最大鸭解对应于流形 ,aS  和 / ,r sS  的交点。由(3.1)的流延伸到集合 fM F 的邻域

这样的最大鸭解定义了附近的一个指数逼近最大鸭解的鸭解族，即(3.1)的解族，跟随一个慢

流的吸引分支 ,aS  朝着集合 fM F 的邻域，穿过 fM F 然后跟随，令人惊讶的是，一

个排斥/鞍型慢流行分支 / ,r sS  有相当长一段时间内的慢时间。鸭解族的存在是 ,aS  和 / ,r sS 

非唯一性的结果。然而，在奇异极限 0  中，这样的鸭解族是由一个独特的奇异鸭解来

表示的。

备注 3.12 使用集合奇异摄动理论理解折奇异点集合附近的局部动力学的关键是爆破方法。

“爆破”去奇异退化奇点，如折奇异点集或折本身。利用该方法，可以获得足够的爆破轨迹

B的双曲性，从而应用动力学系统理论中的标准工具。有关爆破技术及其在奇异摄动系统

中的应用的详细描述，请感兴趣的读者参阅[15, 39, 40, 57, 58, 61, 63]。
备注 3.13 一个折临界流形 S意味着 m 维层问题的一个零特征值。因此在系统(3.1)中，在折

F 附近存在局部不变流形 csW (中心稳定)和 cuW (中心不稳定)，其中 cu csW W 扩张成整个相

空间， c cu csW W W  对应于(k+1)维中心流形.将系统(3.1)的中心流行降维到这个 k+1 维子空

间 cW 上可以捕捉到折 F 附近的局部动力学。注意，约化问题(3.17)和(3.18)通过在雅可比矩

阵 vD f 零特征值对应的零向量  1vl adj D f 上的投影，各自反映了(在线性水平上)已经存

在的中心流形降维。在下面的文章中，我们将给出基于这种简化的结果。有关详情，请感兴

趣的读者参阅，如[6,63,65]。

3.2.4.1 1k  的情形：奇异 Hopf 分岔和鸭爆炸

回想一下 FHN 模型，一个折奇异点和相关的奇异鸭解只存在于一个特定的参数值 fI I 。

在 1k  的情况下，这表明一个折奇异点是退化的，即余维一现象。此外，折奇异点的条件

与平衡点的条件 0g  一致。这表明在 I 的变化下，整个系统的平衡态出现了分岔。这在平

面快慢系统中很容易被看到

 
 

,

, ,

w g w v

v f w v I

 

 
. (3.26)

雅可比矩阵和它的迹被给出通过

 ,vtrJ f g w v  ，  det v w w vJ f g f g  . (3.27)

接近折 F ，由 0f g  定义的平衡点分岔发生对 0 1  当 0trJ  . 这意味着

 v wf g O    并且在奇异极限，这给了一个折的条件 0vf  . 奇异鸭解的存在性被给

出如果去奇异化问题(3.20)的平衡点 0g  是稳定的. 这意味着 0w vf g  在 0g  处，因此

 det 0J O   。因此，我们期望在 HI I 时出现一个奇异的 Andronov-Hopf分岔，产生

了带有非零阶O  频率的小O  振幅极限环[39]。因此，Andronov-Hopf 分岔的奇异性质

在振幅和频率都有编码。图 3.2c 展示了奇异的次 Andronov-Hopf 分岔的例子。

注意在图 3.2c 中，Andronov-Hopf分岔的分支突然显著的改变在 cI I 。这个几乎垂直

的分支标志着鸭解环在分岔参数 I 的指数小参数区间内展开。这通常被称为鸭爆炸

[2,15,39]。
以下总结了这些观察结果:



理论 3.5([39]). 给出平面快慢系统

 
 

,

, ,

w g w v

v f w v I

 

 
, (3.28)

具有(局部)折临界流行 a rS S F S   .假设存在一个折奇异点在 fI I ，这也允许奇异鸭

解的存在。则奇异的 Andronov-Hopf 分岔和鸭爆炸出现在：

 3/2
1H fI I H O    , (3.29)

   3/2
1 1c fI I H K O     . (3.30)

系数 1H 和 1K 能被明确的计算得到，因此，Andronov-Hopf分岔的类型(超临界或者次临界).

在奇异极限下，我们有 H c fI I I  。根据定义，我们将最大鸭解与鸭爆炸联系起来。在图

3.2a,这个最大鸭解被表示用奇异鸭解，它沿着中间分支 rS 朝着右上方的上折 F 
移动。它描

绘了跳回鸭解形成小振幅鸭解环-无头鸭解和跳离鸭解形成的大振幅鸭解环-有头鸭解。

在图 3.2c 中，鸭解环的分支随后连接到具有大振幅且稳定的张弛振荡环路的分支。注

意，也有一个鸭解环的鞍结点极限环分岔，鸭解环的稳定性变化。由于鸭解对参数变化具有

指数级的敏感性，因此很难探测到。事实上，这使得鸭解环相当特殊。

3.2.4.2 2k  的情形：折鞍型和折结型鸭解

这儿，折奇异点是普适的。即它们在小参数变动下保持。这使得这些鸭解具有鲁棒性，也就

是说它们对奇摄动系统动力学的影响是可以观察到的。在下面，我们提出了鸭解的持久性结

果。

定理 3.6 ([57,63]). 在奇异摄动系统(3.1)的折鞍型的情况( 0  ),奇异鸭解的(k-1)维集合 csW
摄动到一个最大鸭解的(k-1)维集合，对充分小的 1  .

因此，在折鞍型的情况下，奇异鸭解和最大鸭解是一一对应的。注意，这些鸭解对解形成了

一个分界集，要么在局部靠近集合 fM 的地方到达折 F ，要么不在。这组可折鞍型的分界

集将在神经兴奋性分析中发挥重要作用(见 3.3 节)。
定理 3.7 ([6,57,61,63]) 在奇异摄动系统(3.1)的折结型的情况(0 1  ),我们有下面的结果：

(i) 奇异强鸭解的(k-1)维集合 ssW 摄动到一个最大强鸭解的(k-1)维集对充分小的 1  ，被称

作主要的强鸭解；

(ii) 如果1/ N  ，则奇异弱鸭解的(k-1)维集合 ssW 摄动到一个最大弱鸭解的(k-1)维集对充

分小的 1  ，被称作主要的弱鸭解；

(iii)如果
12 1 2 3l l     ,且 1 2 2l    ，则存在 l个最大鸭解的附加集，所有的(k-1)

维，称作次鸭解对充分小的 1  .这些次鸭解的 l个集合以
  1 /2O  

接近主要强鸭解集

合在一个  1O 的距离到折线 F 。

注意与折鞍型情形的区别。在折结型的情况，仅有有限多个最大鸭解保持在小参数

0 1  在奇异极限 0  给出的奇异鸭解的连续区间外。此外，这些最大鸭解创造了一

些反直观的不变流形 ,aS  和 / ,r sS  的几何性质在折奇异集合 fM 附近。特别地，主弱鸭解的

(k-1)维集合形成了局部的“旋转轴”为 k 维集合 ,aS  和 / ,r sS  ，因而还为主强鸭解集合和次

鸭解；由[61]可知， 2k  的情形。这些旋转发生在折 F 的一个  O  邻域。最大鸭解的

旋转性质被总结在下面的结果中：



(i) 主强鸭解的集扭转一次围绕主弱鸭解集在折 F 的一个  O  邻域，

(ii) 次鸭解的第 j次集，1 j l  ，围绕主弱鸭解集扭转 2 1j  次在折 F 的一个  O  邻

域，

这里一次扭转对应到一半旋转。因此每一个最大鸭解集有不同的旋转数。

(iii) 几何上的结果是，在 aS 中折结点 fM 集合的漏斗区域被次鸭解分割成 1l  个子区域

, 1,..., 1jI j l  ，具有不同的旋转性质。 1I 是限制在主强鸭解和第一个次鸭解的子区域， 2I
是限制在第一个和第二个次鸭解的子区域， lI 是限制在第 1l  个和第 1l  个次鸭解的子区

域，最后， 1lI  以第 l个次鸭解和折点 F 集为边界。在 ,1 1jI j l   内部具有初始条件的

轨迹，做了  2 1/ 2j  次扭转围绕主弱鸭解集，同时在 1lI  内部具有初始条件的轨迹，至少

做了  2 1 1/ 2l     扭转围绕主弱鸭解集.所有的这些解都必须遵循这个由流行
,a

S

和

/ ,r s
S


创造的漏斗。解离开在折 F 的一个  O  邻域漏斗后，它们流行

/ ,r s
S


所排斥，并

将接近系统(3.1)的快纤维。因此，折结型鸭解在相空间中对于折临界流形附近的不同旋转特

性形成了不同的分界集合。鸭解引起的混合模式振荡(MMOs)是一个突出的复杂节奏的例子，

可以追溯到折结奇异点。我们建议感兴趣的读者参考[5,6,10,43,61]。

3.3 兴奋性系统

兴奋性的概念最初是为了理解神经元的放电行为而引入的尝试。神经动作电位是通过神经系

统传递信息的。大多数神经元是易兴奋的，也就是说，它们通常是静息的，但可以激发动作

电位，或在对某种刺激的响应中产生一种放电模式。虽然动作电位产生本身的生物物理基础

已经建立，但单个神经元的编码特性却不太为人所知。对于神经元计算特性的问题，Hodgkin
[29]给出了第一个答案。他通过对不同振幅电流注入步骤的不同反应，识别出三种可兴奋轴

突的基本类型(类)。

I 型(I 类)轴突能够对注入电流阶跃的输入强度进行积分，即对应的频率-电流(f-I)曲线是连续

的。

II 型(II 类)轴突的 f-I曲线是不连续的，因为它们无法获得保持在某一频率以下的尖锋 。II 型
神经元的频带非常有限，因此对注入电流的强度相对不敏感。II 型神经元似乎与一个首选的

频率输入产生共振。

III 型(III 类)轴突在注入电流步骤开始时只会触发一个或几个动作电位，但无法触发 I 型和 II
型神经元等重复动作电位(除了极强的注入电流)。类型 III 神经元能够分化，即能够对刺激中

发生的“变化”进行编码。这种相位发放(相对于单锋或重复性发放)将这些 III 型神经元识别为

斜坡探测器。显然，f-I 曲线对 III 型神经元没有定义。

Rinzel 和 Ermentrout[52]开创了一个基于分岔理论的数学框架，用来区分类型 I 和类型 II
神经元模型。在 3.3.1 节中，我们将简要回顾这一方法，但有一点变化。我们将强调在许多

神经元模型中发现的固有的多重时间尺度结构，并将几何奇异摄动理论与分岔理论相结合来

定义不同类型的兴奋性。

在 3.3.2 节中，我们将更进一步，提出更多关于兴奋性的一般性问题。特别是，我们希

望关注(当前)步骤协议之外的动态输入(通常应用于实验室设置)。例如，突触产生兴奋或抑

制输入，这些突触输入可能被激活(各自灭活的)快的或慢的。我们将对足够平滑的动态输入

进行建模，并将这些输入应用于 3.3.1 节中介绍的二维快慢兴奋性系统。理解兴奋性的几何

关键将是识别阈值流形 (即分离 )。这在很大程度上是本着 FitzHugh 关于兴奋性的研究

[18-20](参见 Izhikevich[31]，第 7 章)，但是它将 FitzHugh 的想法扩展到了动态的、非自治的

情况。
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