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确定神经元对类似于现实刺激的波动类噪声输入的响应特性对于理解神经元编码是必不可

少的。本研究通过提供由白高斯噪声电流驱动的Morris-Lecar神经模型的随机动态系统分析

来解决该问题。根据参数选择，确定性Morris-Lecar模型可以被认为是广泛遇到的神经元膜

类别的规范原型，称为 I类和 II类膜。从可兴奋到振荡区域的过渡都与不同的分岔情景有关。

这项工作考察了随机扰动如何影响这两个分岔情景。首先在数值上表明，由高斯白噪声电流

驱动的Morris-Lecar模型往往在相空间中具有独特的静态分布。数值评估还揭示了确定性系

统分岔附近的这种分布的定量和定性变化。然而，尽管有这些变化，我们的数值模拟表明系

统的 Lyapunov指数在这些参数区域仍然是负的，表明没有动态随机分岔发生。此外，无论

确定性系统的渐近动力学，我们的数值模拟证实了，随机Morris-Lecar模型在一个独特的平

稳随机过程中稳定。在随机动力系统理论方面，我们的分析表明，增加的噪声破坏了上述分

岔序列，这些分岔序列是Morris-Lecar模型中 I类和 II类机制的特征。根据神经元编码对该

结果的解释是，尽管 I类和 II类膜的确定性动力学存在差异，但它们对类噪声刺激的响应呈

现出可信的特征。© 2004美国物理学会。

[DOI: 10.1063/1.1756118]

理解神经系统中信息编码的一个基本问题是神经元可信性。正如Movshon1所指出的，对体

内相同刺激的神经反应不时地不可信。传递给神经元的相同刺激从未在重复试验中引起精

确反应。最近，在实验和计算神经科学研究中，已经对神经变异性及其对信号处理的重要

性进行了最深入的研究。然而，从理论和分析的角度来看，几乎没有进行过。从随机动力

系统理论的角度来看，我们针对一个简单但逼真的神经模型Morris-Lecar（ML）方程解决

了这个问题。 ML模型中响应特征的定性差异产生两个分岔情景。我们发现增加的随机扰

动完全破坏了分岔情景。换句话说，类噪声刺激不会引起任何随机动力分岔。此外，我们

发现由类噪声刺激引起的ML模型具有渐近稳定的随机吸引子。这意味着如果 ML模型在

不同的状态点处启动并且重复地呈现相同的类噪声输入，则在瞬时之后将引发相同的响应。

从这个意义上说，这种类似噪声的输入引起的 ML模型响应是可信的。这些结果应有助于

阐明实际神经系统中的神经编码。

I. 介绍
神经元通过产生短暂电脉冲序列（称为动作电位）来响应刺激。动作电位的形式变化不

大，因此关于刺激的信息不能通过它们的形状容易地传达。相反，这些放电的时间是依赖于

刺激的，因此阐明神经元编码主要包括确定某些刺激与其引起的放电序列之间的关系。该研

究通过分析经典膜模型（即 Morris-Lecar（ML）模型）对白高斯噪声电流刺激的响应来解

决这个问题，该高斯噪声电流刺激被认为是体内一些神经元输入的真实模型。



神经元对周期性刺激（如正弦电流）以及周期性脉冲序列的反应已经得到了广泛的研究。

这些刺激表明这种刺激引起了不同的发放模式，即相位同步，拟周期或混沌。从动力系统的

几何理论的角度出发，大量的理论分析致力于表征这些行为，并通过系统的分岔分析确定它

们的发生条件（例如，参考文献 7,8和其中的参考文献）。

在这项研究中，我们关注神经元对不同形式的刺激的反应，即白高斯噪声电流。 高斯

电流刺激已经用于体外实验，其试图再现神经元对真实刺激的响应。实际上，中枢神经系统

中的一些神经元（例如新皮质细胞）接收的输入可以通过高度波动的非周期性信号（例如高

斯过程的取样途径）很好地近似。

在一项具有开创性的研究中，Bryant和 Segundo观察到，这种刺激会引起可信的放电时

间，从这个意义上说，当神经元以相同的高斯取样途径反复受到刺激时，从一个试验到另一

个试验的动作电位时间变化很小。Bryant和 Segundo利用海蛞蝓海兔的神经元进行了他们的

实验。从那时起，他们的观察一直在各种各样的制剂中重复出现，例如受高斯机械刺激的大

鼠肌肉纺锤、大鼠新皮层神经元、海兔颊部起搏细胞以及受非周期波动光刺激的昆虫和脊椎

动物视觉系统的各个阶段。

在这项研究中，我们对白高斯噪声电流的响应进行了神经行为的数值分析。如上所述，

动力系统理论的几何方法在阐明神经元对周期性刺激的反应方面非常成功。在这里，我们使

用一种不同的方法，基于随机动力系统（RDS）理论。高斯噪声强迫系统的随机动力学可能

与它们的确定性对应物有很大不同。这种差异的高度说明性的例子是各种分岔的破坏，例如

标量系统中的叉形分岔和随机 Brusselator中的增加的高斯白噪声的 Hopf分岔，或者嘈杂的

Kramer振荡器中的随机混沌的开始。

以往的随机动力学系统应用于神经元模型的研究也表明，神经元模型对白高斯噪声的响

应可以表现为多种形式，例如，主动旋转和 Hodgkin-Huxley 模型不存在动态随机分岔，相

反，fitzugh-nagumo可以转换为随机混沌的状态。

这项工作与ML模型的随机动力学有关。这个模型最初是用来解释藤壶肌肉纤维的电活

动的，从那时起，它就成为一个典型的神经元模型，因为对于不同的参数状态，它显示了两

种重要的神经元行为形式。从动力学系统几何理论的观点来看，这些形式对应于稳定平衡点

和稳定极限环之间的两种不同的分岔情形。在第一种情况下，极限环是通过鞍形结点分界线

环分岔出现的，而在第二种情况下，是通过双重极限环分岔，然后是亚临界 Hopf分岔。本

文的主要目的是分析随机扰动对这两种情况的影响。事实上，我们的研究表明，增加的噪声

破坏了随机分岔理论意义上的两个分岔序列。然而，我们也表明，与随机ML模型相关的平

稳随机过程的特性既取决于噪声强度，也取决于确定性系统的行为。

本文的结构如下：第Ⅱ节，我们介绍确定性ML模型并回顾它显示的两种类型的行为。

在第Ⅲ节，描述了随机ML模型。在第Ⅳ节，解释了随机方法，并给出了数值结果。在第Ⅴ

节，解决了 RDS方法。在第Ⅵ节，提供了 RDS方法的数值结果。在第Ⅶ节，我们最后讨论

了我们的结果。

II. 决定性的MORRIS-LECAR模型
本节首先介绍了ML模型，然后回顾了该模型在两个不同参数组中的动力学，这两个参

数组再现了 I类和 II类神经元膜的行为。Rinzel和 Ermentrout首先描述了这些，我们的介绍

与他们的非常接近。

A. Morris–Lecar 模型

ML模型是藤壶肌纤维的数学模型，属于电导型膜模型的大家族，其中 Hodgkin–Huxley
模型是一个著名的原型。ML方程表示一个等效于细胞膜的电路，由三种不同的跨膜电流纵

横交错，分别称为电压门控
2Ca 电流、电压门控延迟整流

K 电流和泄漏电流。图 1显示
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了藤壶肌纤维肌膜的一个空间钳夹片的等效电路。

原始ML模型是 Hodgkin–Huxley形式的三阶非线性系统，其变量代表电压和
2Ca 和

K 激活。利用第二个变量比第三个变量快得多的事实，Morris和 Lecar通过假设
2Ca 激活

瞬间达到其稳态值而将原始模型简化为二维系统。我们的研究关注的是这个简化的版本，该

模型在文献中被广泛称为ML模型。ML模型由以下二阶系统表示：
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式（1a）右侧的三项依次表示电压门控
2Ca 电流、电压门控延迟整流

K 电流和泄露电流。

式（1）中，变量 tv 和 tw 代表膜电压和延迟整流
K 电流的激活。参数 Cag 、 Kg 和 Lg 是与

三种跨膜电流相关的最大电导， CaV 、 KV 和 LV 是相应的反电势。输入电流用 I 表示。最后

等式（1b）中的常数Φ决定了
K 通道打开速率的比值。

图 1.一小块被空间钳夹住的藤壶肌膜的等效电路。膜电流可分为四个通路：一个是电容性的，三个是与相



关的反转电位串联的导电通路，如电池。

本研究中使用的两个参数集与 Rinzel 和 Ermentrout 所描述的相同。附录中列出了它们

的值。选择这两个参数集的理由将在下一节中解释，该节还描述了这些参数值的确定性ML
模型的动态性。

B. I类和 II类膜

在这里，我们简要解释一下我们在本文中提到的 I类和 II类兴奋性。神经元膜产生短暂

的电脉冲，称为动作电位或尖峰。粗略地说，膜可以是可兴奋的或振荡的。在前者中，膜电

位稳定在静止状态，而在后者中，由于动作电位的周期性产生，它经历周期性振荡。如果由

足够强的输入（例如足够大的电流脉冲）刺激，则可兴奋的膜也可以产生动作电位。在这种

情况下，将刺激开始与动作电位开始分开的时间间隔称为尖峰延迟。它代表刺激和膜反应之

间的延迟。

通过改变实验条件，可兴奋的膜可以转变为振荡膜，反之亦然。 例如，在一些实验制

剂中，可兴奋的膜，即稳定在恒定静息电位的膜，可以通过注入经过良好调节的恒定直流电

流而被兴奋，从而被迫周期性地产生动作电位。

将膜分离成 I类和 II类是基于可兴奋和振荡方式的现象学描述，以及两者之间的过渡。

在对青蟹的孤立轴突对矩形电流刺激的各种振幅的响应的系统研究中，Hodgkin发现一些振

荡轴突可以以任意低的响应频率发放，而其他振荡的轴突则不能。后一类的放电频率轴突位

于一个狭窄的范围内，明显不同于零。此外，第一个轴突可能显示出相当大的尖峰延迟，而

在第二个轴突中，刺激和响应之间的时间延迟并不大。Hodgkin称第一类膜为 I类，第二类

为 II类。Hodgkin的结果与其他制剂中获得的结果基本一致，例如黄道蟹轴突以及青蛙和鱿

鱼的脱钙神经。因此，Hodgkin的分类被认为是多种神经元行为的代表。

与实验制剂一样，理论神经科学中常用的 Hodgkin–Huxley型单神经元模型也可分为 I
类或 II 类。Rinzel和 Ermentrout 根据数学模型的相图和分岔图对这些膜类进行了解释，由

于他们使用ML模型进行了分析，该模型已成为研究每类膜特性的典型系统。为了实现自包

容，本文简要分析了一类和二类情形下的ML模型，并给出了相应的分岔图。

1. I类

图 2.（A） I类ML模型的分岔图。粗曲线代表稳定的解决方案，细曲线代表不稳定的解决方案。对于临

界电流
240 cmAμIc  发生重复发放，其中稳定的静止状态和鞍点合并。标记为“osc”的分枝分别表示

每个周期解中 v的最大值和最小值。横坐标：刺激电流强度 )( 2cmAμI ，纵坐标：膜电压 v(mV).（B）



稳定周期解与 I的频率随着电流强度的增加，频率在临界电流时从零频率单调增加

图 2（A）是具有 I类参数集的ML模型的分岔图。图 2（A）中表示稳态电压 v与 I 的

线，以及周期解的最大电压和最小电压。对于
240 cmAμII c  ，有三个平衡点，下面一

个是稳定结点，中间一个是鞍点，上面一个是不稳定焦点。对于 cII  ，只有不稳定点在稳

定极限环的包围下存在。在 cII  ，稳定结点、鞍点和极限环碰撞形成鞍点环，也称为不变

环上的鞍点。

上述分岔情况表明，向重复发放的过渡是以任意低频为标志的。也就是说，通过输入电

流(FI)的连续响应频率，可以观察到 I类膜。如图 2(B)所示，曲线显示了任意低频产生的振

荡。.此极限环近似为恒定振幅，但周期取决于输入电流 I 的振幅。因此，FI 曲线表明，I

类电池可以产生大范围的发放频率，并且当 cII  时，极限环具有无限的周期。

在可兴奋的状态中，鞍点的稳定流形充当发放阈值。根据它们的强度，稳定平衡点的电

脉冲扰动可以使系统位于该流形的任一侧。 与稳定平衡位于同一侧的那些产生阈下响应。

其他引起放电，即系统沿着鞍点和稳定平衡点之间的较长的异宿连接返回到稳定平衡点。有

一个关键的扰动会使系统正好在鞍点的稳定流形上。这称为阈值扰动：对于这个精确值，系

统不会返回稳定平衡，而是收敛到鞍点。扰动幅度越接近该值，系统返回平衡点所需的时间

越长。这种现象解释了长的尖峰延迟时间，以及它们对扰动幅度的依赖性。

2. II类
具有 II类参数集的ML模型的分岔方案与上面描述的方案有很大不同[图 3（a）]。在这

种情况下，系统对 I 的所有值都具有唯一的平衡点。对于
286.93 cmAμII H  ，该平衡

点是稳定的，超过该点是不稳定的。稳定性的失去是通过亚临界 Hopf分岔发生的。从这个

分岔处出现的不稳定周期解的分枝扩大到 I 的较低值，直到
229.88 cmAμIDC  ，在那里

它们在一个双周期分岔处与一个分枝碰撞一个稳定周期解。后者适用于 DCII  ，直到

29.216 cmAμ 。图中显示，系统在 DCII  的唯一平衡点处稳定，而除 HII  的不稳定平

衡外，所有初始条件的轨迹在极限环处稳定。在这两个值之间，即 HDC III  ，稳定平衡

和极限环共存，不稳定极限环分离各自的吸引盆地。二类ML 模型的分岔情形说明了具有非

零频率振荡的不连续 FI曲线。如图 3（b）所示，响应频率范围很窄，很大程度上与电流 I
无关。



图 3.（A）II类ML模型的分岔图。系统在此处显示的参数区域中具有 I 的所有值的唯一平衡点。粗曲线

代表 )(86.93 2cmAμII H  的稳定平衡点，细曲线代表不稳定曲线。稳定周期解的幅度（标记为

“osc”）由 )(29.88 2cmAμII DC  的一个周期的 v的最大值和最小值表示。周期解的稳定性也显示

为填充（稳定）以及未填充（不稳定）环。横坐标：刺激电流强度 )( 2cmAμI ，或者：膜电压 )(mVv 。

（B）稳定周期解的频率与 I 。频率在周期解的 I 参数范围内是单调的，并且最小发放频率具有非零值。

I类和 II类ML 模型的兴奋状态也不同，后者没有出现峰值的真正阈值。在这种情况下，

ML模型的响应不是“全部”或“没有”现象。当脉冲刺激诱发尖峰时，尖峰的振幅可取决于脉

冲刺激的大小。与 I类膜相比，峰值延迟对阈上刺激的大小不太敏感，峰值延迟时间仍有限

制。

III. 随机Morris-Lecar模型
本文的目的是分析波动噪声类扰动对ML模型 I类和 II类状态的影响。这种扰动由加在

薄膜电压上的高斯白噪声电流表示。受到这种刺激的ML模型的动力学由以下随机微分方程

（SDES）描述：
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其中 I 是外部电流，σ是噪声强度。在这里， tW 代表标准的Wiener过程。更准确地说，设

Ω是连续函数的空间 RRω : ，F 是Ω的子集的 Borel σ -代数，而 P是Wiener测度（W

的分布）在 F 上。因此，三元组（Ω，F ， P）像往常一样被称为概率空间。我们用 tW

表示每个ω的给定取样途径，并写入    tωWW tt 0)( 。

可以从不同的角度对噪声扰动的动力系统进行分析。在这里，我们描述其中两个。为了

避免歧义，我们将第一个称为随机描述，将第二个称为 RDS理论。鉴于 RDS理论的新颖性

以及从这个角度对神经元模型的研究很少这一事实，我们在下一节中提供了两种随机和

RDS方法的启发式描述，以阐明它们之间的差异 然后，我们将他们的应用程序呈现给ML
模型。Lasota和Mackey以及 Arnold给出了随机和 RDS理论的综合处理。



IV. 随机方法
在光滑确定性系统中，初始条件唯一地决定了系统在未来任何时候的状态。在受噪声干

扰的系统中，系统在未来时刻的状态不仅取决于初始状态，还取决于对系统的噪声实现。不

同的噪声实现导致不同的状态。噪声的实现有一定的概率。这个概率决定了从初始条件开始

在给定时间到达相空间某一区域的概率。例如，让 0X 和 ),,( 1 nxxX  成为状态空间中的

两点。从 0X 开始，存在一定的转移概率，用 ndxdxdxXXtP 210 ),,( ，表示在时间 t达到 X

的一个小邻域。随机方法，而不是在单个噪声取样途径的影响下检验初始条件 0X 的演化，

研究了从 0X 开始的解的分布 P的变化。值得注意的是，随机方法决定了概率密度函数

),,()( 0XXtPpdf 从长远来看是否以 t 的形式稳定在唯一确定的函数 )(Xρ 上，与初

始状态 0X 无关。我们将这样一个函数 ρ（当它存在时）称为系统的平稳分布。 ρ的形状取

决于系统参数和噪声强度。在不同的参数值或不同的噪声强度下，ρ的形状可能在定量地有

所不同。从一种形状到另一种形状的变化称为现象学随机分岔，简称为 P-分岔 16。表征 P-
分岔是检测噪声系统行为变化的一种方法。在本节的其余部分中，我们将研究在 I 类和 II
类状态下，ML模型中是否出现这种分岔。

在确定 P-分岔之前，我们需要讨论随机ML 模型的平稳分布 ρ的存在性和唯一性。据

我们所知，没有严格的证据证明这一事实，一些与参考文献 18中所述类似的正式论据以及

大量的数值探索表明这是事实。因此，从现在开始，我们假设随机ML模型的所有过渡 pdf，
无论是在 I类还是 II类状态下，都稳定在一个唯一的平稳分布 r上。

确定随机ML是否存在 P-分岔是基于平稳分布 ρ的数值估计。实际上，不同参数集的 ρ
估计是根据附录中描述的数值模拟得出的。我们继续计算了足够长的时间，并观察到在最后

一次之前密度的形状没有明显的变化，除了第一个瞬时周期。

A. I类区域的平稳分布

在 I类体系中，本质上有两种类型的确定性动力学。或者，系统是可兴奋的，或者是振

荡的。对于每种类型的动力学，我们描述了平稳分布 ρ的形状如何随着噪声强度的变化而变

化。

当ML模型可兴奋时，ρ在低噪声强度下呈近似高斯分布的形状，集中在稳定平衡点上

（图 4中的 A1图）。这说明弱扰动的影响主要是在稳定平衡点附近引起小扰动。然而，这

并不排除偶尔出现的大噪声引起的偏移，使系统超出了发放阈值（鞍点的稳定流形）。在低

噪音水平下，此类逃逸极为罕见，通常通过鞍点发生。因此，除了以稳定平衡为中心的高斯

型峰外，平稳分布 ρ也呈现出从鞍点到稳定平衡点的异宿连接的环形分布。在低噪声水平下，

这个环几乎看不见，但是，随着噪声强度的增加，它变得更加突出，同时，高斯型峰值的峰

值减小，宽度增加（图 4中的面板 A2）。噪声强度的进一步增加放大了这些效果（图 4中
面板 A3）。当相位空间中噪声引起的波动更大时，阻尼峰和环都会扩展到更宽的区域。



图 4 可兴奋的（图 A列）和振荡的（图 B列）中的 I类ML模型的固定分布对应行图 1,2和 3中三个不同

的噪声强度值，在鞍结点分界环分岔（ 40cI ）附近。参数： (A) )(0.39 2cmAμI  和

(B) )(0.45 2cmAμI  。1 5.00 σ ，2 0.30 σ 和 3 0.70 σ 。静态分布作为 wν - 相平面中所有

点的最终位置的三维直方图出现，并由总数归一化。 Heun方案用于方程（3）的数值计算，,时间步长为

001.0tΔ 。在丢弃前 104个时间单位后，对 109个时间单位进行数值计算。附录中描述了数值计算的

更详细说明。

当ML模型振荡时，低噪声静止分布在极限环内呈现环状。在环的每个横截面上，它具

有类高斯形式。然而，环状沿极限环不均匀分布。它显示了峰和谷（在图 4中的图 B1中）。

峰值代表沿极限环的动力学缓慢的区域，相反，低谷反映了更快的动力学。随着噪声强度增



加，这些之间的差异趋于减小，同时，环状分布变宽并且进一步远离极限环（图 4 中的图

B3）。

上述描述表明，无论是在可兴奋范围还是振荡范围内，增加噪声强度，同时产生平稳分

布的定量变化，都不会导致任何定性的变化。换言之，基于数值探索，我们不能得出系统中

存在噪声诱导的 P-分岔的结论。

类似地，可以在固定的噪声强度下比较可兴奋和振荡的 I类ML模型的静态分布 ρ的形

状。显然，在大的噪声强度下， ρ的形状是定性相似的（比较图 4中的图 A3 和 B3）。低

噪声密度与高噪声密度定性相似。换句话说，随机 I 类ML 模型中没有 P-分岔，因为从可

兴奋范围移动到振荡范围。启发式地，P-分岔的缺失可以通过考虑 P-分岔有时被表征为静止

分布 ρ的峰值数量的变化来解释，并且这些峰值是随机系统花费大部分时间的区域的指标。

在可兴奋范围内，峰值位于稳定的平衡点。在从可兴奋区域到振荡区域的鞍形环路分岔处，

峰值位于鞍形结点处，其中动力学减慢。在分岔之外，在振荡状态中，沿着极限环的动力学

在靠近鞍形结点的前一位置的相空间区域中减慢。因此，振荡区域中的静止分布 ρ也呈现出

与在可兴奋区域中观察到的类似的明显峰值。总之，尽管确定性系统存在分岔，随机系统的

平稳分布形状不会发生任何质的变化。

B. II类区域的平稳分布

在本节中，我们描述了 II 类ML 模型的平稳分布特性，重点讨论了两类模型之间的相

似性和差异性。在 II 类体系中，从可兴奋态到振荡态的转变经历了一个双稳态过程，稳定

平衡点和稳定极限环共存，但不在 I类体系中。当电流和噪声强度设置为分岔参数，其他参

数固定时，II类 ML 模型的平稳分布基本上可以由以下中的一个形成（i）平衡点附近的一

个峰，(ii)一个反映了尖峰轨迹的绕环，或(iii)一个包括 I类ML模型这两项的组合。然而，

在存在噪声的情况下，在所有情况下，即可兴奋的、双稳态的和振荡的情况下，系统都不存

在双稳性，因此系统承认一种独特的平稳分布。在 I类ML模型的情况下，我们已经论证了

在我们研究的参数范围内没有 P-分岔的证据。对于 II类ML 模型，由于双稳态的存在，情

况更加复杂。我们所做的数值探索并不排除 P-分岔的发生。在下面，我们描述了在 II类ML
模型的各个状态下观察到的一些典型的平稳分布形状。

如上所述，I类和 II类ML模型之间的主要相似之处在于，两者都表现出兴奋和振荡状

态。因此，II类随机ML模型的平稳分布 ρ的形状超出了过渡范围（双稳态范围），也就是

说，在可兴奋和振荡状态下，与 I类模型中的情况类似（参见图 4中的图 A和 B，并与图 5
中的图 A和 B进行比较）。实际上，分布 ρ有一个峰和一个环形凸起。在可兴奋状态下，

后者仅在足够大的噪声强度下可见。在振荡状态下，环处于动作电位轨迹上，峰代表动力学

较慢的区域。

在双稳态系统中，情况更加复杂。一个原因是在低噪声水平下存在亚稳态分布。事实上，

在低噪声水平下，稳定平衡点和稳定极限循环之间可能不会发生跳跃，反之亦然。在这种情

况下，在接近稳定平衡点的初始条件下开始的模拟产生类似于高斯的分布，并集中在平衡点

上（图 6中的图 A1），而在极限环附近开始的则会导致环状分布（图 6中的图 B1）比如振

荡状态的那个。然而，平稳分布是唯一的，独立于点的初始分布。此外，由于噪声引起的跳

跃，人们期望平稳分布在平衡点附近有一个峰值，在稳定极限环上有一个环。因此，数值计

算得到的分布不是平稳分布，而是亚稳态分布。它们最终会聚成独特的平稳分布。然而，随

着噪声强度的降低，这一过程的持续时间趋于无穷长，因此，从解样本路径的数值模拟中，

实际上不可能获得任意低噪声水平下的平稳分布。



图 5.II 类 ML 模型在靠近双循环分岔点（ 29.88DCI ）的可兴奋状态（图 A 列）下和在 Hopf 分岔点

（ 86.93HI ）附近的振荡状态（图 B 列）下的平稳分布，对应于行图 1、2和 3中的三个不同噪声强

度值。参数：（A） )(2.88 2cmAμI  和（B） )(0.94 2cmAμI  。（1） 2.00 σ ，（2） 5.00 σ ，

以及（3） 0.10 σ 。



图 6.II 类ML 模型在双稳态下的稳态分布。初始条件为平衡点（图 A 列）以及稳定极限环

（图 B列）对于行图 1、2和 3中的三个不同噪声强度值。为了使微小的变化可见，使用了

垂直轴上的对数刻度（ )1log( z ）。参数：（A）还有（B） )(3.88 2cmAμI  。（1） 0001.00 σ ，

（2） 3.00 σ ，以及（3） 8.00 σ 。

为了避免这种适用于双稳态的问题，我们系统地计算了两个初始条件下的分布，一个是

平衡条件，另一个是稳定极限环条件。只有当这两个结果在视觉上不可区分时，我们才认为

它们代表了系统平稳分布的适当数值估计。图 6中的行表示从平衡点和稳定极限环上的两个

不同初始条件开始的固定参数集的分布的数值估计。除了第一行的两个分布明显不同之外，

其他的分布也是相似的。



如上所述，典型的双稳态分布在稳定平衡点上出现峰值，在稳定极限环上出现环状。这

个环状本身不均匀，在极限环缓慢的范围内有一个最大值。因此，我们期望平稳分布显示出

明显的最大值，一个与平衡时的峰值有关，另一个与环（图 6 中的图 A2 和 B2）周围的最

大值有关。

当噪声强度变大时，不可能区分不同的峰值。事实上，在这种情况下，噪声引起的跳跃

变得频繁。系统在平衡点和稳定极限环的紧密邻接中所花费的时间与从一个到另一个以及探

索相空间更广区域所花费的时间具有相同的量级。图 6第三行的图说明了这一现象。总之，

数值估计表明，随着噪声的增加，平稳分布的明显最大值合并。平稳分布形状的这种变化可

能会使人想起 P-分岔。

最大值的类似合并发生在双稳态的任一端，即在双环和亚临界 Hopf分岔处。在双环分

岔中，它是与环在平衡点上接近峰相关联的最大值，而在亚临界 Hopf分岔中，它是与在极

限环上移动的平衡点相关联的峰值。只要噪声强度足够大，就可以观察到这些变化。它们也

可能表明模型中 P-分岔的发生。

图 6所示的例子描述了在双稳态系统中观察到的稳态分布的复杂变化。这些变化可能与

P-分岔有关。然而，据我们所知，目前还没有通用的、普遍适用的分析工具，能够使我们确

认或使之失效。本文的目的不是为了说明 P-分岔的发生，而是为了描述 I 类和 II 类两种状

态之间的定性差异。我们的分析清楚地表明，（i）I类和 II类ML模型在可兴奋和振荡状态

下的稳态分布相当相似（ii）然而，这些分布的形状及其对模型参数和噪声强度的依赖性在

从兴奋性到振荡的过渡范围内存在显著差异。

V. RDS方法

一种仅基于一组随机微分方程在 0t 处解 X的概率分布所获得的信息的方法称为一点

法 31。正如我们已经讨论过的，例如，平稳分布是一个单点物体。另外，由两点 X和 Y的

联合分布得到的一个概念，在时间 t上同时找到对应初始点 0X 和 0Y （ 00 YX  ）的两个解，

称为两点这样一个概念。类似地，可以定义多点的概念，甚至可以定义无限点的概念。从上

面的意义上说，大致来说，随机描述是基于单点概念，而 RDS理论则是基于另一种方法，

即多点概念，我们将在下面详细解释。

RDS理论从不同的角度考虑噪声系统。也就是说，RDS 理论分析了在相同噪声实现下

不同初始条件的动态。粗略地说，随机方法考虑了初始条件（即一点的概念）在所有可能的

噪声实现下，RDS（多点的概念）承担所有初始条件的演变，在一个噪音下实现。通过这种

方式，对于每个噪声实现，RDS 研究非自治动力系统的动态。原则上，我们拥有与噪声实

现一样多的动态系统：每个噪声实现都对应一个不同的非自治动力系统。因此，我们拥有一

族非自主动力系统。实际上，噪声实现的随机选择被解释为来自该族的一个系统的随机选择。

噪声实现可以采用多种形式，因此分析族中的所有系统似乎是不可能完成的任务。然而，值

得注意的是，在广泛的条件下，对于几乎所有的噪声实现，族内非自治系统的动态将非常相

似。这种相似性使得描述族的典型动态成为可能。在以下段落中，我们提供了 RDS的简要

概述，并介绍了我们研究中使用的关键概念。如需综合治疗，请参阅 Arnold。16

与单点概念不同的是，一个普通的微分方程（ODE） )(xfdtdx  通常可以生成一个

动力学系统，即 n维空间
nR 中每个 x的一个流 Rttφ ))(( 。简而言之，如果空间自映射的族

Rttφ ))(( 满足 idφ )0( 和 )()()( sφtφstφ  ，则称为流，其中 Rts , ，表示复合。流



不仅描述一点的运动，而且描述任意多点的同时运动。换言之，流不仅“记住”所有单个的一

点运动，而且还执行任意多个点的同时运动。流的概念在确定性动力系统的分析中起着核心

作用。这个概念也可以扩展到随机版本。在 RDS理论中，共环将流的概念扩展到系统受到

随机扰动的情况。例如，随机过程是通过任意求解公式 3的多个仿式得到的，具有相同的

Wiener过程实现，但具有所有不同的初始条件。这个对象被称为随机流，特别是对于每个

nRx 、 Rts , 和所有 Ωω ， ),( xωφst 是在时间间隔 ],[ s 中的时间处 t的随机微分方

程的解，其中，在时间 ts  处有初始点 x，它被称为双参数流 )),((:))((  ωφωφ stst 。在这

种情况下，我们还具有两个参数流性质：对于所有 trs 0 和所有 Ωω ，

)4(,)()()(,),( ωφωφωφidxωφ srrtstRss n 

其中 表示复合。从一个随机微分方程构造一个流 tsstφ )( 是一个很大的进步，因为 )(ωφst 现

在可以用 x来区分，也就是说， stφ 是一个差分同态，它的几何结构可以分析。关于更精确

的条件和随机流的一般理论，我们请读者参考 Kunita 的书。32随机流 stφ 仍然是一个静态对

象，而不是一个（随机的）动力系统。也就是说，对于每一个ω，
nR 的差分同态的族

tsωφ 0))(( ，其中 n是一个整数，在ω被冻结的意义上，是一个确定的双参数流。然而，

在这一点上，不同ω的流是不相关的。当我们试图在公式 4的双参数流属性中通过令 0s
抑制一个时间参数时，就会出现这种关系。为此，我们需要将驱动Wiener过程描述为一个

动力学系统。换句话说，在我们继续解释协同循环之前，需要一个度量动力学系统来模拟白

噪声，因为一个 RDS或一个协同循环包含两个基本成分：一个噪声模型和一个受噪声扰动

的系统模型。

设 RttW )( 是 R 中 00 W 的标准 Wiener 过程。把  0)0(),(|  ωRCωωΩ ，F 是

Borel σ -代数，P 是对由 W 生成的 F 产生的（Wiener）测度。 Ω 上的偏移定义为

)()(:)( tωstωsωθt  。 那么 θ 是三元组 ),,( PFΩ 上的遍历度量动力系统，并且

)()( tωωWt  是布朗运动。接下来，我们定义一个协同循环，它模拟受白噪声干扰的系统。

设 ))(,,,( RttθPFΩ  是上面定义的度量动力系统。 让

)5(),,(),,(,: xωtφxωtRRΩRφ nn 

是具有以下属性的映射：

(ⅰ) ,),0( nRidωφ 

(ⅱ)对所有的 Rts , 以及所有的 Ωω ，都有



)6(,),(),(),( ωsφωθtφωstφ s 

其中， 代表映射的复合。

第二个属性称为协同循环属性。注意 )0)(,(),( 0  txωφxωtφ t 。

动力系统中最基本的研究对象之一是不变测度。例如，对确定性系统的长期动力学的分

析经历了平衡点、极限环等的确定，换句话说，长期分析检查了在确定流下保持不变的结构。

由 ODE )(xfdtdx  生成的流φ的不变测度 ρ由 ρρtφ )( 定义，并且 Rt 。注意，如果

ρ是一个度量，φ是一个可测量的映射，那么φρ，φ下 ρ的图像，是由 ))(()( 1  φρφρ 定

义的度量。另外，不变测度的无穷小形式是 Liouville 方程 0)( fρdiv 。

由于 Liouville 方程的随机模拟是 Fokker-Planck 方程，将 SDE 的不变测度定义为解决

Fokker-Planck方程 0* ρL ，其中
*L 是相应 SDE 的 Fokker–Planck 的运算符。在 RDS 理论

中，这实际上是称为平稳测度而不是不变测度的观点。平稳测度在应用中起着突出的作用，

因为它通常是实际上可观察到的。在上下文中， ),( dd BR 上的概率测度 ρ，其中
dB 是

dR

中的 Borel集，如果它在 ）（ ,, xtP 下是不变的并且满足以下关系，则称为 SDE 的平稳的

)(),,()( dxρxtPρ
nR  对于所有  7,0t

其中 ）（ ,, xtP 是转移概率，即  xXBXPBxtP t  0|,, ）（ ，它与 SDE产生的 Markov

过程 tX 有关。平稳测度显然是一个点对象。值 )(Bρ 给出了 SDE的解 tX 与初始值 x在集合

B中花费的时间比例。

然而，在 RDS理论中，存在第二种扩展确定性定义的可能性，这种定义似乎同样自然，

但更为一般。因此，RDS 分析遵循另一种方法，因为它涉及随机不变测度的确定。让φ成

为 RDS。如果对于所有 Rt ，在 ),( dd BR 上的随机概率测度 ωμω 被认为在φ下是不变

的

)8(.,.),( saPμμωtφ ωθω t


其中 ..saP  几乎可以肯定地表示 P。公式 7 给出的平稳测度的概念比相应的 SDE 生成的

RDSφ的不变测度更古老和更具限制性。然而，在平稳测度 ρ和一个特殊的随机不变测度之

间存在一对一的对应关系，用 ωμ 表示，称为Markov不变测度。

)9(],[:,),(lim: μEρμρωθtφμρ ωtω   

其中  E 表示期望运算符。

在确定性动力系统中，通过矩阵的谱理论来评估平衡的局部稳定性，为我们提供了特征



值和特征空间。简而言之，在所谓局部理论的研究中，由 ODE )(/ xfdtdx  和 0)0( f 在

0附近产生的确定动力系统φ的稳定性，是基于线性动力系统 0|),()/()(  xxtφxtΦ 的动

力学，即线性 ODE vDfdtdv )0(/  ，完全由 Jacobian矩阵 )0(Df 特征值的计算确定的。

在 RDS 理论中，我们知道确实存在一个随机版本的谱理论，用于对协同循环 φ的线性化

),,( xωtφD ，但不只是在固定点，而是在φ不变测度 μ下的一般参考解。Oseledes(1968)33

证明的乘法遍历定理为我们提供了在 RDS中进行局部理论所需要的精确对象类型。此外，

该定理是通过变分方程（线性化）的解的指数增长率，即 Lyapunov指数，研究确定性非线

性系统长期行为的基础。对于一个 RDS，随机不变测度的局部稳定性由其相关的 Lyapunov
指数决定。基于 Oseledets的乘法遍历定理，33定义如下：

)10(,),,(log1lim:),,( vxωtφD
t

vxωλ
t 



对于 0v .
动态随机分岔，用 D-分岔表示，一般被定义为与协同循环相关的随机相位图中的定性

变化。类似于确定性动力系统的情况，其中平衡点的 Jacobian矩阵的特征值（的实部）的符

号变化表征了局部分岔，局部 D-分岔与 Lyapunov指数的符号变化有关。

上述考虑对ML模型的意义在于，实际上，对系统随机动力学的分析主要需要对系统的

Lyapunov指数进行数值估计。值得注意的是，我们关注的是确定性系统分岔附近指数的潜

在符号变化。

VI. RDS方法的数值结果
A. Lyapunov 指数

如上所述，与随机不变量测量相关的 Lyapunov指数的符号变化是 D-分岔的指标。在本

节中，我们报告了 I类和 II类机制中ML模型的 Lyapunov指数如何随恒定电流和噪声强度

而变化。

随机ML模型具有两个 Lyapunov指数 21 λλ  ，它们是对应于方程 3的线性化（变分方

程）解的指数增长率。较大的 Lyapunov指数 1λ 实际上可以计算为以下指数增长率：

)11(,)(log1lim1 tV
t

λ
t 



其中 ),()( tt wvtV  是与式 3相关的变分方程的对于除原点之外的任何确定的初始值的解。

实际上，我们用附录中描述的方法估计了较大的 Lyapunov指数。

对于确定性动力学和随机分析，我们依次描述了 I类和 II类系统中的 Lyapunov指数。

1. I 类系统

在讨论随机ML模型的 Lyapunov指数之前，讨论这些量在确定性可兴奋和振荡范围内

的变化以及两者之间的过渡是适当的。

在可兴奋范围内，ML 模型的 Lyapunov指数等于在稳定平衡点处评估的 Jacobian 矩阵

的特征值。因此，它们都是负的，并且当参数 I 接近发生鞍环分岔的临界值时，较大的指数



趋向于零。在这个临界点，较大的指数消失，而第二个指数保持负数。在分岔点之外，即在

振荡范围内，Lyapunov指数等于稳定极限环的 Floquet特征值。因此，较大的指数保持为零，

反映了极限环对沿极限环的扰动的中立稳定。相反，第二指数是负的，反映了极限环对横向

扰动的稳定性。

当噪声强度接近零时，随机ML模型的指数趋于确定性系统的指数。其中，I类ML模

型在不同 I 值下的 Lyapunov指数用噪声强度 0σ 表示，上图（a）在图 7（A）中说明了这一

点。在 I 的两个较低值，即 30I 和 38.5，对于系统是可兴奋的，较大的指数趋向于确定

值为 00 σ 。这两个值对应于在稳定平衡点上评估的 Jacobian矩阵的最大特征值。对于系

统振荡的两个较大的 I 值，即 40I 和 50，指数趋向于零，如预期的那样。

图 7.随机ML模型的较大的 Lyapunov指数。（A）I级ML模型。（a）针对四种不同电流值（ 30I 、

38.5、40和 50 2/ cmAμ ）的噪声强度，显示了较大的 Lyapunov指数的平均值和标准偏差。前两种是兴

奋的，后一种是振荡的。在噪声强度为 0~8的 0.5阶跃条件下，计算了 20种不同噪声实现的 Lyapunov指

数 )/(0 Cσσ  。（b）参数平面 0σI - 上的平均较大的 Lyapunov指数 1λ 。Lyapunov指数的计算方法与

（a）部分相同。（B）II级ML模型。（a）四种不同电流值（ 80I 、86、96和 100 2/ cmAμ ）下，

较大的 Lyapunov指数相对于噪声强度的平均值和标准偏差。前两个处于兴奋状态，后两个处于振荡状态。

Lyapunov指数的计算方法与 A列相同，噪声强度为 0~8，阶跃为 0.5。（b）参数平面 0σI - 上的平均的较



大的 Lyapunov指数 1λ 。

中间噪声强度和大噪声强度的指数取决于确定性系统的动态。当 I 在兴奋区域中被固定

并增加时，Lyapunov指数首先增加，然后在某些噪声强度处具有一定的最大值，并且减小[例
如，图 7（Aa）中的 5.38I 标记的曲线]。在整个过程中，指数仍为负数。在振荡状态下，

随着噪声强度的增加，Lyapunov指数单调递减。这同样适用于确定性系统经历鞍点环分岔

的临界值。在振荡状态和分岔点处的较大的 Lyapunov指数之间的主要差异在曲线的斜率处

在 00 σ 处观察到。在振荡状态中，斜率为零，而在分岔点处，它具有负值。

尽管表示不同 I 值的较大的 Lyapunov指数与噪声强度的曲线形状不同，但所有情况共

同的一个观察结果是指数对于所有 00 σ 都是负的。当 Lyapunov指数用 σI - 参数空间[图

7(Ab)]表示时，这一点显而易见。在较大的 Lyapunov 指数中没有符号变化表明在 I 类随机

ML模型中没有 D-分岔，或者换句话说，增加的噪声破坏了确定性系统的分岔。

2. II类系统

在 II 类制度中，确定性ML 模型在可兴奋范围内的 Lyapunov指数都是 在平衡点处系

统的 Jacobian矩阵的一对复共轭特征值的（负的）实部。在振荡范围内，类似于 I类方案，

指数等于极限环的 Floquet特征值，因此较大的指数为零，第二个为负值。在过渡范围内，

系统是双稳态的，因此它拥有两对 Lyapunov指数，一个与稳定平衡点相关，另一个与稳定

极限环相关。

与 I类ML模型一样，在可兴奋和振荡状态下，系统的较大的 Lyapunov指数趋于确定

值当 00 σ 。在双稳态范围内，随机系统与确定性系统不同，只有一对 Lyapunov 指数。

在低噪声水平下，当系统接近双环分岔时，这些指数趋于平衡指数；相反，当系统接近亚临

界 Hopf分岔时，这些指数趋于极限环指数。这一观察结果与先前报道的平稳分布 ρ一致。

事实上，即使在双稳态范围内，系统从平衡点附近跳到稳定极限环附近，反之亦然，两个邻

域的相对时间也很大程度上取决于系统参数。在接近双环分岔的情况下，系统主要局限于平

衡点附近，而在接近亚临界 Hopf分岔的情况下，则相反，系统主要保持在极限环附近。这

种不对称性解释了双稳范围两端 Lyapunov指数低噪声演化的差异。

Lyapunov指数的低噪声估计受到亚稳定区域的阻碍，其方法与平稳分布 ρ的估计方法

相同。为了确保在亚稳态瞬态结束后，该估计与该区域相一致，Lyapunov指数是从平衡状

态和非平衡状态下的初始条件估计出来的。另一个位于极限环上。

图 7（B） 显示了 II类ML模型的 Lyapunov指数。如图 7（B）所示，对于可兴奋和振

荡状态中的四个固定电流强度，II 类 ML 模型中 Lyapunov 指数变化的趋势类似于 I 类ML
模型中的变化趋势。 更准确地说，在振荡状态中，随着噪声强度的增加，较大的指数单调

减小，而在可兴奋的情况下，Lyapunov指数在某个中间噪声水平呈现峰。总的来说，如图 7
（Bb）所示，Lyapunov指数在 σI - 参数空间中总是负的。 因此，以与 I类方案相同的方式，

在该系统中没有D-分岔：增加的噪声破坏了确定性系统的分岔（双循环和亚临界Hopf分岔）。

B. 随机ML模型的吸引子

基于 Lyapunov指数的计算，对ML 模型的 D-分岔进行了分析。实际上，系统的 Lyapunov
指数中的符号变化是Markov不变测度中定性变化的指标。我们没有检测到这种符号变化，



因此得出结论，无论是 I类还是 II类，ML模型中都没有发生 D-分岔。在这一部分中，我们

通过计算Markov随机不变测度的支持来继续这一分析。数值研究表明，它实际上被简化为

一个点。

Markov 随机不变测度支持度计算的基本关系式为建立了平稳分布 ρ与Markov 随机不

变测度之间的关系的公式 9。值得注意的是，公式 9中左边的关系说明如何从平稳分布中导

出随机不变测度。此过程称为回调方法。实际上，它包括在某一时刻启动系统，使点按照分

布 ρ分布，在“过去”某些时间 0'  tt ，并在噪声实现ω的影响下发展到现在的 0t 。 0t

的结果是一个随机（即取决于噪声实现）的测量，这取决于开始时间
't 。当初始起始时间

't

被拉回  ，这个随机测度倾向于Markov随机不变测度（弱收敛意义上）。16

我们用 )(ωA 表示Markov 随机不变测度的支持。这个符号强调了这样一个事实：集合

)(ωA 实际上是一个随机集合，并且对于不同的噪声实现，ω和
'ω 可能对应不同的集合

)(ωA 和 )( 'ωA 。系统的 Lyapunov指数为负的事实使对于几乎所有的ω， )(ωA 由有限 n个

点组成，n独立于ω，而且（ii）除了 Lebesgue测量零点的一组可能与ω有关的初始条件外，

初始条件 x的轨迹接近 A，在这个意义上，几乎所有ω，

)12(,0)](),,,([lim 


ωθAxωtφdist tt

其中 )](),,,([ ωθAxωtφdist t 表示 )},,({ xωtφ 与 )( ωθA t 之间的距离，等于 ),,( xωtφ 点与

)( ωθA t 中 n点之间 n距离的最小值。这样，随机集 )(ωA 就为系统起到了吸引集的作用。

在实际应用中，我们利用回调方法，对随机ML 模型在不同状态和不同参数值下的吸引

集 )(ωA 进行了估计。在所有情况下，我们都得到 )(ωA 被简化为一个点，即 1n 。图 8说

明了推导 )(ωA 的一个示例。它代表了噪声强度为 0.2σ 的振荡状态下 II类ML模型的不

同阶段的回调过程。拉回的初始条件是按照平面[图 8（A1）]上的规则矩形网格展开的，而

不是遵循平稳分布 ρ。由于
'tt  处的初始时间返回负方向，因此在相空间中，所有点的形

成在 0t 处缩小到更窄的区域。在图中，每个状态点分散的区域形成一个环，包括一个确

定平衡点和环形尖峰轨迹的附近。随着初始时间逐渐向后移动，该区域成为一个由较薄的环

和平衡点（如图 8（A2）和 8（B2）所示。）周围的集中点组成的组合。当初始时间向后移

动时，点集形成一些弧和一个集中区域[图 8（A3）]。随着
't 时间的推移，这些点在平衡点

附近聚集，或者在平衡点周围形成一个环，如图 8（B3）所示。最后，它们都崩溃成一个紧

密的群体，在视觉上无法区分彼此。这个紧密的群体可以被同化为一个点。它在进一步缩短

时间的情况下保持不变。这样，它代表了集合 )(ωA 的数值估计，并表明该集合由一个点组

成，我们用 ))(),(( ** ωwωv 表示。实际上 ))(),(( ** ωθwωθv tt 是一个平稳的随机过程，即随



机平衡点。从极限 12，我们得出，对于几乎所有的噪声取样途径ω，初始条件的轨迹，除

了可能的一组测量零点外，趋向于这个独特的平稳随机过程。

尽管可能非空的初始条件集的轨迹不会收敛到随机平衡点，但它的测度为零，它可以对

系统的动态产生一些影响。可兴奋的 I类和 II类ML 模型说明了这一点。在前者中，在鞍点

的稳定流形的零测度闭合处引发的轨迹不会收敛到稳定平衡点。相反，在后者中，即可兴奋

的 II类ML模型，所有轨迹都毫无例外地收敛到稳定平衡点，这是全局渐近稳定的。显然，

正是一组测度为零的动力学差异允许分离 I类和 II类系统。这里的问题是随机模型中是否存

在这种差异。更确切地说，确定性可兴奋 I类和 II类ML 模型的稳定平衡的吸引盆地之间存

在差异，并且相应的随机ML模型可以继承该差异。在一组测度为零的动态方面的这种差异

不会对先前关于 Lyapunov指数的估计，旋转数或Markov 不变测度的支持的结果产生任何

影响。然而，在确定性情况下，这种差异在于 I类和 II类膜之间区别的基础，因此研究它是

否也存在于随机ML模型中可能具有生物学意义。



图 8. )/(4.88 2cmAμI  振荡状态下随机 II类ML模型的回撤。对于 0.2σ ， 0t 处状态点的快照

在 2500 初始条件的启动网格的相位空间中进行了说明，这些初始条件定期定位在 )1(0' Amst  ，

)1(20' Bmst  ， )2(30' Amst  ， )2(200' Bmst  ， )3(450' Amst  ，

)3(700' Bmst  处的矩形网格中。

可兴奋的 I类和 II类膜的区别的根源在于后者具有单一平衡点，而前者具有三个平衡点，

其中两个不稳定。我们的研究表明，无论是在 I类或 II类状态下，无论是确定性动力学，随

机ML模型始终具有单一的稳定随机平衡。然而，这些研究集中在Markov随机不变测度上，

系统可能具有非Markov随机不变测度。在确定性系统中，它们起着类似于鞍点和不稳定源

平衡点的作用。问题是确定随机ML模型中是否存在这样的随机不变测度。

通过计算相应矢量场的零点，可以很容易地确定确定性系统的平衡点。然而，对于增加

的噪声的随机系统，如随机ML模型，却没有这样简单的过程。除了支持Markov不变测度

的回调方法外，还没有直接计算随机不变测度的系统方法。Arnold等人 18使用了一种方法

来克服这一点。这包括分析时间反转系统。如果对于几乎所有的ω，除了可能在一组度量

零上的初始条件的时间反转轨迹变得无界，那么我们可以认为时间反转系统不具有任何

Markov随机不变测度。此过程排除了随机不变测度的存在，这些随机不变测度的作用类似

于在时间向前系统中不稳定的源（结点或焦点）。虽然它不一定能显示鞍点的存在，但它提

供了关于系统随机相位图的额外信息。我们将时间反转法应用于随机ML系统。我们在一个

规则的矩形网格上启动了轨迹，并计算了在相同的噪声取样途径影响下的时间反转轨迹。我

们假设，如果一个解的电压 v的模量大于某个定值，它最终会变得无界。数值模拟在不同的

区域和不同的噪声强度下进行。在所有情况下，所有计算出的轨迹最终都超出了计算范围。

由此可知，时间反转随机ML模型不具有任何Markov随机不变测度。

上面报告的数值探索表明，没有随机不变测度“对未来是稳定的”，鞍型随机不变测度的

情况仍然是开放的。然而，我们推测它们不存在于数值探索的参数范围内。换句话说，我们

建议，对于几乎所有的噪声实现，ML模型的随机平衡吸引所有初始条件的轨迹。从这个意

义上讲，我们认为噪声破坏了 I类和 II类状态的分岔情形，并且在这两个状态的渐近随机动

力学方面没有区别。



C. 旋转数

在 I类或 II类情形下，对ML 模型的 Lyapunov指数进行了系统的数值估计，结果表明，

尽管存在确定性系统的分岔，但在随机系统中没有发生 D-分岔。进一步的分析表明，事实

上，在所有探索的情况下，几乎所有的噪声实现，所有的轨道最终稳定在一个唯一定义的平

稳随机过程。这表明，从 RDS 的角度来看，噪声消除了确定性系统不同状态之间存在的差

异。尽管有噪声的影响，但系统中仍存在由噪声引起的变化。事实上，与确定性平衡不同，

随机平衡显示了动力学。随机平衡是一个平稳随机过程。公式 9中的第二个关系一般来说，

它在固定时间的分布是由平稳分布 ρ给出的，因此可以经历 P-分岔。在这一部分中，我们

用一个不同的工具，即旋转数来研究这个平稳随机过程的变化。与系统相关的旋转数的计算

提供了与 D-分岔不一定相关的噪声诱导变化的信息。这些信息不能从系统的 Lyapunov指数

中收集到。从这个意义上讲，旋转数提供了关于噪声系统动力学的补充信息。

旋转数定义为
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式中 ),( tt wv 是与公式 3有关的变分方程的对于除原点之外的任何确定的初始值的解。

为了解释旋转数及其命名的起源，首先考虑两种确定性情况是很有帮助的。对于在平衡

点稳定的确定性系统，旋转数等于平衡时 Jacobian矩阵特征值的虚部。相反，当确定性系统

稳定在一个极限环时，旋转数是沿着极限环运动的平均角速度。

有了这些解释，我们可以看到确定的 I类和 II类膜的旋转数有着明显的区别。对于 I类
膜，可兴奋区的旋转数为零，然后从可兴奋区向振荡区过渡后，旋转数从零持续增加。从这

个意义上讲，旋转数遵循确定的 I类膜的发放率的演变。在 II类膜中，振荡状态与 I类膜相

似：旋转数反映了系统的发放率。然而，在可兴奋的的时候，情况是不同的。旋转数的非零

值等于 Jacobian矩阵复共轭特征值的虚部。最后，在双稳态范围内，我们有两个旋转数，一

个与稳定平衡时 Jacobian矩阵特征值的虚部有关，另一个与稳定极限环上的发放率有关。

噪声的增加以多种方式改变了上面描述的图片。在随机ML 模型中，旋转数是唯一定义

的，其值不依赖于初始条件的选择。此外，几乎所有噪声取样途径的值都相同。从这个意义

上说，我们可以讨论随机ML模型的旋转数。在下文中，我们讨论了不同状态和膜类中旋转

数对噪声强度的依赖性。

噪声对振荡区旋转数的影响与噪声引起的系统发放率变化相一致。在Ⅰ类和Ⅱ类状态

下，噪声加速了ML模型的发放速率。同时，旋转次数随着噪声强度σ的增加而增加。

在可兴奋的状态下，情况更加复杂。在低噪声强度下，当动作电位很少时，旋转数是阈

下噪声诱发振荡速率的一个指标。在低噪声强度下，Ⅰ类ML模型中的旋转数接近于零，II
级ML模型中的旋转数接近于非零值（平衡点 Jacobian矩阵特征值的虚部）。这与在确定性

条件下得到的旋转数的值是一致的。在较大的噪声强度下，情况会有所不同，因为噪声引起

的发放频率越来越高，事实上，与阈下振荡相比，这种情况占主导地位。在这种情况下，旋

转数将成为噪音引发发放速率的指示器。在对旋转数的低噪声极限和大噪声极限的解释中，

这种差异在图 9中可见。这两个极端之间的过渡是渐进和平稳的，但发生在一个狭窄的噪声

强度范围内。在噪声的中间范围内，旋转数反映阈下和阈上波动的速率。



图 9.随机ML 模型的旋转数。（A）I 级ML 模型。（a）针对四种不同电流值（ 30I 、38.5、40和 50

2/ cmAμ ）的噪声强度，显示旋转数的平均值和标准偏差。前两种是兴奋的，后一种是振荡的。在噪声

强度为 0~8，步进为 0.5的情况下，计算了每次实现 20种不同噪声的旋转数。（b）参数平面 0σI  上的

旋转数 γ。旋转数的计算方法与（a）部分相同。（B）II级ML模型。（a）四种不同电流值（ 80I 、

86、96和 100 2/ cmAμ ）下旋转数相对于噪声强度的平均值和标准偏差。前两种是兴奋的，后一种是振

荡的。（b）参数平面 0σI  上的平均旋转数 γ。

这些关于可兴奋状态下旋转数的观察结果与第四节报告的平稳分布的定量变化一致。旋

转数接近其确定值的噪声范围对应于平稳分布呈高斯型的范围，其峰值集中在平衡点上。随

着平稳分布的环形驼的增大，峰高减小，峰宽增大，旋转数由确定值向平均发放速率移动。

在 I类ML模型中，当靠近分离可兴奋和振荡状态的分岔时，在旋转数在向发放速度移

动之前保持在接近零（其确定值）时，噪声范围降低[在图 9（A）中，图（a）中标有 30I
和 5.38I 的曲线以及图（b）中的三维表示]。这与当系统接近分岔点时，噪声诱导的发放

频率更高的事实是一致的。在分岔点，即使是微弱的噪声引起的波动也会导致动作电位的产

生，因为系统不再具有发放阈值[图 9（A）图（a）中用 40I 标记的曲线]。因此，旋转数

在零噪声级开始时，如在可兴奋状态下，随着噪声的增加，如在振荡状态下，沿着发放速率

移动。从这个意义上讲，分岔点处旋转数的噪声依赖性介于可兴奋状态和振荡状态之间。

与 I类ML模型相比，II类ML模型在从可兴奋状态到振荡状态的转变过程中，旋转数



的变化更为复杂。然而，它们与平稳分布的变化是一致的。在低噪声水平下，旋转数接近与

稳定平衡和稳定极限环相关的确定系统的两个旋转数的某个平均值。粗略地说，每个确定的

旋转数对随机旋转数的贡献是由系统在相应吸引集（即稳定平衡和稳定极限环）附近所花费

的相对时间加权的。因此，在参数和噪声强度范围内，平稳分布要么强烈且几乎完全集中在

稳定平衡点上，要么集中在极限环上，旋转数接近确定的旋转数之一，并反映阈下或阈上振

动的速率。这两种情况发生在双稳区的两端，主要是在弱噪声强度下。因此，在低噪声水平

下，当一个人从可兴奋状态或振荡状态移动到双稳态状态时，旋转数没有急剧变化。从稳定

平衡时的 Jacobian 矩阵特征值的虚部附近的旋转数到稳定极限环上的系统发放率附近的旋

转数在双稳态范围内发生转变，同时平稳分布的形状也发生改变，从主要集中在平衡点到主

要集中在极限环上。

只要噪声强度能够区分阈下和阈上噪声引起的波动，上述考虑就可以成立。在较大的噪

声水平下，在平衡峰与极限环上的环形峰合并的双稳态过程中发生的定性的密度变化超出了

可行的范围，不能作出这样的区分。在这个噪声范围内，旋转数反映了系统的整体波动率，

而阈下动力学和阈上动力学之间没有特别的区别。

总之，模型旋转数的变化反映了模型的平稳分布。在 I类系统中，不发生 P-分岔，随机

ML模型的旋转数随着从可兴奋状态到振荡状态的变化而随平稳分布的定量变化而变化。在

Ⅱ类系统中，当系统可能发生 P-分岔时，旋转数的变化重新反映了这一现象。图 9中的两

个底部面板显示了随机 I类和 II类膜之间的主要区别，显示了 I类（左图）和Ⅱ类（右图）

模型电流 I值和噪声强度σ值的旋转数的三维表示。在低噪声水平下，当从可兴奋状态移动

到振荡状态时，这两种形式之间的差异是显而易见的。虽然在两种情况下，在较大的噪声级

下过渡是平滑的，但在右图中，在较低的噪声级下过渡实际上是突然的，给人的印象是它是

不连续的。

VII. 讨论
本文从随机神经元理论的角度对随机神经元模型进行了系统的分析。研究噪声对神经元

行为的影响有着悠久的历史。35然而，那些与 RDS分析神经元对类似噪声的取样途径的反

应有关的研究很少。20-23我们的工作首次提出了ML 膜模型的 RDS 分析。在本节中，我们

将从 RDS和神经科学的角度讨论我们的结果。

随机扰动对确定性分岔的影响以及随机D-分岔对确定性分岔的影响的RDS分析是一个

活跃的研究领域。正如 Arnold,16所言，这一领域还没有充分发展。仔细而系统的数值探索

有助于进一步发展这一理论。对于受增加的噪声干扰的系统，这一点尤为重要，因为对于增

加的噪声，不可能轻易地应用 RDS 理论的分析方法。在这方面，我们的研究关注其他的研

究，例如与 Brusselator18有关的研究，对随机扰动分岔进行了数值分析。

我们的数值分析对 RDS 理论的贡献在于探索噪声对ML 方程中两种不同分岔情况的影

响。第一种情况是在 I类ML类模型中，鞍环分岔分离可兴奋和振荡状态。在随机ML模型

具有唯一的随机平衡吸引所有的轨迹的意义上，噪声破坏了这种分岔。据我们所知，这是第

一次分析附加噪声对鞍环分岔的影响。第二种情况是双环分岔，然后是亚临界 Hopf分岔。

我们以前研究过噪音对 Fitzhugh–Nagumo(FHN)模型 22，23中这一情况的影响。与该研究类似，

我们发现低噪声强度会破坏分岔列。然而，在较大的噪声强度下，II类ML和 FHN 的随机

动力学彼此不同。正如本文所报道的，在所有噪声强度下，ML 模型的较大 Lyapunov指数

仍然为负。反之，FHN模型的较大 Lyapunov指数在一定的中间噪声范围内为正，表明存在

随机混沌。我们将 FHN模型中随机混沌的发生归因于类鸭解的存在。这类解在ML 模型中

的影响较小，因此说明了两种模型之间的差异。

我们的工作从实践的角度介绍了 RDS，作为一种研究生物动力问题的方法。更准确地



说，我们利用 RDS 理论解决了神经元对类噪声实际刺激的反应可信性问题。虽然这个问题

是解释神经元编码的基础，但理论研究很少。这就是这项工作的贡献所在。

如第二节所述，实验研究根据膜对各种刺激的不同反应特性，将膜分为 I类和 II类。使

用ML模型，这是一个广泛使用的原型，这两个类，我们检查了响应这些类噪声实际刺激。

通过检验 Lyapunov指数的符号，我们发现修正平均刺激 I 或类噪声刺激的强度不会引起任

何动态随机分岔。从神经元编码的角度来看，随机吸引子的渐近稳定性意味着，对于每一个

类噪声的输入实现，都有一个唯一的渐近响应。这意味着，如果ML模型在不同的状态点启

动，并且重复地以相同的输入实现呈现，那么在一个短暂的时间之后，同样的响应将被兴奋。

从这个意义上说，由类噪声的输入所引起的反应是可信的。

这些观察得出了我们的主要结论，即就放电时间可信性而言，I类和 II类ML模型之间

没有差异。尽管确定性机制存在差异，但在对单阶和跃阶电流的响应中，ML模型在所有机

制中都具有相同的渐近随机动力学。此外，这种渐近行为与可信的发放相对应：放电时间序

列（可能在某一瞬间结束后已经过去）不取决于初始条件。它对应于稳定的随机平衡点。

尽管如此，对于不同的噪声取样途径和不同的参数集，仍然存在不同的随机平衡。正是

在后一个方面，I类和 II类ML模型之间的差异影响系统对类噪声刺激的响应。事实上，与

确定性平衡不同，随机平衡本身就是动态对象。随机平衡是平稳随机过程。这些过程的特征，

例如它们的分布，可以依赖于模型参数。我们的研究表明，对于平稳分布和旋转数而言，I
类和 II 类 ML 模型的随机平衡存在差异。在神经元编码方面，这一结果表明，虽然 I类和

II类膜都是可信的，但它们可能对不同的刺激特性敏感，因此使用不同的“编码”。
根据峰值特性和持续电流的响应模式，神经膜一般可分为两类。各种神经准备的事实是

众所周知的，而很少有人研究那些在中枢神经系统，如皮质神经元。新皮质神经元一般可分

为三种电生理类型：规则峰发放（RS），快速峰发放（FS）以及本质簇发放。36最近，Robinson
报道在体感皮层中，RS和 FS类型分别显示出 I类和 II类阈值行为。37此外，当外加电流不

足以诱发持续的峰生成时，FS 细胞通常显示阈下振荡，而 RS 细胞则不显示。这意味着本

研究中所研究的特征可能通过调节实际神经系统（如新皮层电路）的放电时间变化来影响神

经编码。

一般考虑：在本研究中，我们假设随机ML模型的所有跃迁 pdfs，无论是在 I类还是 II
类状态下，都稳定在一个唯一的平稳分布。然而，在确定 P-分岔之前，我们需要讨论随机

ML模型平稳分布的存在性和唯一性。据我们所知，没有严格的证据证明这一事实，它们仍

然是开放的问题，而这种例外的尝试是在参考文献 19中进行的。另外，对于 P-分岔，在没

有 Fokker–Planck方程解析解的情况下，寻找平稳密度的形状变化实际上是一项困难的工作。

此外，本研究主要采用数值计算方法。原因在于，由于高斯白噪声输入对ML模型起到了增

加的扰动的作用，因此它没有留下确定性系统不变集的解。正如 Arnold 等人所论证的，18

这使得直接应用随机分岔理论的分析方法成为不可能的。
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附录
1. 参数

我们使用的ML方程的参数值与 Rinzel和 Ermentrout描述的模型的参数值相同。24 I类膜模

型的参数值为： mVVK 84 ， mVVL 60 ， mVVCa 120 ，
2/20 cmFμC  ，



2/0.2 cmSμgL  ，
2/0.4 cmSμgCa  ，

2/8 cmSμgK  ， mVV 2.11  ， mVV 182  ，

mVV 123  ， mVV 4.174  并且 067.0Φ 。对于 II类膜模型，它们与上述相同，除了

mVV 23  ， mVV 304  ，
2/4.4 cmSμgCa  2和 04.0Φ 。

2. 分岔图

图 2和图 3中的分岔图用 AUTO（参考文献 7）构建，AUTO是 XPPAUT软件的一个组件。

有关 XPPAUT软件的更多详细信息，请参阅参考资料。38

3. 数值积分

为了获得精确的近似，前向改进的 Euler或 Heun方法用于公式（3）的数值积分， 时间步

长为 001.0tΔ 。该方法给出了比参考文献 39中解释的简单欧拉方法更高阶的离散化误差。

只要需要更高的准确度，我们就会缩短时间步长。但是，我们主要通过这里给出的所有数值

分析使用 001.0tΔ 的固定时间单位。

4. 平稳分布

对于平稳分布，位于网格上的 140200 点 }10,100100|),{(  wvwv 在 wv  相平

面中迭代以进行公式 3的数值计算，时间步长为 001.0tΔ 。在丢弃前 104个时间单位后，

对 109个时间单位进行数值计算。如果需要更高的空间分辨率，则网格上的 420600 点用

于分布。用相同的 0I 和σ对点进行刺激。平稳分布作为归一化后相平面中所有点的最终位

置的三维直方图出现。

5. Lyapunov 指数和旋转数

使用参考文献 39中描述的算法估计系统的较大 Lyapunov指数。它们是根据所研究的系统遍

历的个别轨迹计算出来的。模拟运行的时间足以确保收敛。实际上，在丢弃前 10000个时间

单位的结果之后，模拟时间是 109个时间单位。为了估计旋转数，我们首先计算状态点在相

平面中的各个轨迹上的连续两个位置的每个角度，并在模拟时间期间累积角度。在将角度除

以模拟周期之后最终获得旋转数。20个试验中的平均值和标准偏差用于忽略由于不同实现

而引起的变化。

6. 回调

对于图 8中的图的回调，使用规则地定位在相空间中的 2500个点的起始网格作为初始条件。

所有试验都是在相同的输入噪声实现下进化的。
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