
前 言

神经系统中信息的编码和传递主要是通过神经

元的不同发放节律模式（峰放电和簇放电）来体现

的，神经元作为神经系统的基本结构单位，各类神经

元发放的节律模式是神经动力学研究热点。Rinzel

等［1］和Terman［2］对各类神经元模型进行了数值模拟，

分析并发现了丰富的神经元发放模式。其中，Fit-

zHugh-Nagumo（FHN）模型和Morris-Lecar（ML）模型

分别具有简易性和现象丰富性的特点，因此它们经

常应用于各种科学研究及验证。Morris等［3］首次提

出ML模型，并表明该模型可以在不同的参数下得到

不同类型的神经元发放模式。之后，很多学者把神

经元膜电位方程中的外界刺激电流变为由动力学方

程控制的变量，将 ML 模型改进成三维 ML 模型，从

而研究外界刺激带来的神经元复杂动力学现象［4-5］。

在改进的三维模型基础上，大量文献对该神经元模

型的放电节律模式和模式转化的峰峰间距以及簇发

放分类等各方面进行了更为详细探讨［6-7］。其次，Fit-

zHugh［8］和Nagumo等［9］共同提出FHN模型。魏春玲

等［10］研究了外界周期脉冲激励下，FHN神经元系统

产生的随机整数倍和混沌多峰放电节律的关系，表

明了两类节律的动力学特性，为区分两类节律提供

了实用指标。随后几年，科学家们对 FHN 方程进行

【摘 要】以FitzHugh-Nagumo（FHN）和Morris-Lecar（ML）神经元模型为基础，通过两个神经元的电耦合，构建一个FHN-

ML模型。基于FHN-ML模型，研究外界刺激和时滞对FHN-ML模型发放模式的影响，并对该模型的簇放电类型进行分

类。结果表明FHN-ML模型中ML神经元发放模式对交流频率ω和钾离子平衡电位Vk改变非常敏感，可以得到不同的新

型簇发放模式。随着时滞的增加，神经元放电先后经历混沌状态和周期簇放电，并且存在明显的加周期分岔现象。若应

用快慢动力学分岔分析，将ML神经元中的慢变调节电流 I作为分支参数，FHN-ML模型具有两种类型簇放电模式及其

动力学性质。
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了更为详细的实验与研究［11-12］。另外，近年来，神经元

簇放电活动的动力学行为研究和分类成为一个热门方

向［4, 12-13］。在国际上，Izhikevich［4］运用分岔理论对神

经元放电的各种模式及动力学行为进行了分类和研

究，得出了不同的簇放电模式；在国内，杨卓琴等［12］

则对快子系统的分岔曲线上，具有一个、两个以及没

有Hopf点时的簇放电模式进行了分类。

在实际环境中，神经元并不是孤立存在的，而是

彼此通过突触（电突触传递及化学突触）相连接，形

成一个神经网络系统，相互耦合、相互影响。另外，

耦合神经元间的信息传递并不是瞬时的，而是存在

传递的延迟，因此，还需要考虑真实神经元间信息传

递存在时滞的情况。Wang 等［14］研究了两个电耦合

ML神经元的混沌同步行为，结果表明随着耦合强度

的增加，将会产生完全同步行为。张艳娇等［13］将两

个改进的三维ML神经元进行化学突触耦合，研究耦

合强度及时滞对神经元同步的影响。Wang等［15］研究

也表明时滞可以增强耦合神经元系统的同步，并诱

发耦合神经元呈现丰富的放电模式。

本文以 FHN 模型和 ML 模型为基础，将这两个

具有丰富放电模式的神经元进行电耦合，得到一个

新型的FHN-ML模型。分别对该模型中的ML神经

元和FHN神经元增加不同的交流刺激，改变交流频

率ω和钾离子平衡电位Vk，使模型产生丰富的新型簇

发放模式；同时，对模型增加时滞参数τ，考虑时滞对

该模型发放模式的影响；最后，为了更深入地了解簇

发放的动力学行为，本文应用快慢动力学分析方法，

以ML神经元中的慢变调节电流 I作为分支参数，给

出了更详细的簇发放分类。通过对新的耦合模型进

行一系列的动力学分析，为新型神经回路的构建和

研究提供一定的理论支撑。

1 模型描述

基于 FHN 模型以及改进的三维 ML 动力学方

程，通过电突触的方式耦合这两个模型，得到一个新

的FHN-ML模型。该模型的动力学方程描述如下：

dV1
dt

= V1 -(V 3
1 )/3 - Y + Istim + gc(V2 - V1)

dY
dt

= 0.008(V1 + 0.7 - 0.8Y)
C

dV2
dt

= -gCam∞(V2)(V2 - VCa) - gKw(V2 - Vk)
-gL(V2 - VL) - Iext - I + gc(V1 - V2)

dw
dt

=λ(V2)(w∞(V) -w)
dI
dt

=α(0.2 + V2)

其中，

m∞(V2) = 0.5(1 + tanhV2 - v11
v22

)
w∞(V2) = 0.5(1 + tanhV2 - v33

v44
)

λ(V2) = 13cosh(
V2 - v332v44

)
V1、V2分别代表FHN神经元和ML神经元的膜电

位；C表示膜电容；Y、w 分别表示FHN神经元和 ML

神经元的恢复变量；I表示慢变调节电流，a为时间尺

度因子，为 0.005；gc是两个神经元之间的连接强度。

gCa、gK、gL、VCa、Vk、VL分别表示钙离子通道、钾离子通

道、漏电流通道的最大电导和反转电压；m1(V)、w1(V)

分别是钙离子通道和钾离子通道打开的概率的稳

态值；λ(V)为激活时间常数；v22、v44分别表示依赖于电

压的m1(V)和w1(V)斜率的倒数；v11、v33是依赖于 v22和

v44的系统参数。详细描述见文献［3］。

系统部分参数取值为：VL=-0.5 mV，Vk=-1.1 mV，

VCa=1.0 mV，gL=0.5 mS/cm2，gK=2.0 mS/cm2，gCa=1.2 mS/

cm2，v11=-0.01 mV，v22=0.15 mV，v33=0.10 mV，v44=0.05

mV，gc=0.3。

接下来对由外界交流刺激以及内在时滞所引起

的神经元不同发放模式进行分析，其数值结果由

MATLAB中运用四阶Runge-Kutta方法求解所得，数

值所得结果已经过反复验证。本文所研究的膜电位

为FHN-ML模型中ML神经元的膜电位。

2 模拟结果与分析

2.1 交流刺激对FHN-ML模型膜电位的影响

2.1.1 FHN神经元加入交流电刺激对FHN-ML模型膜

电位的影响 固定Iext=0 mA/cm2，对FHN-ML模型中的

FHN神经元加入交流电刺激Istim=0.8 sin(ωt)mA/cm2，在

此基础上研究ML模型中钾离子平衡电位以及交流

电的刺激频率的改变对该模型放电模式的影响。

从图 1a~e可以看出，交流电频率的改变对神经

元膜电位的发放模式产生了明显的影响。每个簇分

成左右两种簇发放形式，左边的簇呈现出方波形，并

且由不同周期的簇组成；右侧的簇由一定数量的“h”

形簇放电组成。当ω从0.002一直增加到0.024时，左

边簇中的不同周期的簇融合，即由9个不同周期的簇

减少为 3个不同周期的簇，进而减少为一簇，其中簇

中峰的个数随着ω的增加而减少，同时右簇中“h”形

簇放电的个数也在逐步减少。由此可见，刺激频率

对神经元的发放节律和模式具有重要影响。从图 1f

也可以看出，随着ω的增加，神经元的 ISI序列经历多
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次逆加周期过程。其中，ω在[0.005, 0.025]中的逆加

周期表明左右两簇中簇的减少，而ω在[0, 0.005]中的

逆加周期表示的是左簇中分裂成簇的个数的减少。

固定交流电刺激频率ω=0.005 rad/s，图 2 为当

Fig.1a-e are membrane potential diagrams in different alternate current (AC) frequencies ω, and the value of ω is

0.002, 0.005, 0.008, 0.016, 0.024, respectively; Fig.1f is the ISIs bifurcation diagram with respect to ω.

图1 当 Iext=0 mA/cm2，Istim=0.8 sin(ωt) mA/cm2时，不同交流电频率ω对应的神经元膜电位图及关于交流电频率

ω的 ISI分岔图

Fig.1 With Iext=0 mA/cm2, Istim=0.8 sin(ωt) mA/cm2, membrane potential diagram in different AC
frequencies ω and ISI bifurcation diagram with respect to ω

a b

c d

e f

Iext=0 mA/cm2，Istim=0.8 sin(ωt) mA/cm2时，不同钾离子

平衡电位Vk所对应的复杂簇放电模式，每个簇分成

左右两种簇发放形式，右簇由多个形如“h”的簇组

成。当Vk=-0.6 mV时，左簇为形如“H”形的簇发放，

而当Vk减少到-0.8 mV时，左簇由两个形如“H”形的

簇发放组成。随着钾离子平衡电位Vk继续从-0.9 mV

减少到-1.6 mV，左簇发放形式发生了明显的变化，变

化后的左簇由两个簇数量不等的方波形簇组成，而

右簇中“h”形簇的数量也随着Vk的减小而减小。

2.1.2 ML神经元加入交流电刺激对FHN-ML模型膜

电位的影响 固定 Istim=4 mA/cm2，对FHN-ML模型中

的ML神经元加入交流电刺激 Iext=0.2 sin(ωt) mA/cm2，

在此基础上研究ML模型中钾离子平衡电位以及交

流电的刺激频率的改变对该模型放电模式的影响。

图 3a~e为不同交流电频率ω对应的神经元膜电

位图，交流电频率的改变对神经元膜电位的发放模

式产生了明显的影响。每个簇都由多个不同周期的

簇组成；当ω从 0.002一直增加到 0.005时，每簇中不

同簇的数量逐渐减少。当ω=0.002 rad/s时，每簇中含

有 12个小簇；当ω=0.003 rad/s时，每簇中含有 5个小

簇；当ω继续从 0.004增加到 0.006时，每簇中小簇的

个数由3个减少到2个，最终变为一大簇。从图3f中

可见，随着交流电频率ω的增加，神经元 ISI序列经历

多次逆加周期过程。

固定交流电刺激频率ω=0.005 rad/s，图 4 为当

Istim=4 mA/cm2，Iext=0.2 sin(ωt) mA/cm2时，不同钾离子平
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衡电位所对应的神经元膜电位发放模式。当Vk= -

0.70 mV 时，每簇的发放形式形如“H”；当 Vk=-0.80

mV 时，每簇由两个形如“H”的簇组成；当 Vk=-0.85

mV时，左簇中左边的“H”转变为一个方波和一小簇，而

右边的“H”簇改变为由一小簇和一个“H”组成;当Vk=

-0.90 mV时，发放模式改变为方波形簇发放。

2.2 时滞对FHN-ML模型膜电位的影响

时滞普遍存在于大多数生物物理系统中，且是

神经信息传递所固有的。对神经系统中时滞作用的

研究大多集中在考察耦合神经元或神经元网络上，

因此，本研究利用FHN-ML神经元和ML神经元电耦

合模型，通过在两个神经元的耦合中加入时滞参数，

来考察时滞对FHN-ML模型发放活动的影响。

加入时滞参数后的改进模型如下：

dV1
dt

= V1 -(V 3
1 )/3 - Y + Istim + gc(V2(t - τ) - V1)

C
dV2
dt

= -gCam∞(V2)(V2 - VCa) - gKw(V2 - Vk)
-gL(V2 - Vl) - Iext - I + gc(V1(t - τ) - V2)

其中，τ表示ML神经元与FHN神经元之间的时滞，其

他值的意义保持不变。

固定C=1.6 μF/cm2，Istim=0 mA/cm2，Iext=0 mA/cm2，

从图 5a~d可以看出，不同的时滞对神经元膜电位的

发放模式有较大的影响。当时滞为0时，神经元出现

周期 1和周期 2交替的混合发放；当时滞增加到 0.02

时，神经元出现周期为 4的发放，并且每簇中第 2个

峰和第3个峰之间有一小段间隔；当时滞继续增加到

0.20和0.40时，神经元分别出现周期为5以及周期为

7的发放，即，每簇中峰的个数随着时滞的增加而增

加。从图5e中也可以看出，当时滞为0时，神经元的

ISI序列经历来一个混沌发放状态，而随着时滞的增

加，经历了多次加周期分岔过程。

2.3 FHN-ML模型的快慢动力学分析

固定 Istim=4 mA/cm2，Iext=0 mA/cm2，应用快慢动力

学分析方法，以ML神经元中的慢变调节电流 I作为

可变参数，对 FHN-ML模型中不同的簇放电活动进

行分类。

2.3.1 快变子系统分岔曲线的上支仅有一个Hopf分

岔点的簇放电 图 6a是当C=2.4 μF/cm2时，ML神经

元的膜电位发放图。利用快慢动力学分析来研究不

同类型的簇放电模式。选择慢变量 I作为分支参数，

图 6b表示快变子系统的平衡点关于慢变量 I形成了

一条Z形分岔曲线，并且此簇放电的轨线附加于图1b

中。在快子系统Z形分岔曲线的上支且I=0.596 459 86

时，仅有一个Hopf分岔点（H）产生，快变子系统的稳

定焦点经由点H处的Hopf分岔而失稳，与此同时稳

定极限环产生。Z形分岔曲线的中支和下支分别由

The value of Vk in fig.2a-d is -0.6, -0.8, -0.9, -1.6, respectively.

图2 当 Iext=0 mA/cm2，Istim=0.8 sin(ωt) mA/cm2时，不同钾离子平衡电位Vk对应的神经元膜电位图

Fig.2 With Iext=0 mA/cm2, Istim=0.8 sin(ωt) mA/cm2, membrane potential diagram in different
potassium equilibrium potential Vk

a b

c d
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Fig.3a- e are membrane potential diagrams in different AC frequencies ω, and the value of ω is 0.006,

0.005, 0.004, 0.003, 0.002, respectively; fig.3f is ISIs bifurcation diagram with respect to ω.

图3 当 Istim=4 mA/cm2, Iext=0.2sin(ωt) mA/cm2时，不同交流电频率ω对应的神经元膜电位图及关于交流

电频率ω的 ISI分岔图

Fig.3 With Istim=4 mA/cm2, Iext=0.2 sin(ωt) mA/cm2, membrane potential diagram in different AC
frequencies ω and ISI bifurcation diagram with respect to ω

a b

c d

e f

The value of Vk in fig.4a-d is -0.70, -0.80, -0.85, -0.90, respectively.

图4 当 Istim=4 mA/cm2, Iext=0.2 sin (ωt) mA/cm2时，不同钾离子平衡电位Vk对应的神经元膜电位图

Fig.4 With Istim=4 mA/cm2, Iext=0.2 sin (ωt) mA/cm2, membrane potential diagram in different potassium
equilibrium potential Vk

a b

dc

中国医学物理学杂志 第34卷－310－

V
2/m

V

V
2/m

V

V
2/m

V
V

2/m
V

V
2/m

V

V
2/m

V
V

2/m
V

V
2/m

V
V

2/m
V

t/ms

t/mst/ms

t/ms

t/ms

t/mst/ms

t/mst/ms



鞍点以及稳定结点构成。Vmax和Vmin分别表示极限环

上膜电位V2的最大值和最小值。LP1和LP2为鞍结

分岔点，LPC表示极限环的鞍结分岔。

在此簇放电的产生过程中, 当快变子系统的参

数 I减小时，相应于Z形分岔曲线下支稳定结点的静

息态经由 I=0.557 491 时的鞍结分岔 LP1 消失，转迁

Fig.5a-d are membrane potential diagram in different time delay parameter τ, and the value of τ is 0.00, 0.05, 0.20, 0.40, re-

spectively; fig5.f is ISIs bifurcation diagram with respect to τ.

图5 不同时滞τ对应的神经元膜电位图及关于不同时滞τ的 ISI分岔图

Fig.5 Membrane potential diagram in different time delay parameters and ISIs bifurcation diagram with respect to τ

b

c d

a

e

a: Time series of the membrane potential b: Fast-slow dynamics analysis of the fast subsystem

图6 当ML神经元的膜电容C=2.4时，产生“fold/homoclinic”滞后环的“fold/homoclinic”型簇放电活动

Fig.6 Fast-slow dynamics of "fold/homoclinic" bursting via the "fold/homoclinic" hysteresis loop when
capacitance of ML neuron C is 2.4
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到 Z 形分岔曲线上支周围稳定极限环的放电状态。

当参数 I的增加时，稳定极限环碰到了Z形分岔曲线

中支转为鞍点同宿轨线，经由鞍点同宿分岔返回到

静息状态。

这样，静息状态转迁到放电状态的分岔是点

LP1 处的鞍结分岔；放电状态转迁到静息状态的分岔

是鞍点同宿分岔。根据快慢动力学分析的分类方

法，此簇放电模式称为“fold/homoclinic”型簇放电。

考虑引起滞后环产生的分岔，即从簇放电的下状态

转迁到上状态的分岔为点LP1 处的鞍结分岔，而从

簇放电的上状态转迁到下状态的分岔为鞍点同宿分

岔。因此，此簇放电模式是经由“fold/homoclinic”滞

后环的“fold/homoclinic”型簇放电。

2.3.2 快变子系统分岔曲线的上支无Hopf分岔点的

簇放电 图 7a是当C=2.0 μF/cm2，VCa=0.6 mV时，ML

神经元的膜电位发放图。图7b表示快变子系统的平

衡点关于慢变量 I形成了一条Z形的分岔曲线，并且

此簇放电的轨线于图 7b中叠加于 Z形分岔曲线上。

在快子系统的Z 形分岔曲线的上支由稳定焦点构成，

没有Hopf分岔点产生。Z形分岔曲线的中支和下支

分别由鞍点以及稳定结点构成。

由于快子系统分岔曲线的稳定上支没有Hopf分

a: Time seriesof the membrane potential b: Fast-slow dynamics analysis of the fast subsystem

图7 当ML神经元的膜电容VCa=0.6时，产生“fold/ fold”点-点滞后环型簇放电活动

Fig.7 Fast-slow dynamics of bursting via the "fold/fold" hysteresis loop when membrane capacitance of ML neuron
(VCa) is 0.6

岔点产生，所以不存在相应于放电状态的稳定极限

环, 因此无需考虑与放电状态产生或结束有关的的

分岔，而是考虑引起滞后环产生的分岔。随着快子

系统的分岔参数 I的减小，稳定结点构成的下静息状

态经由鞍结分岔LP1（I=0.530 802）消失，转迁到由稳

定焦点构成的上静息状态；随着分岔参数 I的增加，

上静息状态经由鞍结分岔 LP2（I=0.652 104）消失而

转迁到下静息状态。

一个点-点滞后环将由两个静息状态，相应于分

岔曲线上支的稳定上状态与相应于Z形分岔曲线下

支的稳定下状态之间的相互转迁而产生，LP1和LP2

为鞍结分岔点，因此，此簇放电模式是“fold/fold”点-

点滞后环型簇放电。

3 结 论

以 FHN 模型和 ML 模型为基础，通过两个神经

元的电耦合，得到一个 FHN-ML模型。分别对该模

型中的ML神经元和FHN神经元增加不同的交流刺

激，簇发放会发生断裂，分裂为左右簇。在对FHN神

经元加入交流刺激时，右簇由“h”形簇组成，左簇由

“H”形簇组成，且随着钾离子平衡电位Vk的减少，左

簇由“H”形变为方波形；随着交流频率ω的增加，左簇

出现融合且右簇出现簇减少现象。对ML神经元加

入交流刺激，当交流频率ω较小时，簇发放断裂成好

几簇并随着ω的增加而发生融合；同样的，改变Vk，左

右簇中的“H”形逐步转变为方波形，并且簇中峰的个

数增加。另外，在模型中增加时滞参数τ，时滞的增加

会导致神经元先后经历混合状态，加周期的簇发

放。当模型增加外界刺激和考虑时滞因素后，模型

表现出许多新的簇发放模式。最后，对于不同的簇

放电，以ML神经元中的慢变调节电流 I作为分支参

数，应用快慢动力学分析方法就分岔曲线上有无

Hopf分岔点的两种情况进行研究，得到了两种簇分

类活动：（1）当膜电容C=2.4 μF/cm2时，出现一个经由

“fold/homoclinic”滞后环的“fold/homoclinic”型簇放

电；（2）当膜电容 C=2.0 μF/cm2，VCa=0.6 mV 时，出现

“fold/fold”点-点滞后环型簇放电。基于上述研究结

果，我们可以进一步研究该模型的动力学行为和机制。
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