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　　应用 Fife量级来讨论三维 eikonal方程.首先 , 将 eikonal方程放在 Fife量级的框架内 , 得

到回卷波解.其次 , 直接用 Fife量级来摄动 eikonal方程 ,也得到类似的回卷波解.这两种不同

方法得到的理论结果本质上一致 , 而且都在 BZ 反应中实际观察到.这些结果有助于深入研

究反应扩散理论和彻底解决 Fife边值问题.
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1　引 言

反应扩散系统中所形成的波形 ,一直是人们研究的对象.在此领域的研究对象主要有

两个:一是振荡介质 ,一是激发介质.前者由经典的 λ-ω系统 ,利用普通的分歧理论 ,已经

很好地理解.后者 ,由于存在变化很快的边界层和边界层旁边的变化很慢的静息态 ,通常

的分析方法不能很好地处理这两种状态变化.二维情形的边界层形状是螺旋波 ,已有较多

的理论和数值结果;三维的情形是回卷波 ,理论上还没有很好的分析 ,主要原因是描述三

维边界层的 eikonal方程太复杂.所以 ,高维激发介质目前还留下很多问题 ,确定边界层的

形状更是研究的重点.本文引入 Fife量级 ,得到与实验和数值结果一致的回卷波形.

普通激发介质的动力学方程为

ut =D1Δ
2
u +f(u , v)/ ,

v t =D 2Δ
2
v +g(u , v).

(1)

为研究方便 ,作适当变换 ,可将(1)式改写为如下形式:

 u t = 
2
Δ
2
u + f(u , v),

v t = δΔ
2
v +g(u , v),

(2)

其中 u 是快变量 , v 是慢变量 , 是小参数 , δ是扩散系数的比率.选取不同的反应项可表

示化学反应模型 、心脏组织模型和阿米巴细菌模型等.对普通的激发介质来说 ,在 u , v 平

面上要求 f(u , v)的零值线是倒 N 形曲线 , g(u , v)的零值线单调上升 ,且两者相交在 f

=0曲线的左分支 ,如图 1所示.

处理方程(2)最有效的方法是奇异摄动 ,一维的情况可见文献[ 1] ,二维以上的情形主
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图 1　激发介质的特征曲线

要结果为:方程(2)当  =0时得到

f(u , v)=0 , 　v t =g(u , v) (3)

或

u±=h±(v), 　v t =g(h±(v), v), (4)

其中 u ±=h ±(v)对应 f(u , v)零值线的右 、左

两分支.方程(3)的解称为方程(2)的外解 ,两组

解的存在范围在 u-v 平面上分别为 Ψ+和 Ψ- ,

在 Ψ+与 Ψ-之间有一宽度为 O( )的边界层.

在此边界层内变量 v 可近似取常数 ,变量 u 在

此边界层内变化很快.u 在此层两边可能不连

续 ,需构造一个边界层函数连接u±=h±(v).

具体分析请见文献[ 2 ,3] .

关于此边界层 ,在二维情形 , Keener[ 3] 在

u-v 平面上建立了移动的坐标系 ,用类似一维行波的方法得到边界层满足的方程为

N + K = c. (5)

方程(5)称为 eikonal方程 ,其中 N 表示边界层的法向速度 , K 表示边界层的曲率 , c 表示

边界层作为局部波前的平面波速.此后 ,Gomatam[ 4]和丁达夫[ 5]分别提出形如(5)式的三

维 eikonal方程.在三维情形 ,波前曲面认为是一边界层 ,这时在方程(5)中 , N 表示波前曲

面的法向速度 , K 表示波前曲面的平均曲率 , c 表示局部波前的平面波速.

关于 eikonal方程的解将激发介质分为激发态(u =h+(V))和静息态(u =h-(V))

两部分.在二维情形 ,Fife[ 6]首先提出激发介质螺旋波的结构特点是高频 、短波长和慢速.

并用新的量级将反应扩散方程(1)化为一边值问题 ,但没有确定边界.文献[ 3]的分析结果

表明 ,上述边值问题的边界可由 eikonal方程确定 ,只是度量有所不同.他在文献中分析了

eikonal方程 ,而且得到与实际符合很好的螺旋波解.在三维情形 ,这方面的工作进展不

大 ,主要是三维 eikonal方程太复杂 ,用普通方法不能很好分析.本文用 Fife 量级 ,从不同

角度分析三维 eikonal方程 ,得到我们期望的理论结果.

2　分析结果

Fife[ 6]指出螺旋波的结构是高频 、短波长和慢速 ,并提出了如下量级:

r ※ 
2/3
r 　(短波长),

t ※ 1/3 t　(高频),

c ※ c
＊
+ 

1/ 3
c　(慢速).

　　Winfree[ 7]对 Fitzhugh-Nagumo模型计算表明 ,螺旋波的结构满足 Fife量级 , Karma[ 8]

理论分析表明 ,波长和频率也符合 Fife量级.本文对三维 eikonal方程也引入 Fife度量.我

们的分析包括两部分:一是将 eikonal方程放在 Fife 量级的框架内研究 ,二是直接用 Fife

量级来摄动 eikonal方程.两种方法得到的结果本质上一致 ,波形在 BZ 实验中都观察到.

三维 eikonal方程可表示为[ 9]
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c =
rt · rη×rλ

|rη‖ rλ|
- 

rηη· rη×rλ

|rη|
3
|rλ|

+
rλλ· rη×rλ

|rη‖ rλ|
3

+

, (6)

式中 r 表示波前的位置向量 , t表示时间 , λ, η是建立在局部波前上的曲线坐标[ 10] .我们

引入如下回卷波坐标系:

x =(R 0 +ρcosψ)cos ,

y =(R 0 +ρcosψ)sin ,

z =-ρsinψ.

(7)

在此坐标系下 ,我们寻求如下形式的解:λ=ρ, η= , ψ=ψ(ρ,  , t)则有

r =((R0 +λcosψ(λ, η, t))cosη,(R 0 +λcosψ(λ, η, t))sinη, -λsinψ(λ, η, t)),

r t =(-λsinψcosηψt , -λsinψsinηψt , -λcosψ·ψt),

rλ=((cosψ-λsinψ·ψλ)cosη,(cosψ-λsinψ· ψλ)sinη, -sinψ-λcosψ· ψλ),

rη=(-(R0 +λcosψ)sinη-λsinψcosηψη,(R 0 +λcosψ)cosη

　　　-λsinψsinηψη, -λcosψψη)

(8)

和

rλλ=((-2sinψ·ψλ-λcosψ·ψ
2
λ-λsinψ·ψλλ)cosη,(-2sinψ·ψλ-λcosψ·ψ

2
λ

　　　-λsinψ·ψλλ)sinη, -2cosψ·ψλ+λsinψ·ψ
2
λ-λcosψ·ψλλ),

rηη=(-(R 0 +λcosψ)cosη+2λsinψsinηψη-λcosψcosηψ
2
η

　　　-λsinψcosηψηη, -(R 0 +λcosψ)sinη-2λsinψcosηψη-λcosψsinηψ
2
η

　　　-λsinψsinηψηη, -λcosψ·ψηη+λsinψ· ψ
2
η).

(9)

将(8),(9)式代入(6)式 ,并化简得

c =
λ(R0 +λcosψ)ψt

1 +λ
2
ψ
2
λ (R 0 +λcosψ)

2
+λ

2
ψ
2
η

- 
(R 0 +λcosψ)(2ψλ+λψλλ+λ

2ψ3λ)

(1 +λ
2
ψ
2
λ)
3
(R 0 +λcosψ)

2
+λ

2
ψ
2
η

+Adi y , (10)

其中

A =
(R 0+λcosψ)

2(sinψ+λcosψ·ψλ)+(R 0 +λcosψ)(λψηη+λ
2ψλψ

2
η)+2λ

2sinψ·ψ2η

1+λ
2
ψ
2
λ [(R 0+λcosψ)

2
+λ

2
ψ
2
η]

3
.

特别地 ,当边界关于 z 轴对称时 , λ=ρ, η= , ψ=ψ(ρ, t),我们有

c =
λψt

1+λ2ψ2λ
- 

2ψλ+λψλλ+λ
2ψ3λ

(1 +λ
2
ψ
2
λ)
3
+

sinψ+λcosψ·ψλ

(R 0 +λcosψ) 1 +λ
2
ψ
2
λ

Fa . (11)

　　显然 ,三维 eikonal方程太复杂 ,即便是上面的最简单的对称情况 ,我们也无法直接去

研究它的解.下面我们对 eikonal 方程引入 Fife 量级 , 用两种不同的摄动方法分析

eikonal方程.　　

1)首先将 eikonal方程放在 Fife 量级的框架内 ,即对方程(6)引入摄动

14598 期 刘深泉等:用 F ife量级求解 eikonal方程



R = 2/3 r , 　T = 1/3 t , 　C = 1/3 c ,

则(6)式变为

C =
RT ·Rη×Rλ

|Rη‖Rλ|
- 2

Rηη· Rη×Rλ

|Rη|
3

|Rλ|
+
Rλλ·Rη×Rλ

|Rη‖Rλ|
3 . (12)

在新的变量下 ,时间 、空间和速度具有 Fife 量度 , eikonal方程变为类似(11)式的形式.我

们略去 O( 
2
)项(为方便仍用小写字母)得

c =
r t · rη×rλ

|rη‖rλ|
. (13)

将变换 λ=ρ, η= , ψ=ψ(ρ,  , t)代入

λψt

1 +λ2ψ2λ
= c 1 +

λψη
R0 +λcosψ

2

. (14)

对上述方程我们寻求如下形式的解:

ψ=ωt +αη +p(λ). (15)

将(15)式代入(14)式解出 p(λ)得到

p(λ)=
λ2ω2 -c2

c
-arctan

λ2ω2 -c
2

c
+c0. (16)

从而我们得到(13)式的 O( )解

ψ=ωt +αη + λ
2
ω
2
-c

2

c
-arctan λ

2
ω
2
-c

2

c
+c0 , (17)

其中 c0是任意常数 ,此解显然也是(10)式 O( )解 ,从解的表达式可知 , α=0 时 ,解关于

z 轴对称 ,且在任意 η=const的截面上 ,得到螺旋波解 ,于是整体上得到涡环解.当 α≠0

时 ,由于 η的影响 ,整体涡环解会发生不同的变形.图 2给出当 t=1 , c0=0 , c=1 , α=1 ,  

=0.1 , ω=1 , R 0=10时 ,两种不同的 λ取值由(17)式所得的波形.这两图的波形在 BZ 反

应中都出现过 ,从截面看 ,其构造与文献[ 11]的数值计算结果完全一样.

(a)　0<λ<10 , 0<η<5 (b)　0<λ<15 , 0<η<4

图 2　非轴对称涡环解
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　　2)直接用 Fife量级来摄动简化 eikonal方程 ,即对方程(10)引入如下摄动:

c = 1/3C , 　t = 1/3 T , 　λ= 2/3Λ.

我们得到 O( 
2/3
)解(为方便起见仍用小写字母)

c =
λψt

1 +λ2ψ2λ
-
2ψλ+λψλλ+λ

2ψ3λ

(1+λ2ψ2λ)
3
. (18)

方程(18)是对三维 eikonal方程用 Fife度量摄动简化后得到 ,它与 Keener的二维 eikonal

方程当 =1时完全一致.我们设 ψ=ωt+Χ(λ),并引入变量 θ=λΧλ,上式变为

-λ θ
 λ
=(1+θ2)[ cλ(1 +θ2)1/ 2 -ωλ2 +θ] . (19)

对上述方程 ,文献[ 9]中给出如下解:

当 λ很小时 θ=-cλ/2+ωλ
2
/3+O(λ

3
);

当 λ很大时 θ=-ωλ/ c-ω/c2+O(1/λ).

特别地 ,当 ω=(3- 3)c2/4 时 ,可综合两者得到

θ=-
ωλ
c

1+
1

3 +cλ
(. (20)

因此(18)式的解为

当 λ较小时　 ψ=k+ωt-cλ/2+ωλ
2
/6+O(λ

3
);

当 λ较大时　 ψ=k +ωt-ωλ/ c-ωlnλ/ c2+O(1/λ).

特别地 ,当 ω=(3- 3)c2/4 时 ,我们有

ψ= k +ωt -ωλ/ c -ωln(3 +cλ)/ c2. (21)

　　上面各式中 k 为积分常数.这样我们又得到了涡环解 ,且在 η为常数的截面上得到

阿基米德螺线 ,此解与(17)式的对称解(即不考虑 η的影响)本质上一致 ,都说明轴对称

图 3　轴对称涡环解

回卷波的整体结构为:组织中心是圆环 ,截面是螺旋波.图 3给出(21)式当 k =0 , t =1 , c

=1 , ω=1 ,0<λ<5 , R0=10时的波形.当然上面的解只是 O( 2/3)近似 ,其中没有计及 η

的影响 ,更精确的近似仍需继续研究.

14618 期 刘深泉等:用 F ife量级求解 eikonal方程



3　结 论

本文主要利用 Fife量级 ,通过两种不同的方法来简化三维 eikonal方程 ,从理论上得

到了我们所期望的回卷波.这些回卷波的结构与数值结果符合得很好[ 10—15] ,也在 BZ 实

验中出现过.从本文可知:

1.Fife量级本来是对二维螺旋波提出的.但本文的结果表明 ,这样的量级关系对三维

回卷波仍然有效.这说明 Fife 量级关系在时间和空间上刻划了激发介质转变层的构造特

点.

2.二维 eikonal方程在 Fife 量级的意义下 ,具有通有性 ,即对反应扩散方程来说与具

体的函数 f , g 无关.我们在方法 2)中得知三维 eikonal方程在 Fife 量级意义下与二维

eikonal方程一致 ,即方程(19).这说明三维 eikonal方程也具有通有性.

3.在方法 1)中 ,得到 O( )阶近似解.在方法 2)中 ,得到 O( 2/3)阶近似解.我们不仅

得到涡环解 ,而且从三维 eikonal方程的通有性可知 ,涡环解是激发介质回卷波的基本结

构.至于其它形式的结构 ,在 Fife量级的意义下 ,不过是涡环解的 O( 2/3)扰动.

当然 ,要更精确地了解回卷波的波形 ,彻底解决 Fife边值问题 ,就需要分析 η对涡环

的影响.也就是要解整个三维 eikonal方程 ,这无论从数值计算还是理论分析都要作更深

入的工作.
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ABSTRACT

In this paper , the Fife' s scaling is used to deal with the three dimensional eikonal equation.

Firstly ,we put the eikonal equation in the f rame of the Fife scaling and obtain the expected scroll

waves.Secondly , we directly use the Fife' s scaling to perturb the eikonal equation and obtain the

similar result.The results of two different methods are essentially the same and the pat terns have

been observed in the BZ reaction.
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