
第 2 2 卷 第 1 期

1 9 9 9 年 1 月

应 用 数 学 学 报 Vo L 22 N .o 1

A C T A M A T H EM A T IC A E A P P L IC A T A E S IN IC A J a n
. ,

19 9 9

各向异性相态场模型的

G i b b s 一T h o m v s o n 关系
’

刘深泉

(北京航空航天大学应用数理系
,

北京 1 0 00 8 3 )

陆启韶

(北京航空航天大学应用数理系
,

北京 1 0 0 0 8 ;3 中国科学院理论物理研究所
,

北京 1 0 0 0 80)

摘 要 本文利用奇异摄动的内
、

外解匹配方法
,

分析了各向异性时在相态场模型的边界

层上表面张力
、

法向速度
、

平均曲率和各向异性函数的影响
,

得到了各向异性时的 iG bb
s -

T h o m sP
o n

关系
,

以及边界层所满足的方程
.

关钮词 各 向异性
,

相态场
,

iG bb -s T ho m sP on 关系
,

奇异摄动
,

内
、

外解匹配

1 引言

纯 晶体在熔点附近的液
、

固态变化模型 的经典描述 为不考虑表面张力的 S te af n
模

型
,

这个模型的缺点是
,

在某些条件下
,

该边界 问题 的解不稳定
.

最近
,

在考虑表面张

力和稳定 因素的情况下
,

人们提 出了相态场 ( p h as
e
ife ld ) 模型

.

相态场模型首先考虑了

在温度影 响下的内部热扩散
,

得到 l[] :

、

1
1

11

.

1l
了`
.、

。 亡 = D 甲 2。 + l劝, ,

在为其中 tL 表示晶体的温度
, 。 > 0 表示液态

, 。 < 0

扩散系数
,

l 是潜热项
,

劝是引入的参数场
,

叻二

温度 为 二 时
,

参数场的无量纲 自由能量泛函为 l[] :

表示固态
,

在边界层上 u = 0
,

D

1 表示液态
,

劝二 一 1 表示固态
.
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.

J.1
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然后用 G inz b ur g
一

L a n d a u 方法
,

参数场 的变化可用下式表示
:

a劝

丽 OC

占F (劝
, u

)

占劝
( 1

.

3 )

.ll()

从而 由 ( 1
.

2 ) 和 ( 1
.

3 ) 得到参数场 的方程为
:

a劝 _ 。
一

,
.

丁认于= 产 V
`

劝+ f( 劝
,

司
,

次
-

-

了 4 口 、 了 , 一 , ,
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方程 (1
.

1)
,

( 1
.

4 ) 合称为相态场方程
,

当加上普通 的初始条件和 N eu m an
n 边界条件时

,

可以证明它有解 川
,

由于能量最低
,

所以它描述的状态是稳 定的
.

对此方程
,

当 百 与空间方向无关 时称为各向同性
,

否则称为各 向异性
.

在各向同

性 时
,

许 多文章讨论 了相态场 方程解 的性 质和结构
,

特 别是建立在边界上 的 iG b bs
-

T ho m sP on 关系
.

最近
,

文献 lz] 和 阁 在未考虑物理背景 的情况下
,

考虑 了各 向异性

的情形
,

他们假设小参数 百与空间方向有关
,

特别是与边界有关时
,

计算出了边界层的

树形结构和雪花形状
.

这一结果引起 了广泛的兴趣
.

首先
,

这些结构是从相态场方程计

算出的
,

表明相态场模型可 以很好地用来描述晶体的固
、

液态变化
,

从而增加 了人们对

相态场模型 的研究信心
.

其次
,

各向异性对边界 的影响在计算中起着关键的作用
,

但其

物理背景是什么
,

如何在边界层上起作用等等
.

这些刚刚提出的问题都与 晶体结晶的实
际过程紧密相关

,

如何解决这些问题受到普遍关注
.

一旦这些问题得到解决
,

我们不仅
可进一步 完善相态场方程的分析

,

而且可更好地理解晶体结晶的内在变化机理
.

本文主要讨论各 向异性时
,

在边界层上的曲面张力
、

法 向速度
、

平均 曲率和各 向异

性对边界层 的影响
,

得到了各向异性相态场 的 G ib bs
一

T h o m sP o n 关系
.

利用此关系我们
还得到边界层所满足的方程

.

2 理论分析

对方程 ( 1
.

2 )
,

我们假设小参数 百 与空间有关
,

即 百 = 万(
二 ,

,
,

t) 不失一般性
,

可设
百 = :

斌
x ,

夕
,

t)
,

其中
` 是小参数

,

叮(
x ,

,
,

t) 在远离边界层 时很小
,

在边界层上 刀(
x ,

,
,

t)

的大小直接影响边界层 的变化
.

为研究对边界 的影响
,

我们设 刀 = 刀(0)
,

0 表示边界在

(
x ,

功 点的法线方向和水平
二 轴 的夹角

.

我们仍用 G i n z b u r g
一

L a n d a u 方法
,

则有
:

、、.产
11

.

9曰
了
.

吸
、占F (劝

, 。
)

占劝
仪

即一次

从一般 的变分计算可知
:

、
掣

一 : ,二 (。
,二、 ) 一

: ,

0 r

口 /
,

口劝、
下厂

~

l 刀77
’

下 , 】+ ` -

o x \ O夕 /

a /
只一 ! 刀叮
O V \

a劝

a x
+ f( 劝

,

司
.

(2
.

2 )

我们 设 k = 。护价
,

则由 ( 1
.

1) 和 ( 2
.

2 ) 得到如下小参数化的相态场方程
:

{
瓮

一

脚、 + ,

譬
,

。一 。 2

警一
v 。̀ Z v ` ,一晶(

。 : ,

豁)
+ 一

晶(
。。 ,

豁)
+ 了(、

,
· )

· (2
.

3 )

对此相态场方程
,

我们用 内
、

外解匹配的方法
,

由 (.2 3 ) 的 O (司近似得到各 向异性
时边界层 的 iG b bs

一

T ho m sP on 关 系
.

一般地
,

我们设 了(哟 = f( 哟 + 。
,

且函数 f( 哟 为双

稳势函数
.

下面我们分别讨论内
、

外解
.

先构造外解
.

设方程 (2
.

3 ) 的外解为
:

{
劝 = 咖 + :

叭 十 : 2劝2 + …
,

u = u o + : u i + : 2 u 2 + …
, (2

.

4 )

将 (2
.

4 ) 代入 ( 2
.

3 )
,

得到
:
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对 O ( 1)阶有

{鲁
一 。 : 2一 + `

鲁
,

f (劝
。
) + u o “ 0

·

( 2
.

5 )

对 O (
:
) 阶有

!誓
一 D , 2

一警
,

t f
`

(劝
。
)劝

1 + “ 、 = 0
·

( 2
.

6 )

对 O (
: 2

) 阶有

r a , 。 _ _
。

.

,

a劝2

} 亩
一 刀 V

` u , + `

丽
’ _ - .

(2
·

7 )

飞
。 : 2

鲁
一 二 (。

2二 、 。

卜最(
。丫

瓮)
+

箭(
。: ,

警)
+

告`
, ,

劝̀。 , ,劝
2

“
’ + 一

接着来构造内解
.

内解存在于边界层内
,

假设边界层 的厚度为小参数
:

,

边界层很薄
,

我们必须用扩大的标度来观察
.

为此我们引进新的坐标
.

设

(二
,

约 点距边界 r 的距离
,

在 r 上的点 (
二 ,

功 有 袱
工 ,

,
, ` ,

的 二 。 而且 }v
:
}

)
,

△ , = K (K 平均曲率 )
.

我们定义 ,
(
: ,

,
,

t
,

的 为 r 上某一点开始的弧长
,

邻域内的一个局部移动坐标系
,

在新的坐标系下
:

当 : 很小
:
(
x ,

,
,

t
, :
)

= 1 (单位

则 (
: ,

s) 是

V r
·

V s = 0,

V Z。 = 。 r , + u a ,

}v
s
1
2 + 。 , △ 7 + 二

。

△ s ,

a u 1 a u -
.

a u
.

a u _

上二 l 二 二井 l + 一
r , + 二 - 句

.

丽 }(
二 , , ) 一 a t }(

, , s

)
`

口r
’

` ’

a s
`

( 2
.

8 )

对此边界层的内解
, 我们设在 r 的切线方向上变化很小

,

在法线方 向用扩大的标

度
: 二 r

/
。 ,

在新的标度下
,

方程 (.2
3 ) 的第一式变为

· : +

查
· ,·

二

+

一
D

(矗一
1

二
、

,

了
, .

1 _ _ J

二
_ . ,

八
+ “ 二 }v

s }
`

+ 奋
“ ·

△ r + 牡 · 。 s

) + `
气甲

` 十 万
`

’

` 甲 ’
了 ” ` 甲

’

/ ( 2
.

9 )

方程 (.2 3 ) 的第二式为
:

。 。 2 : ,

(、
` + 王

: 。、
: + 。亡、

,

)
\ 已

上塑鱼 、
,

尸军2 }二
。
}
, 、

,

十 。 ,

(
` z J 之

一
口 s

1
二

、

振
+ ` }v

” }
`
十 百叭△ r 十 叭 。 s

夕

、
灯、

,

丝鲜立
一 、

,

旦奥
.

、(
: 二 , , 一

、
二

E \
` 一

口 5 0 2 ,

十 了(劝) 十 二
.

(2
.

1 0 )

我们假设
:

丁劝一 % 十抑
, + 护叭 +.

二

飞
。 = 0U + : U l + : 2

2U + …
,

(2
.

1 1)

则 内解的各阶近似为
:

对 O ( l) 阶有
:

{
0U

二 : = 0,

和
肚

二 十

碧
肠

:

+ , (、
。

卜 u0 一 .0 (2
.

12 )
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对 O(
:
) 阶有

:

rt UO
: = Ul 。

a 价八平
。 :

二

+△ :
U0

二

+l r ,重 。 : ,

a (叮
2
)二

.

。 ~
.

。 `

一

一不尸一 坐 1二 十 叮
一
岁 1 2 2

十 刀
一

公 r 望 0 2

0 名 ( 2
.

13 )
.

/ a (刀刀
`

)二
一 l 一一二二- 一一 望 0 ,

一
\ 口 S

a (刀77
`

)

口z

, 。·

) (
二 。 、 一 : , , 二

) + ,
,

( ,
。
) ,

: + U I 一 0

对 。 (
: 2

)阶有
:

0U
, + : ,

lU
二

+ s 亡
0U

。
= D (巩

二 二

+ 0U
: ,

l ,
5
1
2 + △ : U I二 + 0U

,

) + l (重
。 :

+ : 亡垂 1 :

+ s 。平。 :

)
,

。 刀 2
(宙

。 亡+ : ,重 l 二 + s亡重。 :

)

、 2二 、 、 。 :

掣
I二

。
1
2 、 。 2

(、
2二 二 + , 。 : 。

l二
,
1
2 + △ : 。 l : 、 。 。。

△ ,
)

口 S
( 2

.

14 )

.

叮一坛
矛

价
、

一八口a一

一一

、
(旦毕卫

。 1二

巡黔
、 : :

、 (
· 二 · 。

一
。 ·二

) + ; ,
, ,

( ,
。
) r、

2
1
’ + 二

·

、 口 S 口 Z / - 一 ~

下面我们来匹配各阶近似的内外解
:

o ( 1 ) 阶近似

显然
,

对外解我们可从 ( 2
.

5 ) 的第二式分别解出 劝
。 的最大解和最小解 砂

。 = 劝吐 (
。 。

)
,

并代入 ( 2
.

5 ) 的第一式得
:

挚
一 D 二 2。 。 + `旦李主

,

0 艺 口t

解此方程可得 坳士
.

注意到上式 中外解 叻
。 二 物以 u 。

) 分别在 1 和 一 1

一边界层
,

需要用 内解匹配连接两边的外解
.

下面我们来看 内解
.

( 2
.

15 )

的邻域 内
,

中间有

对 内解 ( 2
.

12 )
,

在扩大 的标度下
, : 〔 (一 co

,

+ co )
.

取 0U = 0
,

则 重。
满足 的方程为

:

。 2 、 。 : 二

+

擎
、 。二 + 了(。 。 ) 一 。

,

O Z
(2

.

1 6 )

对此方程我们和外解加如下匹配条件
:

lim 重。
(
z
) = 劝。 一 l

r ,

之 一净 一己 (

l im
之一斗 + 。 ` ,

重。
(
z
) = 叻。+

}
r

.

( 2
.

1 7 )

另外
,

我们对外解 坳 士 和 内解 0U 加边界条件 鞠士 }
r 二 0

,

于是
,

我们就完成 了 O ( l) 阶

的近似 内外解 的匹配
.

O (
:
) 阶近似

对外解 (.2 6 )
,

我们类似 0 ( l) 阶的求法得到
.

对 内解
,

我们将 已知 0U
,

平 。
代入并整

理得
:

lU
二 二

+ l : : 宙。二 = 几

和
1 2 二

+

碧
、 1 : + f’( % )。

1 + ul

一护hwrt
二
一 △二

2 、 0二 一

(弩
、 。二 一

掣
、 。 ,

)(r
二 · 。

一
。 S二

)
·

(2
.

1 8 )

由 ( 2
.

1 5) 第一式得
:

lU
z 二

二 一扮 :垂。二 ,

其中 重。 由 (2
.

16 ) 给 出
.

此式我们对
: 积分一次

得
:

lU
二

= 一 l: ,重。 + e l
(
s ,

t )
,

(2
.

19 )
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此式表示 U l
在转变层内的变化

.

因为 Ul 关于 之
有界

,

所以 c l
(
, ,

t) = 0
.

在 (2
.

1 9 ) 式中

令
之 一 士 co 并利用匹配条件 (A Z ) 得

:

坳
r

}
r 、 = 一斤 :

咖引
r = 一斤 ,

吐
,

( 2
.

20 )

其中
, a 士 = 劝吐 {.r

此式就是各向异性时的最低阶 S et fa n 边界条件
,

此条件确定了 S et fa n 问题的边界
.

特别当各向同性时
,

可得 a = 劝。+ !
r 一 劝。一

}
r = 2

,

即普通 S et fa n 边界条件
.

我们 分析 ( 2
.

18 ) 第二式必须满足的边界条件
,

注意到
: r 记 = 认 , 2 : = K 分别表

示边界层 的法 向速度和平均曲率
,

口表示 r 的切线和
x
轴 的夹 角

,

}v lr = 1
,

则有

口 = 晋+ 口
, r 二 = c o s

暗 + 口)
, : , = s i n 峰 + 口)

,

所 以

d s

飞为 一 r ” sx = 一
而

其 中 p 表示边界 r 的切线方向
.

从而

a (刀 , ` )
, 、

d (刀刀
一

一

石二一一 气r 二 吕 , 一 T , s 二少= 一一了二
L, J U F

(2
.

2 1 )

此式几何上表示 明
`
在 r 切线方 向的方向导数

.

假设边界层在切线方向变化很小
,

省略
宙。 ,

项
,

则可将 ( 2
.

18 ) 第二式写为
:

倒价 、 _ _ ,
_

、

_ _ _

/ 。 _ _ _ _ 。

d( 刀澎卜
_

刀` 岁 i 二 二 + 一六
二

二岁 i 二 + J
’

(少。 )宙 i + U : = l a 刀
`
V 一 八刀

`
+ = 贵…二 1岁 0 2

a 之 \ Q p
/

(2
.

2 2 )

令 A 一 。 ,

务
+ 旦豁2是+ 厂 (。

。
)

,

则 .(z 22 ) 可写成
:

A , ,

一 ul +

a(n
, v 一

勒
,

尸二烈2、 , 0二
.

\ Q P /
( 2

.

2 3 )

注意到 A 是 L Z
(一 co

,

+ co ) 上 的线性算子
,

在原点处有单重零特征根且特 征函数为 平。二 ,

所以 A荟= 叮有解 的条件为 刀与此特征函数正交
.

即
:

厂
+ 一 `

一 ul 、 。 。 :

a(n
2二 一

时理二翼卫、风
:

d : 一 。

J 一 co 、 、 Q p
/ /

( 2
.

24 )

下面我们确定 U l
.

从 (2
.

19 ) 可知
:

lU
二

= 一 IV 宙 。 ,

所 以

U l

一
`V

关”
。
(
·
) d

· + 一 一̀ ` ,
,

(2
.

2 5 )

将上式写成
:

。 一 `V

关
`

卜g · (“ ,
一

, 。
(“ , , d“ 一 `V二 ,

·
,+ 一 一̀ ` ,

·

(2
.

26 )

令
之 分 士 co

,

利用匹配条件 (A Z ) 及 (.2 20 ) 得
:

. : 、 二

广OO , , : 、
。 , 二 、 、 」 二 .

, , 、

u ` ’ r 士 一 ` “

j0 、5 9 “ 、几 , a 士 一 尘 0、 “ , ) u “ 十 “ , 、 “
, `

,
, (2

.

2 7 )
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此表达式可唯一确定
c Z
(
, ,

t)
.

这样 lU 可完全由 ( 2
.

2 6 ) 确定
.

在等号 ( .2 2 5 ) 两边乘 宙。二 ,

并从 一 co 积分到 + co 得
:

产 +
。 ` 产 + 。 c ,

广 z 、
产+ 。 `

j--
_ lU 平“ ·

“ z

一
V̀
j--

_ 又
宙。 2

j0
宙。

(
`
) “

`

)
“ z + “ ,

--j
_ 重。·

“ `
·

(2
·

2 8 )

记 * 一 了寸毖。 。二 d : 一 a + 一 。 一 ,

将 (2
.

24 ) 代入则有
:

。 2 : 一 , v

广 (
、 。 :

/
’

d :

、 d : 、
(
a v o Z 一 、 : 2

理玉孚蝉、
。 ,

J 一 oo 、 J 。 / 、 Q P
/

( 2
.

2 9 )

此式中的 a 一 了笃 呻司
’ d :

表示边界上 的曲面张力
.

将 .(z 27 ) 中的
c Z
代入上式得

:

二 ,
I
r + 一 ,、

f
士一 (

s g n (、 )
。 土 一 、 。

(、 )) d、 、
毛

,、
/
+ 一

(、
0:

/
`

、 。
(
:
) d

:

、 d :

一
J o O J 一 co 、

J O /

.

I f
, 二 Z r , 2

.

d (刀刀
`

) 1
十 下 IO V 刀

-
一 八 叮

一

十 一一 ; 尸 , 一 l口
,

0 L Q P J
( 2

.

3 0 )

这样我们得到了 O (
:
) 阶的 G i b b s 一T h o m p s o n

关系
.

若记

r 士 00
. 、 、 、

r 十叨 / 产
.

、

j0 ( s g n (h ) a 士 一 宙。 (h ) ) d h 一 B 士
,

--j
_ L宙

。·

j0
宙。 ( z ) “ “

) “
z 一 B

,

则有
:

。 1
一
r + 一 , v (。

士 +

毛
。 、

+

毛f
。 v 。 , 一 、 。 ,

理二婴卫1
。

,

一 \ o / 0 L a P
J

(2
.

3 1 )

此式就是在各向异性时的相态场模型边界层的 iG b bs
一

T h o m sP o n 关系
,

它表示在边界层

两边上 的温度变化值受表面张力
、

平均 曲率
、

法 向速度和各 向异性函数及其方向导数的
影响

.

考虑 O (护 ) 近似后还可得更精确的边界关系
,

在此从略
.

3 结论

从上面 的分析可知
,

在各向异性的相态场的 iG b bs
一

T ho m sP on 关系 ( 2
.

3 1) 中
,

V 表

示边界上 的法向速度
,

K 表示边界上的平均 曲率
, 。 表示边界上的曲面张力

,

叮表示

边界上 的各 向异性影 响
.

它们都影响状态函数在边界上的值
.

从本文可知
:

( l) 当各向同性时
,

即 , 为常数
,

此时 占 = 2
,

我们的结论和文献 z[] 的结果一致
,

都描述了边界层上的各个物理和几何量的关系
.

(2 ) 当考虑到各向异性的影响时
,

表达式 (.2 3 1) 的各项有明显 的物理意义
,

即函数
u 在边界上 的值受几个物理和几何量 的影响

.

特 别是各 向异性量 价 和 沪 在 r 切线方

向的方向导数
.

显然这些影响综合考虑可使边界情况变得非常复杂
.

(3 ) 利用 K 和 V 的表达式 ( .2 31 )
,

我们可将边界满足的方程写成
:

a o

o r

一 `

下 ,l 只丁
0 0 不

一

零二
: + 。 1

}
r + 一 ,v( B士 +

O 一 、 丢
”
)

a d (刀”
`

)

占 d p
(3

.

1)

注意到
, r

表示边界 r 邻域 内的点 (
二 ,

功 到边界 r 的距离
,

所 以方程 ( 3
.

1) 解的零值线

对应方程 (1
.

1) 边界层 r
.

这样从理论上
,

我们将确定边界 的问题转化为方程 ( 3
.

1) 的求

解问题
.

但对该方程如何提 出初始条件和边界条件仍需深入研究
.
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(4 ) 各 向异性量 刀的选取应和实际背景相联系
,

并 由具体 问题 来确定
.

但从实验中

来确定结晶边界层上的 刀值很困难
,

我们至今 尚未见到这方面的实验结果
.

【2 ]在没有

物理意义 的情况下
,

取 , = 1 + 户 co s n o
,

其中 0 表示边界的法线与水平轴的夹角
,

当参

数变化时
,

他们用相态场方程计算出了树形结构和雪花结构
.

他们提出的边界关系是从
二阶非线性常微分方程的本征值 问题直接得到

,

与本文的计算方法完全不同
,

此外
,

他

们 的结果还忽略 了边界上 曲面张力这个重要因素 的影响
.

4 附录一边界上的匹配关系

我们只讨论沿边界的法线方 向的匹配情况
.

记边界层为 y (约
,

宽度为 O (
:
)

.

u(
x ,

t
, :
)

在边界附近有定义
.

外解 对 二 并 Y (t)
,

设

。 (
二 ,

t
, :
) = 。 。

(
x ,

t ) +
: 二 1

(
x ,

t ) + …

函数在 Y ( t) 两边的值 分别为 。吐
,

在 Y ( t) 点可能不连续
.

内解 设 : = (
x 一 Y ( t ) ) /

: ,
。 = U (

z ,

t
, 。
)

.

则有

U (
x ,

t
, :
) = 0U (

x ,

t ) +
: U l

(
x ,

t ) +
·

…

匹配条件 在转变层附近
,

使上述两个展开式相等
:

U (
z ,

`
, :
) = 。

(Y (̀ ) + : z ,

t
, :

) = 。
(Y (艺)

,

t ) +
。
二(Y ( t )

,

t )
z : +

告
U

:
二

(Y “ , t )
2 2: 2 +

从而得到匹配关系
:

(A l ) oU (士 co
,

t )

(A Z )

(A 3 )

U I
(士 co

,
t )

= 。 。
(Y (t )

,

t )
,

= 。 1
(Y (t )

,

t ) +
: u 。 二

(Y (t )
,
t )

,

(
: * 士 co )

.

z _ _ 、 、

1
` ,

(
“ ,

t ) 一 “ , ( Y ( t )
,

亡) + 万“
`二 ( Y ( t )

,

t ) + 泛
“ ` “ O Z X

( Y ( t )
,
t )

,
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