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一个特殊的分歧定理

刘深泉 王彦博 田 林

摘 要 本文主妥利用非线性分析 中的 隐函数存在定理
,

讨论 了一般非线性算子 当线性化部

分是满扮时的 分攻 问题
。

得到一个新的分攻 定理
,

并得到其推广形 式
,

文章最后叙

述 了我们 定理的应 用并提 出几个开问题
。

分歧理论是非线性分析的重要组成部分
,

它有丰富的物理
、

化学背景
。

一个物理过程必

然涉及多个参数
,

当参数变化通过某一点时
,

物理过程的解的本质发生变化
,

一

也就是出现了

分歧现象
。

典型的物理现象是沿柱体轴方向受压迫时
,

产生弯曲解的情况
。

从数学上
,

分歧

现象可抽象为如下形式
:

定义 1 设 X
,

Y为实 B a n
ac h空间

,

F 任 C ( X
,

Y ) 记 S 二 F
一 `

(由
,

假设 S中包含一条

曲线 C
,
C的一个内点

x 。
之任一邻域 U

。 ,

总有 ( U
。
\ C ) 门 S子中

。

则称 x 。

为 F关于 C的分歧

点
。

将 C写成实参数集
厂

、、

=
4 (入

,

0 )
:
入

一

( a ,

b) }
.

而将方程写成

F : 厂
伙 x X ~ Y F ( 入

,

O ) 二 O 共 Y V 入住 (
a ,

b )

称 ( 入
。 ,

O ) 为 F的一个分歧点
,

如果对 ( 入
。 ,

O ) 的任一邻域 口 ,

存在 ( 久
, x ) 任 U

x 子 O〔 X

使得
: F ( 入

, x ) 二 O 〔 Y 成立
。

当入为单参数时称为单参数分歧
,

否则称为多参数分歧
。

分歧理论的内容十分丰富
,

但主要问题是分歧点的存在性
,

许多文章利用各种工具
,

包

括隐函数存在定理
、

拓扑度
、

临界点理论等得到各种结论
,

但一 般 给 出 的 结 论 大 多 与

F r e

hd ol m算子有关
,

本文主要讨论一类特殊算子的分歧问题
,

得到一个简明的分歧定理
,

并

讨论此定理的各种应用
。

为此我们先作如下非线性分析的准备知识
。

在非线性分析中
,

对一般非线性算子引入 F r e d o h e ’ t导数后
,

有如下典型的隐函数存在定

理 ,

定理 1 设 X
,

Y
,

Z 为 B a n
ac h sP ac

e ,
U X

,

V C Y为
x 。 ` X

, y 。 。 Y的邻域
,

且

对算子

F 任 C
/
( U x V

,
Z ) 满足

( l ) F ( x 。 , y 。
) = 0 任 Z

( 2 ) F
, `

( x 。 , y 。
)

:
Y 、 Z 有有界逆
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则存在
r > o

,
各二

》

0
.

及

甲 三 C
产

( B ( x 。 , r )
,

B ( y
。 ,

乙) )

使得 V x 二

F ( x ,

B ( x 。 , r

甲 ( x ) ) = e 任 Y 成立
,

上面 B ( x 。 , r ) 表示 B a n a e h S p a e e X 中以
x 。
为中心

r
为半径的开球

。

对上面隐函数存在定理
,

若 X 或 Y有一是实数轴 R
’

时
,

我们可利用此特殊形成得到如下

单参数分歧定理
。

定理 2 设 X
,
Y为 B a n a e h S p a c e

F
:

R
/ X X , Y 满足

( l ) 卜
’

( 入
, o ) = O V 入 R

`

( 2 ) F
二 ` ,

F * ` ,

F * 二 “
连续可微

△
( 3 ) F

二 `
( o , o ) 一 A

:
X , Y满射

且 d 1m N ( A ) == n 三 1

则 入二 O 是方程 F (入
, x ) = O 之 分歧点

.

证明 由 id m N ( A ) 二 n
有限

,

故 N ( A )为 X的闭子空间
,

故存在 X 的闭子空间 X : ,

使 得直

和分解 X = N ( A ) 称 X
:

成立
.

构造算子

甲 :
R

产 x N ( A ) x X
, 一 ,

Y
。

甲 ( 入
, u , x :

) 二 F ( 入
, u + x l

) 其中 ( u , x ,
) N ( A ) x X ,

考察 ( 0 , 0 , 0 》
) 任 R

尸 火 N ( A ) 义 X
: .

算子甲在 ( 0 , 0 , 0 ) 点关于
x :

的 F r e 。 il e t导数

印
二 : `

( o ,
0

, o ) x l 带 = F
二 `

( o , o ) x 一带 : X
,

” Y
:

由假设 F
二 `

( o , 。 )
: X , Y为满射

,

故必有

甲 ` 二 :
( o , 。 , 。 )

:
X

,

, Y为满射
.

而甲
二 ; `

( 。 ,

o
, o ) 显然是 单射

.

再由假设

F ( 入
, x ) 的连续可微性可知 甲 ( 入

, u , x :
) 也是连续可微

,

从而得到

甲 二 : `
( 0 , 0

,

o )
:
X

、

、 Y是同胚
,

从而有有界逆
,

由隐函数存在定理
,

存在

( 0
, 0

,

) 泛 R
产 X N ( A ) 的邻域U

, x U , 及算子 X
, , :

U
: 、 U

二

, X
I

使得 V ( 入
, u ) 任 U

, 又 U
。

甲 ( 入
, u ,

X ,带 ( 入
, u ) ) = o 成立

-

即 F ( 入
, u + X

l . ( 入
, u ) ) = o V ( 入

, u ) : U
: x U 二成立

.

令 邑二 u 十 X
, . ( 入

, u )
,

由于X : ` ( 入
, u ) X

, , u 任 N ( A )
。

而 X
, 门 N ( A ) =

考0 } 故 友铸 0

所以 入= O 是 F ( 久
, x ) 二 O 之分歧点

,

且非零分歧解为 乙= u 十 X
, . ( 入

, u )
,

A ( 入
, u

)
·

U , x U ,
.

上面利用隐函数存在定理证明了分歧解的存在性
,

得到分歧解的简单构造
。

由于隐函数
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存在定理是用压缩映射
一

证明的
,

所以上面的定理也可用压缩映射来直接证明
,

此证明比较复

杂
,

我们也不在多述
,

其方法类似于 证明隐函数存在定理
,

但结果比较深刻
,

不仅得到存在

性
,

而且有如下估计

{} X
: 带 ( 入

, u ) }{
二 = 0 ( i{ u }}

二
)

定理 2 的结论中
,

参数空间为 R
’ ,

且分歧点为入
二 O R

` ,

我们很容易将上面定理 2作

如下推广
。

定理 3 设 X
,

Y为 B a n a e h S p a e e .

F
:
R K X 一卜 Y 满足

:

( 1 ) F ( 入
, 0 ) = o V 入〔 R

’ `

( 2 ) F
二 `

F 、 ` /
F 、 ` 二 ,

连续可微
.

1 = 1 ,

.2
·

二
。

△
( 3 ) F

二 ,
( 入

。 , 。 ) 二 A
:
X ” Y满射 其中入

。 任 R
”

且 d i n N ( A ) 二 n 上 1

则 入二 入
。

是方程 F ( 入
, x ) = o 之分歧点

.

证明
:

类似定理 2 ,

请读者 自己完成
。

.

下面我们讨论前面定理的应用
.

考察如下非线性方程

x + 入X 二 f ( 入
, x )

其中 f ( 入
,

0 ) 二 0 ,

而且

取 X = C
“ 〔a ,

b 〕
。

!}
x
}}
二

f ( 入
,

= n l a X

i

x ) 在 x 二 0是
x 的高阶无穷小

.

} x `
( t ) !

, i 二 o , 1 , 2 卜
,

b 〕

Y = C [
a ,

b二 }} y {{
二 su

t 令

下面可以证明 当入二 R
“
时 R为自然数

方程
x 十 大x 二 f ( 认

, X ) 出现非零分歧解
.

F
:
R

产 x X , Y

F ( 入
, x )

显然 F ( 入
, O ) = O

F
二产

( R
“ , 0

令 A
二 = F

二 ’

( R
, ,

x + 入x 一 f ( 入
, x )

而且由 F ( 久
, x ) 存在连续可微的 F r e 。

he
` t导数

。

) x 带 = x 带 十 R
“ x 带

0 )

则 N ( A
, :
) 二 S p a n

谧
s i n R t , e o s R t 卜

由常微分方程解的存在性定理可知
:

A
,。 :

X , Y为满映射

由定理 3可知 入 = R
“
即 A

、

的特征值点是方程 F ( 入
, x ) = 0 的分歧点 .

作为本文结束
,

我们提出如下 问题
,

欢迎读者与作者共同探讨

如何将上面局部分歧解推广到整体分歧解
,

进而与 H 。壮分歧联系起来
。
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