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美国数学月刊问题分析和教学中的应用 
刘深泉 

（华南理工大学数学科学学院， 广东广州  510640） 
摘 要：美国数学月刊主要刊登《大学数学》中有的独特创新的观点，这些内容经常综合大学数学中不同分别课程的知识点，

提出与经典教材不同的教学思路和新颖的解题方法。本文介绍几个大学数学中的几个典型问题和自己对极值单调性教学的新

方法，说明这些思路在《大学数学》教学过程的应用。 
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高等学校大学数学的教学包括《高等数学》，《线性代数》，《概率统计》，《复变函数》和《数学物理方程》等课程。一般

老师的教学过程只涉及一门课程，即便个别老师同时教几门课程，教学课程的方法内容大多独立完成。本文介绍美国数学月

刊刊登的几个新颖问题和作者在不同课程教学过程中的交叉方法，强调课堂应用最新研究成果，提高教学质量。 

1、 高等数学中的直线近似代替曲线，可用于计算曲面的面积，直线和曲线的相互转化是重要的技巧。 
文献[1]给出一个曲线转化为直线的图形解释，应用直观图形，没有证明符号直接得到圆的面积，请看下面图形变化： 

 

 
 
        从图形变换明显得到，圆的面积公式可以用三角形面积公式得到。这个图形直观变化，说明直线和曲线的转化在

面积计算的效果。用直线代替曲线是高等数学的基本思想，准确直观表达直曲转化对问题理解十分重要。 

2 、广义积分的教学在高等数学教学过程中十分特殊，若将积分理论和实际应用结合起来，教学效果会

十分明显。  
对广泛广义积分问题，理论上应用最多的是概率统计中的分布计算，包含常见的各类分布函数和密度函数。对实际问题，

微积分历史上最著名的例题是有点宗教色彩的 Gabriel’s 喇叭， 具体构造 是将双曲线   
1 [1, )y x
x

= ∈ +∞ 绕 x 轴旋转一

周，得到一个无穷长度的喇叭形状的立体图形，称为 Gabriel’s 喇叭，见图 。1 该喇叭立体具有一个很奇怪的特性：整个喇叭

的体积是有限值，但整个喇叭表面积的确是无穷大。  
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       这个例子非常有趣，课堂教学中可以吸引学生的好奇心理，经典教学应用是学习旋转体体积公式和立体曲面面积公

式。文献[1]给出 Gabriel’s 喇叭的一个变形，构造 Gabriel’s 结婚蛋糕。可以利用这个新奇问题，学习无穷级数的收敛发

散性。具体先 构造分段函数 

 
然后将阶梯函数绕 x 轴旋转一周，得到 Gabriel’s 结婚蛋糕，如图 ： 2  

 
 Gabriel’s 结婚蛋糕 具有有限的立体体积和无穷大的表面积的特点。直观计算容易得到 Gabriel’s 结婚蛋糕的整个体积为：  

 
显然这个级数收敛，且收敛到

3 / 6π 。 

下面说明 Gabriel’s  
结婚蛋糕的表面积为无穷大。致意所有表面积等于圆柱蛋糕上面的面积和蛋糕侧面积之和构成。其中Gabriel’s蛋糕圆柱上

面的面积等于 

 
Gabriel’s 结婚蛋糕的侧面积等于  

 
显然，后面一个是调和级数，其和函数发散，这说明    Gabriel’s 

结婚蛋糕的所有表面积为无穷大。这个问题不仅有趣，而且将级数理论中最重要的两个级数联系起来，可以作为典型的级

数教学技巧。 

3、无穷级数的展开在不同课程中都有不同的表达，高等数学中有泰勒级数，傅立叶级数，复变函数中有

泰勒级数和罗朗级数，积分变换课程内有傅立叶积分公式等。这些内容之间的关系如何，有什么应用？  
      一般教学过程，大家熟悉的关系是罗朗级数的特殊形式是泰勒级数，傅立叶级数有三角形式和复数形式等。但如果利

用公式 cos sinie iθ θ θ= + ，在周期函数任意阶导数存在且满足这些级数的收敛条件时，可以得到泰勒级数和傅立叶级

数内在关系[3]： 

 

实数泰勒级数 ： 0
0

( ) ( )n
n

n
f x a x x

∞

=

= −∑           扩展到复平面 

复数泰勒级数 ： 0
0

( ) ( )n
n

n
f z a z z

∞

=

= −∑           解析函数 

复数泰勒级数 ：
0

( ) n in
n

n
f z a r e θ

∞

=

= ∑             复数形式  0
iz z re θ− =  
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傅立叶级数 ：
0

( ) ( cos sin )n n
n

f z p n q nθ θ
∞

=

= +∑     公式  cos sinie iθ θ θ= +  

   上面变换过程的逆仍然成立，从而将泰勒级数和傅立叶级数联系起来，可以说明在复数范围为，一定程度上两个级数可

以转化。这些教学内容将几门课程的不同教学内容联系起来，方便学生掌握大学数学 知识体系。 
      对上面的傅立叶级数展开，应用最广泛的是通信专业信号分析，课堂教学中一个典型的例子是人们的听觉就等效与一

个傅立叶分解[4]。进入人耳的声音分解为进入听觉器官内耳的耳蜗中的频率分量声音在耳蜗入口处振动，并沿基底膜产生

行波向前传递，根据输入信号的不同频率，在基底膜的不同位置上产生最大幅度的振动。耳蜗入口附近高频分量振动最大，

在耳蜗的纵深处低频分量振动最大。在基底膜上排列的神经细胞按振动振幅大小产生兴奋而发生脉冲。这样，变成内耳蜗频

率分析，其信息传递到听觉中枢而被识别为声音信号。 

4、极值问题和单调问题是高等数学教学的基本问题，内容包括一元函数和多元函数，对应的充分性判定

有很多结论。 
一元有一阶导数判别法，二阶导数判别法。多元函数极值判别法和拉哥朗日判别法等，更复杂的有调和函数的极值原理

等．教学过程中如何将这些内容综合起来? 这里设计了树型结构，将函数一点的单调性质和极值性质与这点各阶导数全部联

系起来。在函数 x a= 附近函数可导，利用导数的不同情形得到下列链型结构： 

 

   
'( ) 0 ''( ) 0 min '''( ) 0
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上面的链型结构说明函数在一点 x a= 附近的极值单调性质与各阶导数的关系，链型不仅包含皮亚诺定理的结论，而

且可以添加函数的凹凸性。教学中使用这个链型可以将很多知识联系起来。 

此外，教学过程中可以让学生分析特殊函数
2

1

0( )
0 0

xe xf x
x

−⎧⎪ ≠= ⎨
⎪ =⎩

 在链型结构的位置，对二元函数 ( , )u f x y= ，

如何类似构造空间的树型结构? 对应多元函数的理论证明，可以让学生联系高等数学中的多元泰勒公式和线性代数的二次型

正定负定性等知识完成 。 

5、结论 
       大学数学教学重要性十分明显，如何使用最新科研成果，提高教学水平也是十分重要的手段。本文介绍的几个美国

数学月刊典型例子和作者的教学体会，在作者高等数学的教学过程中，效果明显，学生反映很好，希望这些内容对同行的高

等数学教学有所帮助。 
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