
神经动力学中的基于映射模型 

摘要： 

自从 Hodgkin 和 Huxley 的开创性工作以来，生物神经元模型一

直由跨膜电压变化和离子电导动力学组成。直至最近离散动力系统-

也称作映射-开始作为有效的现象学神经元模型受到关注。本文的综

述试图提供一个明确的生物神经元基本映射模型，用于描述其动力学

性质、强调它们之间相似性和差异性以及它们与连续时间模型的关系；

探索它们在网络中的行为，并且检验它们在神经计算学中广泛应用的

可能性。 
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1、引言 

神经系统中最基本的元素-神经元是高度结构化并且非常复杂的细胞。它们

的基本组成和进程已经持续研究一个多世纪了，尽管仍有很多重要的细节还有待

商定，不过已经获得了足够的理解去建立与他们观察到的行为密切一致的数学模

型。 

与任何其他宏观物理系统一样，神经元的自然数学模型是由一组偏微分方程

（PDEs）控制的、扩展到时间和空间上的实值性质(例如膜电压)场；不过计算、

分析和理论因素可以使离散可视化。 

⚫ 空间离散化是计算神经科学中的一种常见方法。神经元被分割成有限数目的

单元，同时 PDEs 能够转换为常微分方程组（ODEs），自 Hodgkin 和 Huxley

的开创性工作以来，基于常微分方程的生物神经元模型一直以他们为标准。 

⚫ 时间离散化把常微分方程转换为离散的动力系统或映射。状态的更新应该与

有限的时间间隔同步，正是这种类型的离散化区分了本文所讨论的模型。 

⚫ 一旦时间和空间被离散化，值域的离散化就变得有意义，得到的模型是一个

有限状态的自动机。 

离散时间模型在复杂系统的物理学和人工神经网络领域中有着悠久的传统，

但直至最近它才作为合理的生物神经元模型受到关注。本文所讨论的是基于映射

的神经元模型，引言的剩余部分介绍了神经元建模的基本背景和一些对 ODEs 熟

悉的人有帮助的内容。 

1.1 神经科学中的建模 

然而，详细的神经元模型的优点不能够过分夸大，投入的模型细节越多并不

意味着我们能够得到更加准确的结果，这个方法的主要缺点有： 

⚫ 在数百个的模型单元中，我们不可能测量做到测量所有的参数，通常情况下

参数是在特定实验条件下的特定神经元中获得的合理的值附近摸索设置或

者从直接的证据中猜测的。 

⚫ 模型单元可能和真实系统一样难易被理解，由于真实神经元与模拟神经元成

分一一对应，因此无法深入了解神经功能的一般原理。 

⚫ 不管怎样，在某些点处细节的层次一定会受到限制，细胞层次的模型可能还

会转换为细胞器、基因表达和细胞外介质动力学这样的亚细胞或分子层次的

模型，并且，还有可能需要模拟多个不同数量级的时间尺度的进程，因此很

多简化的假设是不可避免的。 

⚫ 计算要求非常高 



 

图.[1]. 建模一个神经元。测量其电学、化学和形态学性质。然后神经元被划分成小的单元，

每个单元的测量或推断的特性被转换成标准的电导模型(在图中，只表示了最简单的被动特

性)。或者，可以使用参数空间变化的电缆模型。灵感来自[18]。 

由于以上原因，经常使用互补的方法：去掉不必要的细节，只保留神经元相

关的功能，从而建立一个简单的模型。而最常被删除的特征之一就是神经元的几

何特征，这就导致了神经元的电导模型只有一个或很少数量的单元。只有一个膜

电压值和一个可能延迟的连接的拓扑结构作为一个无尺寸的系统取代神经元的

空间结构。它可以反映突触的实际分布。单方程的形式是有值得研究的，因为它

有利于理解本文讨论对象模型的起源。Hodgkin- Huxley 模型的方程为： 

𝑐𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑔𝐿(𝑣 − 𝐸𝐿) + ∑ 𝐼𝑚,𝑗 + ∑ 𝐼𝑠𝑦𝑛,𝑗𝑗𝑗                   （1） 

公式里𝑣(𝑡)代表膜电压，𝑐𝑚代表膜电容，,𝑔𝐿代表反转电位𝐸𝐿的泄露电流的被动电

导系数，𝐼𝑚.𝑗和𝐼𝑠𝑦𝑛,𝑗分别代表原有的膜电流和突触的电流，这些都是在单位面积

下的变量；这些电流满足以下的公式: 

𝐼𝑗 = −𝑔𝑚𝑎𝑥,𝑗𝑚𝑗
𝑀𝑗ℎ

𝑗

𝐻𝑗(𝑣 − 𝐸𝑟,𝑗)                      （2） 

这里𝑔𝑚𝑎𝑥,𝑗代表给定电流中最大的电导，𝑚𝑗和ℎ𝑗是电流流动通道的激活和失活的



动态变量，常数指数𝑀𝑗和𝐻𝑗依赖调节激活和失活的子单位的数量，𝐸𝑟,𝑗表示形成

电流的特定离子的反转电位，对于变量𝑚𝑗和ℎ𝑗的动力学方程来源于确定的或随机

的带有转换率或概率的反应流程，这个反映流程在突触电流的情况下，依赖于电

压、离子浓度和神经递质的浓度。 

图 2 显示了在普通计算机上利用这些模型可以实现的效果，展示的是丘脑-

皮质[19]相互作用的建模的网络中，225 个细胞中四个活动细胞十秒内的变化.。

这个模型有四个层次，每个层次都包含不容类型的神经元（丘脑神经元、网状神

经元、锥体神经元和中间神经元）。每个神经元平均有 10 个变量，并连接 30 个

其他神经元。仿真在集成时间为 0.01ms 的 2G Hz 计算机上运行了半小时，虽然

这个模型看起来很简单，但它再现了睡眠-觉醒转换过程中典型的振荡节律并且

在评估调制器和麻醉剂对丘脑 -皮质系统 [20]的影响方面是有一定作用。

 

图[2] 四种不同的基于电导的单室模型(网状和丘脑中继细胞)或双室模型(神经元间和锥体

细胞)的膜电压的时间演化，这是丘脑-皮质系统的 225 个神经元模型[19]的一部分。 

但是对于很多目的来说这种程度的简化是不够的。在生成图[2]的网络中。要

估计出大多数参数的准确值是非常困难的，因为即使是微小的变化也会使放电频

率产生非常明显的变化。此外，模拟成千上万的神经元还需要一台超级计算机。

模型的积分放电族还需要进一步简化，特别是图[2]中非常流行的泄露的积分放



电模型。这个模型仍然是基于电导的，但是它去除了除膜电压以外的所有变量。

实际上，细胞膜的行为像一个电容一样，通过一个表示离子通道的电阻被动放电，

同时也可以被外部电流充电（例如突触电流）。这个模型的神经科学意义在于它

的阈值重置机制：如果电压达到阈值𝜃，电容则会瞬间放电至复位电位𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡，神

经元也称为峰发放。因此，在方程(1)的 Hodgkin-Huxley 模型中，动作电位至少

需要三个动态变量来表示为一个峰发放。因为动作电位大多数情况下都被认为是

一个固定的反映，因此这个是一个合理的简化。 

 

图[3]  (a)为泄漏的积分放电模型(LIF)，(b)为非线性泄漏的积分放电模型的等效电路。它们

仅在放电电阻的线性或非线性特性上有所不同。 

 

图[4].（a）为方程（3）LIF 模型的相位图，𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡=-75，𝐸𝐿=-70，𝜃=-40，𝑅 = 20，𝜏 = 25，𝐼 =

1。S 为稳定点，箭头表示流向。神经元处于静息或休息状态；（b）为(a)中系统电压的图形；

（c）为𝐼 = 2时（a）中的相位图，神经元处于周期性峰发放状态；（d）在图(c)中的系统电压

轨迹在每次复位时，画一条垂线来标记一个峰发放。 



根据前面的描述，LIF 模型的等效电路图如图[3](a)所示，。它的方程:为： 

τ𝑣̇(𝑡) = −(𝑣(𝑡) − 𝐸𝐿) + 𝑅𝐼; 

𝑣(𝑡+) = 𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡     𝑖𝑓 𝑣(𝑡
−) = 𝜃                                      （3）

这里𝜏 = 𝑅𝐶是方程（1）中的时间常数，𝐸𝐿称为泄露电流的反转电位，且是没有

外部电流输入情况下神经元的电位。这个模型分析起来非常简单：在𝑣 = 𝐸𝐿 + 𝑅𝐼

点处有一个全局吸收的稳定平衡点，但是如果它大于𝜃（𝑅𝐼 > 𝜃 − 𝐸𝐿）,由于临界

的情况，这个点就会消失，并且系统会遵循周期的轨道：神经元的峰发放进行周

期性变化。图[4]中为峰发放和静息状态下的相位图和轨迹线。尽管我们已经选择

了特定的参量值，使 v 能够在以毫伏为单位的膜电压和以毫秒为单位的时间范围

内，但是观察电压和时间单位是任意的。 

如图[3](b)所示，用非线性元件代替放电电阻，可以显著改善模型。例如：具

有双曲线特性 R(V)的电阻器会产生一个二次积分放电模型的方程： 

τ𝑣̇(𝑡) = 𝑘(𝑣(𝑡) − 𝑣𝑟)(𝑣(𝑡) − 𝑣𝑐) + 𝑟𝐼; 

𝑣(𝑡+) = 𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡     𝑖𝑓 𝑣(𝑡
−) = 𝜃                                 （3） 

通过图 5(a)和(c)的相图可以很好地理解这两个方程中参数的含义。对于 I=0

时，存在两个平衡点：稳定点𝑣𝑟 = 𝑣和不稳定点𝑣𝑐 = 𝑣(假设𝑣𝑟 < 𝑣𝑐且 k>0)。如果

𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡 小于𝑣𝑐，则所有的轨迹线都在𝑣𝑟（静息状态）停止。然而我们注意到这种状

态下神经元是兴奋的：如果初试电压大于𝑣𝑐（例如存在短暂的震荡），神经元在

静息之前会产生一个峰发放（如图[5]（b））。另一方面，如果 I 增大到大于𝐼𝑠𝑛 =

𝑘(𝑣𝑐 − 𝑣𝑟)
2

4𝑟
⁄ ，两个平衡点通过鞍节点的分叉消失，并且神经元进入周期性峰

发放。 

相对于线性模型对应的部分，非线性 LIF 模型的优点和鞍节点的分叉联系非

常紧密，它使神经元从静息变为兴奋且反之亦然。这与 I 型[22]中基于电导模型

发现的鞍节点是一样的。当外部电流 I 任意接近鞍节点值𝐼𝑠𝑛且频率成比例增长至

√𝐼 − 𝐼𝑠𝑛，则神经元能够在任意低频处产生峰发放。这些是鞍节点分叉[23]的普遍

的基本性质。当电压通过分叉水平时，它向峰发放临界点呈超指数增长（比较图

[5](d)或[7](d)中启动峰发放的上凸曲线与图[4](d)或[6](d)中向下凹曲线）。正确的

模型的起始峰发放具有重要的意义：具有自适应阈值的 LIF 模型能够以 2ms 的

精度再现真实皮层神经元在随机注入电流后产生 75%的峰发放，非线性 IF 模型

特别是指数 IF 模型（EIF）能够是这一比例提升至 90%。 

在单个神经元模型中，LIF 族模型具有高度的抽象性。一些参数并没和生物

物理性质一致；它们再现了观察到的神经元行为，而忽略了大多数潜在的机制，

由于这个原因，与机械和生物物理细节不同，它称作现象学。这篇综述中基于映

射的神经元模型对象都属于现象学的范畴。 

 



 

图[5].（a）为方程（4）QIF 模型的相位图，𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡=-75，𝑣𝑟 = −65，𝑣𝑐 = −55，𝜃 = −40，𝜏 =

66，𝑘 = 1，𝑟 = 25，𝐼 = 0。S 为稳定点，U 为不稳定点，箭头表示流向，神经元处于静止

或休息状态。（b）为(a)中系统电压的图形；（c）为 I=2 时（a）中的相位图，神经元处于周

期性峰发放状态；（d）在图(c)中的系统电压轨迹在每次复位时，画一条垂线来标记一个峰发

放。 

1.2．基于映射模型与基于 ODE 模型 

到目前为止我们已经介绍了利用常微分方程（ODEs）来描述神经元模型。正

如在引言中已经提到的，时间离散化在生物神经建模中是一个相对较新的发展。

ODEs被映射所取缔，映射将系统的状态从一个时间梯度更新至下一个时间梯度。 

我们可以将大多数基于映射的神经元模型的起源追溯到两个主要来源： 

⚫ 事件离散化，动作电位是一种典型的或有或无的且比神经元其他过程短的多

的事件，是一个非常自然的离散来源。在某些模型中，例如从经典的

McCulloch-Pitts[26]模型开始，经过 Nagumo–Sato[27,28]模型和 Aihara[29]模

型，这些模型族只有在一定时间间隔内是否存在峰发放是唯一有用的信息；

在某些情况下[30,31]，映射可以利用峰发放起始处庞加莱截面从一个连续的

时间[23]流直接推断出来；最终积分放电模型的阈值-复位机制是一个离散化

形式：在峰发放期间的变量流可以忽略，系统的状态从峰发放前跳到峰发放

后。将这种跳跃合并到基于映射的公式中是非常简单的。 



⚫ 通过数值积分基于 ODEs 模型的离散化。就和任何非线性系统一样，除了在

极少数情况下能够得到封闭形式的解，ODEs 必须要在不连续处进行数值积

分以获得精准的轨迹。通常情况下结果映射的优点只考虑数值积分的精确度

和收敛性。然而对于神经元模型，想要用尽可能大的时间间隔来模拟成千上

万的神经元网络，连同上述提到的由动作电位提供的离散化的自然驱动，使

得建模者可以自行建立离散方程作为最理想的神经元模型。此外，基于映射

的公式导致了几乎不可能从一个 ODE 的集成中产生的变体;混沌 Rulkov 模

型(见第 2.1.2 节)就是一个很好的例子。 

 

图[6].（a）方程（5）的基于映射的 LIF 模型的返回图，与图[4]有相同的参量；离散化间距

∆t = 2，峰发放𝑣𝑠 = 0，S 为一个稳定点，图中叠加了(b)中轨道的前 100 个样本的蛛网，神

经元处于静息或者休息状态；（b）为图（a）中系统电压的轨迹；（c）为 I=2 的情况下图（a）

的相位图，神经元处于周期性峰发放状态；（d）为图（c）中系统的电压轨迹。 

让我们仔细看看一些可以从最简单的基于 ODEs 的模型中得到的离散神经元

映射。在 1.1 节中引入的 LIF 神经元有一个简单而精准的离散化，除了需要一个

重置级别的变量来给一个准确的对应[32]的交叉阈值。离散化产生一个基于映射

模型𝑣(𝑡 + 1) = 𝐹[𝑣(𝑡)]， 

 

方程（3）连续时间模型对应的参数为𝑘 = 𝑒−
∆𝑡

𝜏，∆𝑡为离散化间距，对于连续



时间的一个小小的修改为这个离散的时间模型将峰发放表示为一个高电压值𝑣𝑠

并且峰发放持续了一个时间周期有限长的时间间隔。观察到映射F(𝑣)既包括亚阈

值动力系统也包括不连续的峰发放生成过程；阈值和重置机制的无缝连接是基于

映射模型的一个非常方便的特性。第一次返回映射[33,34]和在峰发放和静止状态

下的轨道如图 6 所示，注意到图[6](d)中的峰发放现在是轨道的一部分，占据一

个时间周期，时间轴表示离散时间间隔。否则，这种行为就无法与连续时间的行

为区分开来。 

 

图 [7].方程（6）的基于映射的 QIF 模型的首次返回映射，𝑓(𝑣) = 𝑣 + 𝑘(𝑣 − 𝑣𝑟)(𝑣 −

𝑣𝑐), 𝜇(𝑣, 𝐼) = 𝐼, 𝑘 = 0.02, 𝐼 = 0，其他的参量与图[5]中一样。S 为稳定点，U 为不稳定点。图

中叠加了(b)中轨道的前 200 个样本的蛛网，神经元处于静息或者休息状态；（b）为图（a）

中系统电压的轨迹；（c）为𝐼 = 1的情况下图（a）的相位图，神经元处于周期性峰发放状态；

（d）为图（c）中系统的电压轨迹.。 

非线性 IF 模型除了交叉阈值四舍五入误差外，还允许精确的离散化，得到

映射𝑣(𝑡 + 1)  = 𝐹[𝑣(𝑡)] 

 

在这种情况下，𝑓 (𝑣)和𝜇(𝑣, 𝐼)非平凡的方式取决于图 3 中非线性电阻的电压特

性。在构建离散时间模型是，最好使用简单的形式，而不是精准的对应连续时间

模型相应的部分。于是一个二次的𝑓(𝑣)和常数𝜇生成了基于映射的 QIF 模型，正

如我们看到的这个模型是这几个重要模型的核心。图[7]中呈现了它的返回映射

和两个轨迹。在连续时间情况下，当𝐼变大时，稳定性会通过鞍节点的分叉而消

失；与此相反，LIF 模型的不动点只是由于阈值分叉而消失。 

我们仅仅通过对基于 ODE 的模型进行数值积分就得到了 IF 映射。基于映射



的模型是连续时间的对应部分的数值积分，它的特征是它的返回映射与对角线的

紧密程度。除了由于阈值与复位机制导致的不连续外，在以上的离散化中这个特

征是很明显的。相比之下，本质上基于映射的一维模型的第一个返回映射明显偏

离对角线。作为一个例子,图 8 展示了混沌 Rulkov 神经元模型的第一个返回图和

轨道(见 2.1.2 节)。与图[7]的一个迅速比较可以看出，在这个模型中，导致混沌

行为的连续的单峰发放返回映射取代了硬阈值复位的不连续映射。其他固有的基

于映射模型也有提及例如 Chialvo.[35]（见 2.14 节）、Courbage 等人.[36](见 2.1.3

节)、Cazelles 等人[37]、Aguirre 等人[38]（见 2.2 节）、Aihara 等人[29]（见 2.3

节）。与基于 ODEs 的连续系统相比， 离散映射的约束更小,连续系统中震荡

至少需要两个维度，混沌则需要三个维度。在映射中（比如 IF 族这类具有跳跃

的基于 ODEs 的混合系统）中，这两个特性都可以通过一个变量来实现。这也是

一个优势，因为正如上述已经证实的模型那样，它以更小的成本提供了更大的便

利性；当震荡或混沌是不想要的副作用时，它就成了一个缺点了，这将在 3.3 节

解释。 

2.基于映射的神经元模型 

在这一节中，我们将回顾近年来最流行的基于映射的神经元模型，大多数都

或多或少的来源于 IF 族。IF 概念的一个特殊扩展，包括添加第二个慢速变量来

调节电压动力学，已被证明对建模特别有用。我们将在 2.1 节讨论它的变形。我

们认为它对从最著名的基于 ODEs 模型的 LIF 公式开始逐渐转向更加抽象且纯

粹基于映射的模型的发展是有帮助的。 

2.1．二维的快慢、峰发放-簇发放模型 

 

图[8].基于混沌 Rulkov 映射模型[18]的变量𝑥的第一个返回映射，𝛼 = 4.15、𝑦 = −2.8；S 为

稳定点𝑈1为不稳定点，图上叠加了(b)中轨道的网络图，神经元处于静息或休息状态；（b）为

图（a）中系统的 x 变量的轨迹。 



例如在 1.2 节中引入的单变量离散化的 IF 模型在最近的建模研究中吸引力

有限，主要研究其理论性。主要原因是 IF 模型非常简化，而离散化没有提供任

何计算上的优势。然而将 IF 模型扩展到两个变量已经被广泛接受，因为它是一

种通用且便利的基于映射的模型可以代替连续时间的峰发放爆破模型。 

 

图[9].一组不能由非线性积分放电模型再现的神经元行为；每种情况中，上部的轨迹表示神

经元电压，下部表示外部的注入电流；所有的这些行为都可以在二维的基于映射的神经元模

型中模拟出来；生成此图的代码来自于[43]，在这个 www.izhikevich.com 网站上可以免费获

取。 

事实上，单变量 IF 模型的局限性在试图重现神经元固有的某些类型的动力

学时变得很明显，因此应该依靠模型的自适应性而不是依靠外部的刺激。这些都

包括神经元的明显的特征，比如峰发放频率适应（而不是峰发放的周期）、Ⅱ型

的兴奋性（而不是Ⅰ型）、簇发放、阈值以下的震荡和共振。图[9]中展示了这一

列的行为。其中最关键的是区分两个不同变量所对应的两种不同的时间尺度。事

实上，在基于映射的 IF 模型中增加一个第二慢速变量把它转变为一个非常通用

且在最近的文献中得到广泛认可的神经元模型。图[9]中所有的示例都是由具有

相同变量的二维模型生成的。尽管一维模型（2.2 节）能够实现簇发放和普遍的

快慢时间尺度，但是这个一维的簇发放映射没有与神经元电导模型相关的参数并

且也没有得到广泛的认可。与此不同的是，本节描述的二维模型比较容易适用不

同的应用并且与标准的基于电导的标准连续时间模型相关联。在它们的 ODEs 方

程中，能够在[45,31]找到它们的深入的研究。 

基于二维映射的 IF 模型族符合以下一般方程： 

𝑣(𝑡 + 1) = 𝐹[𝑣(𝑡), 𝐼 ± 𝑢(𝑡)]， 

𝑢(𝑡 + 1)  = 𝑢(𝑡) ∓ 𝜖 · [𝑣(𝑡) − 𝑞𝑢(𝑡) − 𝜎],                          （7）  

http://www.izhikevich.com/


𝐹[𝑣(𝑡), 𝐼 ± 𝑢(𝑡)]非常像方程（6）中的非线性 IF 模型，它是一个体现电压在

阈值以下活动的函数同时也包括产生峰发放的阈值与复位机制； 

𝐹(𝑣, 𝐼 ± 𝑢)  = 𝑓(𝑣) + 𝐼 ± 𝑢                                    （8） 

我们将明确这族特定模型的机制和它非线性函数𝑓(𝑣)的形式。首先我们研究

一下在方程（7）和（8）下对所有模型都具有的一般的共同性质；在 IF 模型中，

变量𝑣表示跨膜电压，对于增加的变量𝑢，由于它在适应和爆发中的作用，通常称

作恢复和适应变量或者由于时间尺度的不同为一个缓慢的变量；小参量𝜖是时间

尺度分离的条件；因为𝐹(𝑣, 𝐼 ± 𝑢)在相空间是一直有序的，所以𝜖 ≪  1，除此之

外，如果轨迹是有界的，则𝜖和𝑞一定大于零，当𝜖大于零是，𝑢和𝑣相互影响使两

者差的绝对值变大。例如，如果𝐹(𝑣, 𝐼 ± 𝑢)中𝑢的符号是正的，则在𝑢(𝑡 + 1)中

∓𝜖[𝑣(𝑡)  −  𝑞𝑢(𝑡)  −  𝜎] 的符号则是负的，𝑢的值变大反过来也会导致𝑣的值变大，当 ϵ 大

于零时，会限制𝑢的增长。对于𝑞来说，当𝑣为常数时，𝑞大于零会使𝑢变为渐进稳

定。 

因此对于0 <  𝜖 ≪  1来说，变量𝑢的恢复变换比 v 慢的多，这保证了系统会

分为两个子系统。我们所称作快的子系统是由一个把变量𝑢看成一个固定参数 γ

的单独的电压方程组成 

𝑣(𝑡 +  1)  =  𝐹[𝑣(𝑡), 𝐼 ±  𝛾]                                (9) 

另一方面，由𝑢方程单独组成的慢子系统转变成为了由𝑣的平均值变化产生

的 γ的函数。例如如果对于在一个区域内每个𝑢的值，𝑣遵循N周期轨迹𝑉(𝑢, 𝑖), 𝑖 =

1, . . . , 𝑁,则𝑢的变化能够被下面方程近似替代： 

𝛾(𝑡 + 1) ≈ 𝛾(𝑡) ∓ 𝜖[
1

𝑁
∑ 𝑉(𝛾, 𝑖)𝑁
𝑖=1 − 𝑞𝛾(𝑡) − 𝜎              （10） 

这个可以作为平均值[46]扰动模型的离散时间对应的部分。这个标准分析技

术在非线性动力学[47]中有广泛的应用，由于神经动力学经常涉及缓慢变化的变

量它也经常运用于理论神经科学。由于在研究的模型族中，慢速变量𝑢插入到 v

的方程中，它的变化仅仅向上或向下移动到图[9]中快速子系统的返回映射中。如

3.1 节所示，这使得我们能够直观得理解簇发放和适应性。 

符合方程（7）描述的神经元模型在近些年来被一些作者独立的提出来。他

们的主要不同在于选择非线性函数𝑓(𝑣)和参量𝜖和𝑞的值，而最接近的模型是

由 Izhikevich [43,44]、Rulkov [49,50]、Courbage 等人[36]和 Chialvo[35]。 

2.1.1. Izhikevich 模型 

Izhikevich 模型最初是连续时间模型[43]，但是经过一毫秒的时间间隔[44]的

欧拉离散化之后转变为线面的映射： 



𝑣(𝑡 + 1) = 𝐹[𝑣(𝑡), 𝐼 − 𝑢(𝑡)]; 

u(t + 1) = {
𝑢(𝑡) + 𝑎[𝑏𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)];   𝑣 < 30
𝑢(𝑡) + 𝑑;                              𝑣 ≥ 30

                         (11) 

F[v, I] = {min
(0.04𝑣2 + 6𝑣 + 140 + 𝐼, 30);   𝑣 < 30

𝑐
                     (12) 

 

图[10]. （a）簇发放轨道中 Izhikevich 模型变量的时间变化，参量值𝑎 =  0.02, 𝑏 =  0.25, 𝑐 =

 −55, 𝑑 =  0. 𝐼 =  0.8；(b)当𝑢 − 𝐼 = −14.5时，快速子系统的第一返回映射，s 和 u 为子系统

的稳定点和不稳定点；刺激 I 输入两个不同的值产生了 c 和 d 的零斜线。根据快速子系统中

相应不动点的稳定性，将抛物型快速子系统的零斜线分为两个分支𝑁𝑠和𝑁𝑢；它们在鞍节点

𝑢 = 𝑢𝑠𝑛处相交。虚直线在为慢子系统的零斜线，带点的水平线为复位电压 v=c。𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠代表

快速子系统在每个固定的𝑢的值处峰发放周期的平均值的流形，𝑢ℎ代表对同宿峰发放轨道 u

的值；图（c）中，𝐼 = 0，整个系统的不动点 S 是稳定的，在图（d）中𝐼 = 0.8，不动点 U 是

不稳定的，（a）中的轨道叠加在图上。 

较小时间间隔的离散化的要求可能依据应用而不同，也只是导致𝐼, 𝐹(𝑣, 𝐼 −

𝑢), 𝑢和𝑏按比例缩小。 

在方程（11）和（12）中𝑣是以毫伏为单位的膜电压，𝑢是缓慢恢复（或）适

应的变量。与 Izhikevich 模型对应的一般模型参量的值为𝜖 =  𝑎𝑏 ≪  1, 𝑞 =  1/𝑏 

和 𝜎 =  0。因此𝑎 > 0是分隔时间间隔的小参量，同时也要注意参数 c 代表复位

电压。方程（8）中的非线性亚阈值函数显然为𝑓 (𝑣)  =  0.04𝑣2  +  6𝑣 +  140。慢

子系统包括了对一般模型的一个有意义的添加：当一个峰发放是放电时，慢变量

经历了一个值为参量 d 的突然跳跃。因此能够合并神经元放电对缓慢过程的影



响，进一步提升建模的灵活性。在[31]中这个参数的作用是一个很好的参考。 

注意到快子系统的返回映射正是 QIF 模型的返回映射。与图[7]（a）对比来

说，为了方便起见图[10]（b）所示的的慢变量𝑢是一个特定的值；然而，由于整

个模型是二维的，因此在这个返回映射中找到这个值。图 10(c)所示的零斜线的

相位平面表示更为合适。[21]所示的相平面系统中两个变量所有可能值表示的平

面；在 Izhikevich 系统中它是𝑢 − 𝑣平面。零斜线是相位图中每个变量在映射迭代

一次之后保持不变的线；它们是把其他变量看成一个不动点，每个子系统的不动

点。在 Izhikevich 模型中通过方程（11）的𝑣(𝑡 +  1)到 𝑣(𝑡)很容易得到快速子系

统的零斜线；在相平面可以得到以下曲线： 

𝑢 =  0.04𝑣2  +  5𝑣 +  140 +  𝐼   𝑖𝑓 𝑣 <  30。 

因此快速子系统的零斜线是一条抛物线，当𝐼增大或减小时，抛物线在相平

面内向右或向左移动（比较图[10]的 c 和 d）。这两个分支的零斜线意味着对于顶

点右侧 u 的每一个值，快速的子系统都有两个不动点，如图[10]（b）所示的一个

稳定点和一个不稳定点；相应地，抛物线零斜线的分支可以分为稳定的(𝑁𝑠)和不

稳定的(𝑁𝑢 )，抛物线的顶点位于快速子系统的鞍节点分叉处，顶点右侧的𝑢值对

应于图[7](c)中不动点消失的位置。 

另一方面，慢速子系统的零斜线是一条倾斜的直线。当状态在这条直线上方

时，𝑢变大；在下面时𝑢变小。参量 b 决定这条零斜线的斜率；它的作用将在第

3.2 节中讨论。快子系统和慢子系统零斜线相交的点是整个二维系统的不动点。 

图[10] (c)和(d)中标记为𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠的点状分段连续的流行表示快速子系统峰发

放周期的平均值。它不连续的点表示周期内变化。这个流形在直观的预测整个系

统的轨迹上是有用的。如图所示，当𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠完全位于慢子系统零斜线上方时，u

将会沿着峰发放轨迹稳定的增长到𝑢 = 𝑢ℎ，其中复位电压𝑣 = 𝑐与𝑁𝑢相交形成快

速子系统的同宿轨道。反之如果𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠与慢子系统的零斜线相交，如图[26]（b）

所示，整个系统可能会在交点的𝑢的值附近形成一个峰发放轨迹。 

Izhikevich 映射可以由两个不动点，如图 10(c)和(d)所示，这些点的特性随着

外部输入电流𝐼的变化而变化。这两张图的区别是与快速子系统（𝑁𝑠, 𝑁𝑢和𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠）

有关的流形的位移水平位移。当𝐼比较小时，如图[10]所示，𝐼=0 时，一个不动点

是稳定的，另一个是鞍点。在这种情况下，稳定的不动点是全局吸收的，因为即

使是开始出现峰发放的轨道，由于慢子系统的零斜线在𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠下方，最终也会落

在𝑁𝑠上并且靠近 a 的轨道持续到 S。神经元处于静息且易兴奋状态：当有一个可

以将 v 变到快速子系统零斜线的不稳定分支上的扰动，神经元就会产生一个峰发



放。 

当 I 增加时，流形向右移动，当𝐼𝑁𝑆，𝑙𝑧ℎ = 16.25 − 62.5𝑏 + 6.25(𝑏
2 −

(𝑏−𝑎)2

(1−𝑎)2
)

时，S 通过 Neimark–Sacker 分叉失去稳定性，这是接近 a 的慢零斜线与𝑁𝑢 − 𝑁𝑠

相交点处的值。在图[32]展示了这个分叉的图。应当指出的是当 I 的值比较小的

时候 S 就不在具有全局的吸收性，因为 Neimark–Sacker 分叉在临界点之下（除

非𝑏 > 𝑎 + 1[51]）。分叉之后，S 转变成了一个不稳定的焦点𝑈2。于是这两点不动

点都还存在，但都是不稳定的[图 10（d），𝐼 = 0.8]。系统被迫进入一个峰发放或

簇发放的轨道，这些轨道将会在 3.1 节讨论，图[28]（a）展示了转化如何依赖复

位电压 c 的值。 

2.1.2. Rulkov 模型 

这个模型最少有三个变形，第一个是由 N.F. Rulkov 提出来的。为了明确这

几个模型。我们将第一种模型称为非混沌 Rulkov 模型，第二种称为超临界 Rulkov

模型（也是非混沌类型），第三种称为混沌 Rulkov 模型。 

非混沌 Rulkov 模型由以下方程定义： 

𝑥(𝑛 + 1) = 𝐹[𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛) + 𝐼] ; 

𝑦(𝑛 + 1) = 𝑦(𝑛) − 𝜇[𝑥(𝑛) − 𝜎]    (𝜇 ≪ 1)                        （13） 

其中𝐹[𝑥, 𝑦] = {
𝛼(1 − 𝑥)−1 + 𝑦;   𝑥 ≤ 0
𝛼 + 𝑦;    0 < 𝑥 ≤ 𝑦 + 𝛼
−1;                  𝑥 ≥ 1 + 𝑦

                          （14） 

我们这里看到的是𝜖 =  𝜇 ≪  1, q = 0 与 𝑓(𝑥)  =  𝛼(1 − 𝑥) − 1时方程（7）和

（8）的模型。参量𝜎在这两个模型中确定出来（尽管在原来的公式中，Rulkov 模

型使用的是𝜎′ =  𝜎 + 1）。复位电压在不动点𝑥𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡  =  −1。参数𝛼的作用将在

稍后再解释。说句题外话，我们在 Rulkov 模型中的变量用𝑥和𝑦代替𝑢和𝑣，时间

记作𝑛而不是𝑡，是由于 Rulkov 在他的出版物里面建议只在现象学中的方法中使

用。在 2.1.1 节中描述的 Izhikevich 模型，每个时间间隔表示实时的一毫秒，变

量𝑣表示以毫伏为单位的膜电压，Rulkov 模型中没有表明它们与物理量的关系，

除了𝑥与膜电压有直接关联且统一了时间间隔。没有详细说明精准的转化。在一

些工作中[53,54]中，与 H-H 模型的比较中，作者建议每个时间周期∆t = 0.5的等

值比例应该为𝑣(𝑛)[𝑚𝑉] =
−50

1−√𝛼
𝑥(𝑛)，因为当𝑥 = 1 − √𝛼时，峰发放的阈值为

50 𝑚𝑉。当𝛼 = 4是峰发放的顶端为+50 𝑚𝑉。类似的对应关系可以在[55]中找到，

我们将在 5.2 节中讨论。 

图[11]展示了一个典型的簇发放轨道、快速子系统的返回映射和两个不同刺

激参量的值对应的零斜线图。返回映射同样是积分放电型的。对于整个系统来说，



通过图[10]（c）、（d）与图[11]（c）、（d）的对比，可以不仅可以揭示很多相同的

性质，也可以揭示一些有趣的不同。快子系统的顶点向右方向是由于在快速子系

统（9）中选择了加号。这意味着在 Izhikevich 模型中 u 是抑制的时候，变量 y 具

有兴奋的特性。因为这些变量仅仅是现象学中的，所以他们的区别不是很重要。

重要的是，在 Izhikevich 模型中，慢零斜线 x= σ 是水平的，而不是倾斜的。这是

由于在方程中缺少变量 y 增加的相关项：慢变量本身没有稳定或簇发放的倾向，

它是中性稳定的。除此之外，Rulkov 模型在慢零斜线和快零斜线的交叉处只有

一个不动点。当不动点在𝑁𝑠上时，μ趋近于 0 时，不动点是稳定的，否则是不稳

定的。更精确的说，稳定性发生改变是由于 Neimark–Sacker 分叉中条件为 

𝜎𝑁−𝑆 = 𝑥𝑁−𝑆 = 1 − √
𝛼

1−𝜇
                                          （15） 

如预料的一样μ接近快零斜线的顶点 

𝑥𝑠𝑛 = 1 − √𝛼                                                   （16） 

这有助于我们理解σ作为调节外部刺激的作用。它可以被同化为离子通道电导的

缓慢变化。在 Izhikevich 模型（这里𝜎 = 0）中没有参量𝜎的原因是：依照方程（7）

的所有模型中，𝜎的变化使慢子系统在𝑢 − 𝑣平面中垂直移动，而 I 的变化使快子

系统进行水平移动。在 Izhikevich 模型中，由于慢零斜线的斜率，两种类型的变

化使可以交换的：𝜎的值的变化∆𝜎等价于𝐼值的变化∆𝐼，且∆𝐼 = 𝑏∆𝜎，变量𝑢′ =

𝑢 − 𝑏∆𝜎。由于𝑢的值没有物理意义，因此使用𝐼作为一位的外部输入对模型的有

效性和灵活性是没有影响的。在 Rulkov 模型中，对于它的水平的慢零斜线，不

存在水平和垂直转变的等价关系，因此 I 和σ的影响不同。 

𝛼的作用类似于 Izhikevich 模型中 c 的地位，某种意义上，它决定了对于快

子系统的稳定和不稳定分支的复位电压的位置。在 Izhikevich 模型中，零斜线在

v 轴上是固定的，复位电压由参数 c 决定；在 Rulkov 模型中，复位电压固定在

x=1 处快子系统的零斜线随着𝛼的值而变化。这对动力学很重要：如果复位水平

线与快零斜线的分支𝑁𝑢相交，则簇发放只能在𝜇趋近于 0 的时候发生，我们将在

3.1 节中讨论这个问题。图[28]（b）展示了作为𝛼和𝜎的函数时模型的稳定性；对

比图 28[a]，在 Izhikevich 和 Rulkov 模型中，强调了𝛼和 c 与𝜎和 I 的对比。 

超临界 Rulkov 模型 超临界 Rulkov 模型[52]同样服从方程[13]，但是在方程

𝐹(𝑥, 𝑦)上有些不同，如下： 

F[x, y] =

{
 
 

 
 

𝛼2

4
− 𝛼 + 𝑦;   −1 −

𝛼

2
≤ 𝑥 ≤ 0

𝛼𝑥 + (𝑥 + 1)2;   0 < 𝑥 ≤ 𝑦 + 𝛼
1 + 𝑦;           𝑥 ≥ 𝑦 + 𝛼
−1;                𝑥 ≥ 1 + 𝑦

                            (17) 

 



 

图[11]. （a）沿着簇发放轨道方程（13）Rulkov 模型变量的时间变化，参量值𝛼 = 6, 𝜎 =

−1.3, 𝐼 = 0（b）𝑦 = −4时，快速子系统的返回映射。s 是子系统的稳定的不动点，u 是不稳

定的不动点。（c）和（d）是两个不同外部刺激σ的值的零斜线图。根据快子系统相应不动

点的稳定性，将抛物线型快零斜线分为两个不同的分支𝑁𝑠和𝑁𝑢；它们在鞍节点顶点y = 𝛾𝑠𝑛

处相交。虚水平线为慢零斜线，点状水平线表示复位电压 x=-1。𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠代表快速子系统在每

个固定的 y 的值处峰发放周期的平均值的流形，𝛾ℎ代表对同宿峰发放轨道 y 的值。在（c）

中𝜎 = −1.7，S 为系统稳定的不动点，在（d）中，U 是不稳定的不动点；（a）中的轨道叠加

在图上。 

图[12]（a）中的返回映射明显与图[11]（b）无法区分，图[11]（c）和（d）的零

斜线也没有任何区别。就像在非混沌 Rulkov 模型中，参量α决定了模型是否会

簇发放（这种情况下，簇发放时α大于 1）。但是这种映射的形式产生了一个非常

有趣的影响：能够自我持续地在阈值一下震荡[52]。我们将在 3.2 节中仔细的讨

论这种情形；在此我们指出这种差异性源自于不动点的 Neimark–Sacker 分叉从

亚阈值到超阈值的变化，我们因此对模型这样命名。这进一步说明临界值映射不

是双稳定的而非混沌模型是双稳定的。在图[12]（b）中一个超临界 Rulkov 神经

元接受到了一个初始的输入间隔且初始值很小并持续震荡。一个额外的短脉冲会

引起峰发放，但只能之脉冲持续期间，同时也没有双稳定。另一方面当一个非混

沌模型同样收到额外的短脉冲，如图[12]（c）所示，峰发放会一直持续到脉冲结

束以后，证明了在初始间隔的刺激水平下系统是双稳定的。此外，阈值一下的震



荡会逐渐消失。顺便说一句，正如我们之前所述，整个系统的双稳定性不存在与

超阈值模型中，也不要与有所展示的簇发放模型中的快子系统的双稳定性混淆。 

 

 

图[12].（a）超临界 Rulkov 模型[方程（17）]的快子系统的返回映射，α=1，y=-0.1。（b）在

超临界模型中，当μ=0.01 时，双稳定性的缺乏和低阈值震荡的论述；（c）当 α = 6 和 µ = 

0.01 时，在非混沌 Rulkov 模型中与（b）一样的情况，论述了低阈值震荡的衰减和双稳定性。 

混沌 Rulkov 模型.最后混沌 Rulkov 模型[49]也遵从方程（13），但是𝐹(𝑥, 𝑦)有一

个特别的形式： 

𝐹(𝑥, 𝑦) =
𝛼

1+𝑥2
+ 𝑦                          （18） 

注意到没有了分段构造的阈值重置函数𝐹(𝑥, 𝑦)。它被图[13]（a）中的单峰发放所

代替。它仍然有一对稳定-不稳定点，记作 s 和𝑢1，当𝑦 + 𝐼增加时，它们通过鞍

节点的分叉消失。峰发放轨道不再是周期性的，而是混沌的。图[13]（a）中的返

回映射叠加了一个这样的轨道。图[13]（b）叠加了一个混沌映射的经典分叉图同

时在相位图中可以看出爆发的混沌性质。在之前的模型中在鞍节点分叉𝑦 = 𝛾𝑠𝑛

可以决定簇发放的开始，而簇发放的结束通过外部转折点𝑦 = 𝛾𝑐𝑟处消失，在这个

点处快速映射的临界点的二次迭代与快零斜线的不稳定分支𝑁𝑢相交。因此我们

有一个𝑥 = 0时的二次迭代曲线代替重置电压的水平线，这条线在图[13](b)中用

≡𝑚𝑖𝑛标记。导致混沌的串联的倍增周期产生于在远低于双稳定区域 y 的值，因此

混沌在簇发放区域内得到充分的发展。 



 

图[13].（a）方程 18 的混沌 Rulkov 模型快子系统的返回映射，𝛼 = 4.15，𝑦 = −2.9；返回映

射叠加了一个轨道，s 为稳定的不动点，𝑢1和𝑢2为不稳定的不动点；（b）模型的分叉图，𝑁𝑠

和𝑁𝑢是快子系统的稳定和不稳定分支，第三条分支没有标记出来；≡𝑚𝑎𝑥和≡𝑚𝑖𝑛分别为临界

点 x=0 时一次和二次迭代；𝛾𝑠𝑛和𝛾𝑐𝑟是快子系统鞍节点和外部刺激分叉点对应的 y 的值 

图[14]比较了非混沌Rulkov映射的簇发放轨道与混沌Rulkov映射的簇发放。

非混沌映射产生了一个周期性额簇发放轨道，这个轨道在靠近𝜇到同宿点𝛾h结束，

而混沌映射的簇发放是无规则的，可能在远远超过外部转折点𝛾𝑐𝑟处消失。混沌簇

发放的不规律性与更实际的随机的通道动态更为相似，例如谢尔曼模型中的β型

胰腺细胞。簇发放轨道将在 3.1 节中有更多的细节描述。 

 

图[14].非混沌 Rulkov 模型叠加在它的零斜线上，α = 6, µ = 0.002 和 σ = −1，标注和图[13]

中的一样；（b）为（a）图中更换为混沌模型，α =4.15, µ =0.001 和 σ =−0.5。 

2.1.3.Courbage–Nekorkin–Vdovin(CNV)模型 

它是由 Nekorkin 和 Vdovin 提出的模型[57]，在[36]中进行了稍微的修改，

和混沌的 Rulkov 模型有非常重要的相似性。两个图中的慢变量的动力学性质是

一样的，不同点在于快变量中符合 Lorenz-type 映射而不是单峰发放映射。 

CVN 模型的方程为： 

         𝑥(𝑛 + 1) = 𝑥(𝑛) + 𝐹[(𝑥)] − 𝑦(𝑛) − 𝛽𝐻[𝑥(𝑛) − 𝑑]  



𝑦(𝑛 + 1) = 𝑦(𝑛) + 𝜖[𝑥(𝑛) − 𝐽]                                  (19) 

𝐻(𝑥)为 Heaviside 间隔函数，𝐹(𝑥)的形式为 

 

当ϵ的值在两个模型确定之后，根据方程(7)和(8)的等价条件有𝑞 = 0, 𝜎 = 𝐽  和

𝑓(𝑥)  = 𝐹(𝑥) − 𝛽𝐻(𝑥 − 𝑑) ,图[15]（b）中描述的快速子系统为分段的线性映射，

𝑚0和𝑚1是一个正常数，而𝐽𝑚𝑎𝑥和𝐽𝑚𝑖𝑛为快子系统第一返回映射中𝑥的值，𝐽𝑚𝑎𝑥 =

𝑎𝑚1+𝑚0

𝑚0+𝑚1
，𝐽𝑚𝑖𝑛 =

𝑎𝑚1

𝑚0+𝑚1
。 

参量𝑑在𝐽𝑚𝑎𝑥和𝐽𝑚𝑖𝑛之间，这所有的确保了快子系统在每处都是双曲、混沌、

Lorenz 类型且在𝑥 = 𝑑处是不连续的间隔为𝛽。为了帮助理解它的动力学性质，图

[16]中对不同值的慢速变量 y 进行了叙述。就像 Izhikevich 和 Rulkov 的快速返回

映射一样，对于一个确定的慢变量的值（记作𝑦 =  𝐹(𝐽𝑚𝑖𝑛)）会导致鞍节点分叉；

对于大于这个值的𝑦来说，当返回映射最右端的最低点位于不稳定不动点下方时，

在快速子系统中存在一个全局吸收的稳定不动点。图[16]（a）和（b）展示了这

种情况，等价于当𝑦在外部转折分叉之下时（图[13]中的𝛾𝑐𝑟），混沌 Rulkov 模型

中的情形。 

 

图[15].（a）簇发放轨道上 Courbage–Nekorkin–Vdovin 模型随时间的演化，参量值𝑚0  =

 0.864,𝑚1 =  0.65, 𝑎 =  0.2, 𝑑 =  0.4, 𝛽 =  0.4, 𝜖 =  0.002 , 𝐽 =  0.13。（b）当𝑦 = 0的时候快

子系统的第一返回映射，s 和 u 是快子系统的稳定不动点和不稳定不动点。（c）和（d）是零



斜线图。𝑁𝑠和𝑁𝑢是快子系统的稳定和不稳定分支，Ξmax 是 Ξmin 是𝑥 = 𝑑−和𝑥 = 𝑑+的一

次迭代曲线。𝛾𝑠𝑛和𝛾𝑐𝑟是快子系统鞍节点和外部刺激分叉点对应的 y 的值；（d）图中的参量

与（a）图中的一样，图中叠加了它的轨道，U 为整个系统的不稳定不动点；在（c）中，𝐽 =

0.07，S 为稳定的不动点，同时不表示轨道，系统是静止的。 

因此 CNV 模型是混沌 Rulkov 模型对应的 Lorenz 类型部分。在图 15（b）与

图 14（d）的比较中，两种映射的相似性是非常明显的，两者的相平面是等价的；

它们快子系统的不同影响在每个簇发放中峰发放振幅的分布，但是没有影响簇发

放的机制：系统从靠近不变量ϵ的曲线到快子系统零斜线稳定分支𝑁𝑠，在(𝑥, 𝑦) =

[𝐽𝑚𝑖𝑛, 𝐹(𝐽𝑚𝑖𝑛)]处，鞍节点分叉与簇发放的初始位置接近。在 Ξmin 的最下迭代线

与不稳定分支𝑁𝑢的相交处，产生了外部转折点，同时也标志着可能会结束。然而

CNV Lorenz 类型映射的动力学性质与 Rulkov 单峰发放映射不同，簇发放长度和

峰发放分布也不同。这可以通过研究每个映射[59]的不变测度来进一步发展。 

 

图[16]（a）方程（19）的 CVN 神经元模型的快子系统的第一返回映射，𝑚0  =  0.864,𝑚1  =

 0.65, 𝑎 =  0.2, 𝑑 =  0.4, 𝛽 =  0.4。在每种情况下恢复变量的值为：(a) 𝑦 =  0.05, (𝑏) 𝑦 =

 0.0, (𝑐) 𝑦 =  −0.05, (𝑑) 𝑦 =  −0.1。 

因此 Rulkov 和 CNV 模型是具有不同峰发放动力学的折叠或同宿类型。有

趣的是，当 J 变化和慢零斜线横穿接近𝜖线到快子系统的鞍节点分叉时，CNV 模

型中的 Neimark–Sacker 分叉时超临界的，因此就像在超临界 Rulkov 的模型，CNV

模型能够展现持续的亚阈值震荡。此外，当选取特定的参数以便在𝑥 > 𝐽𝑚𝑎𝑥处快



子系统特定的部分能够发挥作用时，一个特别的双峰出现在伴有高峰发放的簇发

放交替出现的区域。最后如果不连续间隔β足够小，系统将会像 FitzHugh–

Nagumo 模型的纹理的离散的迟缓振荡器一样。将会在图[17]中描绘其他三种区

域。 

 

图[17].CNV 模型三种不同的区域，𝑚0  =  0.4,𝑚1  =  0.3, 𝑎 =  0.2 𝑎𝑛𝑑 𝑑 =  0.3。（a）低阈值

震荡：𝐽 =  0.1123, 𝜖 =  0.004, 𝛽 =  0.072；（c）缓和震荡：𝐽 =  0.1123, 𝜖 =  0.004, 𝛽 =  0.05。

根据 Courbage 等人[36]。 

2.1.4. Chialvo 模型 

[35]中引入的映射与 Rulkov 模型非常相似，尽管它们之间没有显然的联系，

它可以认为是 Rulkov 的前身。这个映射的方程是： 

𝑥(𝑛 + 1) = 𝑥(𝑛)2𝑒𝑦(𝑛)−𝑥(𝑛) + 𝐼； 

𝑦(𝑛 + 1) = 𝑎𝑦(𝑛) − 𝑏𝑥(𝑛)                                         (21) 

 

图[18].（a）Chialvo 模型沿着峰发放轨道随时间的演变；参量𝑎 =  0.89, 𝑏 =  0.6, 𝑐 =  0.28和



 𝐼 =  0.04。快子系统的第一返回映射，𝐼 = 0, 𝑦 = 0为点状的，𝑦 = 1为点划线，𝑦 = 2为实线；

s 记为稳定不动点，ℎ
1
为𝑦 = 1时半稳定不动点（更精确的说是在鞍节点分叉），𝑢2

1和𝑢2
2为𝑦 =

2时的不稳定不动点。（c）和（d）为零斜线图；𝑁𝑠和𝑁𝑢是快子系统的稳定和不稳定分支，（d）

图中的参量与（a）图中的一样，图中叠加了它的轨道，U 为整个系统的不稳定不动点；在

（c）中，𝐼 = 0.02，S 为稳定的不动点，同时不表示轨道，系统是静止的。 

它与方程（7）的一般模型的相似性是明显的。 图[18]（c）和（d）展示了

静止（易兴奋）和峰发放状态下的零斜线图；我们又一次发现了快零斜线的稳定

和不稳定分支，它们被倾斜的慢零斜线分割。这种情况下，外部输入的变化不仅

仅改变快零斜线，而且以非线性的方式改变它的形状。实际上这个模型并没有完

全适用于一般方程因为在 x 的方程中变量 y 不是相加的而是相乘的。然而这对于

系统的动力学的影响很大。当 y 的值增加时，如图[18]（b）所示 x 的返回映射不

仅向上移动而且呈指数级增长；这阻碍了 y 作为慢速变量来产生簇发放轨道，因

为 x 的返回映射随着 y 的值的不同差别非常大，使得控制簇发放参量变得非常困

难。Chialvo 神经元可以作为易兴奋的动力学模型，而 y 代表快速而不是慢速的

恢复机制。在没有 y 作为慢变量的限制下，这个模型具有广泛的动力学特征，包

括亚阈值震荡、双稳定性和混沌轨道。Chialvo[35]提供了这些特征非常清晰的描

述。 

2.2.一维的簇发放剂 

正如 2.1 节所提及的，我们可以设计一个基于映射的一维模型，只有一个变

量表示膜电压，且膜电压具有簇发放的能力。在这种情况下，必要的时间间隔分

离必须嵌入到返回映射靠近对角线的区域的通道中，同时也必须靠近鞍节点、同

宿线或反转分叉[44]。例如可以调整混沌 Rulkov 模型的参量和它的慢变量的值

使其快子系统刚好通过鞍节点分叉且临界点刚好落在瓶颈处。图[19]（a）和（b）

展示这样的结构。簇发放是混沌的，在它们内部的峰发放和二维系统一样没有准

确的定义。 

[37]提供了另一种一维爆破映射，如图[19]（c）中所示。它由四个线性部分

组成：第一部分经过靠近对角线，提供了一个峰发放的缓慢形成过程；第二部分

和第二部分的设计使得一个轨道跳到另一个轨道，并缓慢接近中间第三部分的轨

道，第三部分轨道是平静和增长的。因此峰发放总是由两部分组成，峰发放的频

率沿簇发放是不变的，峰发放的振幅沿簇发放时降低的。簇发放的长度是混沌的。 

第三个例子是由 Aguirre 等人提供的，也是分段线性的。在这种情形下，模

型并不是真正的一维的，因为一个额外的二元变量𝑠用于两个映射分支之间的切

换：如图[19]（e）所示一个在为上升的（𝑠 = 1）在对角线之上，一个为下降的



（𝑠 = 0）在对角线之下。当轨道超过峰发放上限（图中标记为 D）时，映射切换

到下降的分支，当轨道超过低于峰发放下限（记为 L）时，轨道切换到上升分支。

这保证了峰发放的重复性。为了得到簇发放，映射也增加了一个阈值（记作 C），

在阈值附近也会发生转化：当轨道从 L 以下上升，落在 C 以下小区域时，它会

切换到下降分支；同样的当轨道从高于 D 处下降，落在 C 附近的小区域时，它

会再次上升，在簇发放中产生了一个额外的峰发放。如图[19]（f）所示，系统可

以混沌的在阈值下震荡和簇发放之间切换。 

 

图[19].(a)混沌 Rulkov 模型的快子系统的第一返回映射，𝛼 = 4.8, 𝑦 = −2.9；这个映射就其本

身而言是一个一维的混沌簇发放剂，且它的缓慢时间尺度是通过鞍节点分叉的幻想通道来确

定的。（b）为（a）中映射的轨道的示例；（c）Cazelles 等人[37]提出的基于映射的一维簇发

放剂模型的第一个返回图。它是由四个线性的片段组成。（d）图（c）中映射轨道的示例。

（e）Aguirre 等人[38]提出的双返回映射。返回映射取决于𝑠的值是小还是大。当 x 落在一个



深灰色区域时，𝑠变成𝑠 = 0；在浅灰色区域时，𝑠变成𝑠 = 1；（f）图（e）中映射轨道的示例。 

虽然它们是所有簇发放模型中最简单和计算效率最高的，但这些一维爆破

模型尚未被广泛用于建模，需要对参数进行微调才能达到预期的爆破效果，而

且很难将它们与生物物理特性联系起来。簇发放神经元的快慢时间间隔来自于

不同地过程；一维簇发放剂只能混合在一个变量中，因此不可能单独的控制它

们。 

2.3. Nagumo–Sato 和 Aihara 模型 

利用映射来建模神经元的动力学来源于 McCulloch–Pitts 对人工神经元的形

式，而不是受 Hodgkin–Huxley 启发的电生理学。这类神经元在 Caianiello [27]给

出的方程中表现的最好，或等价于或 Nagumo 和 Sato[28]给出的方程： 

𝑥(𝑛 + 1) = 𝐻[𝑆(𝑛) − 𝛼 ∑ 𝑏−𝑟𝑥(𝑛 − 𝑟)𝑛
𝑟=0 − 𝜃]                    （22） 

在方程（22）中，𝐻(𝑥)为 Heaviside 阶梯函数；𝑆(𝑛) 是𝑛时刻的外部刺激；𝜃

是放电的阈值；𝑥(𝑛)表示神经元为 0（静息）或 1（放电）的状态；参量𝛼 > 0和

b>1 调节神经元的不应性。方程（22）的神经元模型会在外部刺激大于θ时放电，

若神经元放电之后的一段时间内，不应性的条件会使有效的外部刺激阈值变得更

高。 

模型的动力学能够通过[27]和[28]的变量变化来理解。事实上，当引入一个新

变量的时候 

𝑦(𝑛) =
𝑆(𝑛)−𝜃

𝛼
− ∑ 𝑏−𝑟𝑥(𝑛 − 𝑟)𝑛

𝑟=0 , 

方程（22）简化为： 

𝑦(𝑛 + 1) = 𝑘𝑦(𝑛) + 𝑎(𝑛) − 𝐻[𝑦(𝑛)],                               （23） 

这里𝑘 = 1 𝑏⁄ ，𝑎(𝑛) =
1

𝛼
[(𝑆(𝑛 + 1) −

𝑆(𝑛)

𝑏
) − 𝜃 (1 −

1

𝑏
)]转化成了刺激。放电状态

𝑥(𝑛)可以被𝑦(𝑛)立即复位，因为𝑥(𝑛) = 𝐻[𝛼𝑦(𝑛)] = 𝐻[𝑦(𝑛)]。然而𝑥(𝑛)表示神经

元外部放电状态，𝑦(𝑡)代表一种用来测量神经元离放电有多近的内部状态。方程

(23)的模型虽然来自于 [27]，但通常称为 Nagumo-Sato 模型[28]。 

注意到方程（23）几乎和方程（5）中 LIF 模型的离散化一样。参量 k 可能在

这个模型中意义相同，而方程（23）中的𝑎(𝑛)等同于方程（5）中的(1 − 𝑘)[𝑅𝐼(𝑛) +

𝐸𝐿]项。它们两者在于重置机制不同：LIF 模型有一个比较高的恒定重置水平，而

在 Nagumo–Sato 模型中，重置水平依赖于放电前神经元的状态。图[20]比较了当

输入𝐼(𝑛)和𝑎(𝑛)为常量时的情况。注意，Nagumo-Sato 模型的状态变量𝑦没有出现

峰发放;而是输出变量𝑥(𝑛) = 𝐻[𝑦(𝑛)]。高复位保证了只可能存在一个周期轨道。

即使 Nagumo-Sato 个没有高复位的存在，但是它还是有相同的性质，因为当𝑘 <



1时，这个映射几乎处处收缩，所有初始条件都收敛到一个稳定的周期轨道。

Nagumo 和 Sato[28]给出了对应于𝑘和𝑎的不同值的周期轨道的详细描述。 

[29]中提出了一个 Nagumo-Sato 模型的修改方案，Aihara 模型用一个函数替

代了方程（23）中 Heaviside 间隔函数： 

𝑦(𝑛 + 1) = 𝑘𝑦(𝑛) + 𝑎(𝑛) − 𝐹[𝑦(𝑛)]  

𝐹(𝑦) =
1

1+𝑒
−𝑦

𝜎⁄
                                                 （24） 

𝑥(𝑛) = 𝐹[𝑦(𝑛)]是模型的输出。函数𝐹(𝑦)有一个急剧的变化（σ很小的时候），比

较图[21]（a）和（b）返回映射与 Nagumo–Sato 模型的返回映射非常相似。模型

中这一微小的变化反应的思想是峰发放不一定是一个要么一定存在，要么一定不

存在的事情；例如在巨型乌贼轴突[63]的空间中，能够呈现清晰的分层。 

𝜎大小的分级峰发放反应的狭窄窗口就足可以把对特定范围的外部刺激𝑎的

峰发放序列混沌，因为现在的映射是定义域内的有限区间内展开；如图 21(c)所

示，系统[34]的 Lyapunov 指数表示为 a 的函数。正值的指数意味着是混沌的。注

意，Nagumo-Sato 模型的 Lyapunov 指数处处等价于𝑙𝑜𝑔 𝑘 <  0，与𝑎的值无关; 如

图 21(c)所示，在 Aihara 模型中，指数的这个值位于以 a = 0.5 为中心的平面。

Aihara 模型中𝑎值的混沌序列产生了一个正 Lyapunov 指数，在鱿鱼的巨大轴突中

确实观察到了这种序列[64]。Aihara 模型是生物学和形式神经元之间有趣的桥梁。

Aihara 模型的动力学研究可以在[65]中找到。 

由于方程（22）中的不应性仅仅为指数项，因此可以将 Caianiello 模型简化

为单个变量。这个性质可以推广至获得具有额外动力学性质的模型，例如由

Tanaka 等人[66]等人提出的： 

𝑦1(𝑛 + 1) = 𝑘1𝑦1(𝑛) + 𝑘2𝑦2(𝑛) + 𝑎 − 𝐹[𝑦1(𝑛)]  

𝑦2(𝑛 + 1) = 𝑦1(𝑛)                                           （25） 

 

图[21].（a）方程（23）的 Nagumo–Sato 模型的返回映射，k=0.5，a=0.5，映射没有不动点，

所有的轨道是周期性的；方程（24）的Aihara模型的返回映射，𝑘 =  0.5, 𝜎 =  0.04 , 𝑎 =  0.5，

U 为不稳定不动点；（c）作为𝑎的函数的 Aihara 映射的 Lyapunov 指数，𝑘 =  0.5 , 𝜎 =  0.04，

各处的 Nagumo–Sato 映射的 Lyapunov 指数，当λ = 𝑙𝑜𝑔𝑘 = −0.693时。 



 

图[22].方程（25）修改后的 Aihara 模型的输出变量 x(n)（左图）与轨道相平面图表示（右

图），参量k1  =  2, k2  =  1, a =  0.5 和 σ =  0.1。对于不同的初始条件： (a) y1(0)  =

 0, y2(0)  =  0.01; (b) y1(0)  =  0, y2(0)  =  0.05; (c) y1(0)  =  0, y2(0)  =  0.1。注意到在相平

面表示图中，每个轨道由两个闭合的不变曲线组成；根据[66]，轨道在连续的时间间隔中连

续的在两个轨道中跳动。 

增加的变量𝑦2作为一个存储器，使模型在适当的参数值时簇发放。特别的，

当𝑘2 = 1时，簇发放轨道族出现在一对不变轨道上，这对不变轨道由两个周期的

稳定轨道的 Neimark–Sacker 分叉产生，大小被异宿环控制。图[22]中展示了这些

轨道图。通过选取适当的参数值[67]可以控制轨道的周期和占空比，但是由于它

们非常依赖初始条件，对于生物模型来说这个簇发放模型还不够健全。Kuva 等

人[68]和 Copeli 等人[69]提出了在系统中基于 Aihara 模型的簇发放因子增加第三

个慢变量。[70]里面描述了 Aihara 神经元簇发放在神经网络中的影响。 

有趣的是，与 Aihara 模型相似的单变量神经元映射是由基于 ODEs 的

Poincaré 部分得到的。Medvedev [30]的工作是由 Chay[71]提出的三变量的易兴奋

簇发放细胞模型开始的。Chay 模型有两个快变量：分别代表电压和开放部分的

电压依赖性的钾通道的比例；一个慢变量代表细胞内钙离子浓度。模型是一个簇

发放剂：在适当的参量值下，当神经元峰发放放电时，钙离子浓度上升，通过激

活依赖钙的钾通道使簇发放结束。当神经元处于静止状态时，钙离子浓度会降低，

从而使钾离子通道失去活性，并再次出现峰发放。对每个峰发放导致的钙离子浓

度变化进行平均之后，Medvedev 得到了这个变量的一维返回映射图，可以研究

当神经元模型参数值发生改变时的分叉。图[23]描述了这个映射。与图[21](b)中

的相似性很明显。当𝑢的值较低时，钙离子的浓度呈线性上升，斜率小于单位值，

然后再急剧下降，形状呈 S 型，最后呈另一线性几乎水平线上升。随着模型中参

数的变化，映射的总体特征没有发生改变，但是和 Aihara 模型一样，相对于对角

线的位置发生了改变，从而产生了分叉。在重置电压高于系统稳定不动点有界的

吸收域时，Touboul 和 Brette[31]从二维 IF 模型（2.1 节中基于 ODEs 对应的模型）

得到了一个相似的模型；这种情况下，映射是在恢复变量上。 



 

图[23]. Medvedev[30]从基于 ODE 的 Chay 神经元模型中得到的钙浓度𝑢(𝑡)的返回图。映射

的每次 u(n)迭代表示每次峰发放之后或簇发放结束后静息期间的钙离子的浓度值。所描述的

超稳定轨道对应基于 ODE 模型的每次簇发放有 4 个峰发放的周期性簇发放区域。 

2.4.netlet 模型 

我们最后介绍的一个模型更加抽象，因为它不表示一个神经元，而是一个整

体。Harth 等人[72]和 Anninos 等人[73]在早期神经网络研究[74,75]的基础上，给

出了一个明确的公式。模型中单变量α(n)表示一群兴奋的和抑制的神经元的平

均活跃度，他们称之为 nerlet，这是由[76]和[77]的发现得到的启示。将时间间隔

等价于神经元不应期，这样每个神经元在一个时间间隔内只能放电一次，且放电

之后立马静息。平均活跃度α(n)仅仅为第 n 个时间间隔内产生峰发放的部分神

经元。基本的 netlet 方程为： 

α(n + 1) = [1 − α(n)]P[α(n)]，                                （26） 

其中1 − α因子表示不应性，P(α)表示非不应神经元在 n+1 时间间隔内接受到可

以使它产生峰发放输入的概率。为了推到出来这个公式，假设神经元为简单的阈

值单位，在一个时间间隔内，当兴奋输入的和减去抑制输入的和大于阈值的话，

神经元放电。另一个关键性的假设是在 netlet 中，所有的神经元随机连接的分布，

这样由峰发放产生的突触后的电位在它们之间是以概率的方式分布。不同的分布

产生稍微不同的返回映射[75,39,78 - 80]。泊松分布导致： 

 

ℎ是 netlet 中抑制神经元的比例，𝑢+和𝑢−是分别是每个兴奋和抑制的神经元

外部链接的平均数，𝜂𝑚是假设在同样的时间间隔内接收到 m 的抑制突触电位后，

旁边有一个阈值之上的神经元之后兴奋的突触电位大小。M 是一个较大的整数

使忽略的项是不重要的。没有显示的增加的项也是重要的，包括外部刺激参量𝜎，

它是用来测量在每个时间间隔内平均每个神经元接受的外部刺激的数量。 

图的闭合形式允许对系统[73]的动力特性进行分析研究。然而对于我们的目



的来说，一张映射的图片就够了。图[24]描述了三种不同外部刺激的值。在低刺

激情况下（虚线），返回映射完全在对角线之下；在中间值处，出现了熟悉的鞍

节点分叉，形成两个稳定的固定点：A 接近于 0；C 持续活跃。是否能够达到最

终状态取决于初始状态低于或高于不稳定不动点。最后，对于强外部刺激，只会

保留高活动点 D。因此 netlet 可以作为具有记忆过去输入的转换机。如果 netlet

中 包 括 不 同 阈 值 [81] 的 神 经 元 ， 则 netlet 会 形 成 多 个 滞 回 环 。

 

图[24].（a）三个不同外部刺激 netlet 模型的返回映射，参量𝜎：0为虚线，1 为实线，1.75 为

点划线。（b）netlet 映射的分叉图，展示了滞后性；稳定不动点的曲线是实线的，不稳定不

动点的曲线是虚线。标记的点对应（a）中的点。Netlet 的参量为 10%的抑制神经元（h= 0.1）,

每个神经元连接𝑢+ = 𝑢− = 15；𝜂(𝑛) = 5，兴奋、抑制和外部突触电位有相同的振幅。 

注意到图[24]（a）返回映射没有穿过1 − α线（负斜率的虚对角线），这是由

于方程（26）中绝对的不应性。因此，像图中 C 和 D 这样高活性不动点不会发

生翻转分叉，这个分叉会使它们变得不稳定并产生双周期的级联。行为总是通过

阻尼振荡收敛到这些点。因此绝对的不应性产生的限制证明受道限制，修改后的

模型开辟了更多动力学区域的可能性。Lee 和 Yi[82]从一些合理的假设中得到了

一个指数的 netlet，其他人[83-85]则采用了纯粹现象学的方法并转向了著名的逻

辑映射。这些映射像不应的 netlet 公式一样是单峰发放的，可以通过表示外部输

入的参数来控制。与 netlet 映射不同的是，随着刺激的增加，它们经历了向混沌

方向发展的双倍周期的整个级联。在 Hodgkin-Huxley 公式的网络互动公式[87]

的 Poincaré 部分可以找到对混沌 netlet 模型的支持。 

3.孤立的基于映射的神经元模型动力学性质 

在前面的部分我们描述了模型最显著的特征，现在我们将研究 2.1 节中二维

的，受 IF 模型族启发的动力学性质，因为它们具有多样和丰富的行为，并且一

直是大量研究的对象。在[45，31]中可以找到连续时间对应部分的系统的且有帮

助的检测。 



3.1.簇发放和适应 

2.1 节中描述的基于映射的二维积分放电模型的快慢分解特性方便我们理解

簇发放和适应性等重要的动力学性质。假设慢变量作为参数为常数值，分别对快

子系统进行分析。 

以簇发放开始研究，为了明确起见，我们考虑方程（7）中𝑣方程（快子系统）

具有 Izhikevich 模型的方程（12）的形式，且𝑐 = −55： 

v(t + 1) = {min
(0.04𝑣2 + 6𝑣 + 140 + 𝐼, 30);   𝑣 < 30

−55
                   (28) 

这里γ代表慢变量𝑢，现在我们假设1 − γ像 QIF 映射一样没有不动点，因此

遵循如图[25]（a）所描述的那样遵循一个周期性的簇发放轨道。另外假设整个系

统（7）中𝑢的方程遵从方程（10），当𝑣大于-60 时，γ增加，反之γ减小。由于𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡 =

−55大于-60，所以𝑣形成峰发放，γ增加，根据方程（28），返回映射向下移动，

穿过图[25]（b）中产生稳定-不稳定不动点对的鞍节点分叉。神经元持续峰发放，

γ增加，返回映射向下移动直至不稳定不动点移动到 v=-55，这里周期峰发放轨道

转向同宿轨道[图 25（c）]。然后随着γ进一步增加，返回映射下降的更低，𝑣的

轨道吸引稳定不动点，神经元变为静息状态。但是 s 的值在𝑣 < −60内（注意到

鞍节点分叉发生在𝑣𝑠𝑛 = −62.5）,现在γ开始减小，返回映射向上移动，同时 v 的

轨道紧紧地跟着 s[图 25（d）]缓慢移动，直至再一次穿过鞍节点分叉，并且轨道

向峰发放周期[图 25（e）]逃离。总而言之，如图 25（f）所示，轨道由静息和峰

发放交替组成。这是簇发放。 

现在很容易理解爆破的整个二维动力学性质。图 26（a）和（c）展示了

Izhikevich 模型二维零斜线图簇发放轨道的叠加。图 26（a）中，输入电流的值使

得两个不动点在鞍节点分叉消失（𝐼 = 2 ,对比图.10）。𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠流形完全位于慢零

斜线之上，而慢流形𝑁𝑠的稳定分支完全在下方。这证明了前文所述慢变量动力学

的合理性，并且保证了一个簇发放轨道。由于簇发放开始于鞍节点(也称为折叠)

分叉，结束于快子系统的同宿分叉，Izhikevich 模型属于折叠/同宿簇发放剂的范

畴。然而请注意到，由于 a 的值为有限的，簇发放并不是精准地在𝑢 = 𝑢ℎ处结束。 

如图.26（a）所示，当外部输入较大时，𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠与慢零斜线相交，产生了一

个方程（10）的平均慢子系统的不动点，同时形成了图.26（d）中的峰发放轨道。

实际上我们观察到簇发放的必要条件是鞍节点分叉发生在低于峰发放周期最小

值一下的电压。也就是说必须存在稳定不动点和稳定峰发放周期共存的γ值范围。

否则在ϵ ⟶ 0的限制下，当鞍节点对消失时，返回映射将不会向上移动，系统将

继续保持静息或峰发放状态。 



 

 

图.25.如文中所述的一样，（a）到（e）为方程（28）快子系统中不同γ值所对应的簇发放的

相平面图的返回映射。（f）沿着簇发放轨道 v 随时间的演化。展示的为（a）到（e）中不同

阶段所对应的瞬间。 

从建模的角度上来讲，上述示例的一个重要特征是当输入电流 I 增加时，神

经元从静息状态变为簇发放再变成峰发放状态。这是在某些类型的神经元中观察

到的，例如 preBötzinger 复合体[88]。但是很多神经元没有簇发放，直接从静息

状态变为峰发放状态。正如我们所知，因为簇发放的可能性取决于𝑢ℎ和𝑢𝑠𝑛之间

快子系统的双稳定性区域的存在性，为了消除簇发放，因此我们必须通过改变复

位电压 c 来移动𝑢ℎ。实际上如图.27（a），当𝑐 < 𝑣𝑠𝑛 = −62.5时，𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠精确地在

顶点（𝑢𝑠𝑛, 𝑣𝑠𝑛）处结束。因此慢零斜线与𝑁𝑠相交时，神经元为静息状态，与𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠



相交时，神经元进入峰发放区域。在 Rulkov 模型族中，复位电压是固定的，但

是它相对于鞍节点的位置可以通过参数α改变。在超临界模型中𝛼 < 1和图.27（b）

混沌和非混沌模型中𝛼 < 4中，不存在爆发，神经元直接从静息过度到峰发放状

态。 

 

图 26.（a）在簇发放区域内方程（11）的 Izhikevich 神经元模型的零斜线图，标签的含义和

参量的含义和图.10 相同，除了I = 2。图中叠加了部分轨道。（b）.（a）图中轨道 u 和 v 随

时间的变化。（c）与（a）中一样，𝐼 = 1.5。（d）（c）图中轨道 u 和 v 随时间的变化。 

 

图.27.（a）与图.10（d）具有同样参数的 Izhikevich 神经元模型的零斜线图，除了𝑐 = −65。

由于复位电压线（虚水平线）与快零斜线相交于𝑁𝑠点，因此快子系统中不存在同宿轨道。

𝑀𝑠𝑝𝑖𝑘𝑒𝑠在抛物线𝑁𝑠 −𝑁𝑢的顶点出结束，不存在簇发放。（b）在𝛼 = 3其他相同的情况下，非

混沌 Rulkov 模型的零斜线图。 



 

 

图.28.（a）作为外部输入 I 和复位电压𝑐的函数 ，Izhikevich 模型的稳定状态的类型，𝑎 =

0.02, 𝑏 = 0.25, 𝑑 = 0。依赖于𝑐的情况下，当𝐼增加时，模型从静息到爆发再到峰发放，或者

直接从静息到峰发放。（b）作为外部输入σ和参量α的函数，Rulkov 模型中稳定状态的类

型，𝜇 = 0.001。 

当a → 0时，上述解释是合理的。在𝑎为有限值时，从静息到峰发放的转化或

静息到簇发放的转化不是那么明显，在𝑐 = −62.5处（Izhikevich 模型的这种情况），

从非簇发放剂中簇发放剂的分离只是一个近似分离。事实上对于有限的𝑎，只有

一个峰发放的簇发放可能出现在𝑐值以上。对 Izhikevich 模型和非混沌 Rulkov 模

型来说，图.28.（a）和（b）提供了神经元静息、峰发放和簇发放的参数区域的粗

略总结。注意到 Izhikevich 模型中（𝐼, 𝑐）的作用和 Rulkov 模型中（𝜎, 𝛼）的作用

的相似性。静息与峰发放或静息和簇发放之间的界限在于 Neimark–Sacker 分叉。

峰发放和簇发放的界限就相对随意（这里使用了一个基于峰发放间距扩展的准

则）；在 Izhikevich 模型中𝑐 = −62.5或在 Rulkov 模型中𝛼 = 4,没有发现明显的簇

发放。 

对于峰发放频率的适应性，我们再选取方程（28）的 Izhikevich 快子系统，

但是假设复位电压𝑐 = −65。取1 − γ使得系统在稳定不动点 s 处静止且γ既不增

加也不减少，如图.29.（a）所示。如果突然增加一个 I，返回映射会立即向上移

动并穿过鞍节点分叉，稳定不动点将会消失，神经元开始进入峰发放[图.29(b)]。

这是导致γ增加，映射缓慢向下移动。但是如果快子系统有一个新的 u 值使得慢

变量本身只要 v 大于-60 它就一直增加，例如返回映射将在鞍节点分叉再次发生

时停止移动。这是因为当返回映射接近𝑣(𝑡 + 1) = 𝑣(𝑡)时，轨道保持长接近与

𝑣𝑠𝑛 = −62.5值处的鞍节点分叉，因此某种情况下，表示慢变量的动力学的平均值

将低于-60。对于方程（7）整个系统来说进入一个稳定的峰发放轨道[图.29(c)]。

由于在输入外部梯度后，峰发放频率会高于最终稳定的状态的峰发放频率。 



 

图.29.如文中所述，（a）到（c）为对于不同γ值对应的峰发放频率适应的相位图方程（28）

的快子系统的返回映射。（d）v 和外部电流 I 沿峰发放频率自适应过程的随时间的演化。展

示的为（a）到（c）中不同阶段所对应的瞬间。 

 

 

图.30.输入电流 I 阶梯的作用下 Rulkov 模型的轨道。（a）在电流阶梯之前神经元在 S 处为休

息状态；紧接着输入电流阶梯之后，神经元进入峰发放状态；（c）峰发放结束，返回到稳定



的不动点；（d）外部电流和 x 的整个时间内的演化，方程（13）中模型的参数𝛼 = 6, 𝜇 =

0.001, 𝜎 = −1.7。 

Rulkov 模型展示了同样是适应性机制，它的慢零斜线的水平性会使其成为一

种极端的情形。实际上 I 的变化只能对 Rulkov 模型产生短暂的影响，快零斜线

的水平移动没有改变它相对于慢零斜线的位置。如图.30.所示描述了一个 Rulkov

神经元模型对一个输入电流的反映。最初[图.30.（a）]在稳定不动点 S 处是静止

的。当存在一个输入电流时[图.30.（b）]，S 和整个快零斜线向左移动，神经元

状态进入峰发放状态。由于稳定点具有全局吸引性，簇发放结束将会变晚[图.30.

（c）]，神经元慢慢返回相同的点，并伴有不同的𝑦值。总而言之，稳定电流的输

入只会引起瞬间的相应[图.30.（d）]。比较全局适应性与 Izhikevich 模型的峰发

放频率适应性（图.29）。这种 Rulkov 模型对直流电流的不敏感性可以通过变量

的变化[89]在其方程中得到明确的体现。如果在方程（13）中使用𝑦(𝑛) + 𝐼(𝑛) ≡

𝑧(𝑛)，则系统转换为： 

𝑥(𝑛 + 1) = 𝐹[𝑥(𝑛), 𝑧(𝑛)]  

𝑧(𝑛 + 1) = 𝑧(𝑛) − 𝜇(𝑥(𝑛) − 𝜎) + 𝐼(𝑛) − 𝐼(𝑛 + 1)  

其中 I(n)从快子系统中消失，只有它的导数作为外部刺激加入慢子系统。因此，

该模型对低频输入电流没有响应。在 3.2 节中重新考虑了这种频率选择性。 

对于图 9 所示的所有行为都可以给出类似的解释，以方程（7）的一般模型

的具体实现为出发点。要想在连续时间内进行深入的研究，请参考[31]。 

3.2．共振、震荡与积分器和共振器的选择 

我们已经提及了 2.1 节介绍的基于 IF 的二维模型具有在特定的频率的输入

下具有优先放大的特性即共振行为。通过转化为所谓的线性的共振-放电模型[60]

或广义的积分-放电模型，我们可以对这一性质的机制有一个基本的理解。它是

通过在 LIF 模型中添加第二个线性方程来构建的。基于映射的线性共振-放电模

型的方程为： 

 

它是一个 v 变量具有阈值的二维线性映射，它还是表示膜电压。显然这个模

型满足由 IF 模型族推出的基于映射的二维模型的一般方程（7）。这里我们只是

去掉了时间尺度分离的条件，参量𝑢1和𝑢2可能为相同的顺序。对条款特殊安排的

基本原理是：当𝑢1= 𝑢2且都很小时，如果b < 0且ω > 0，它表示一个具有稳定角

频率表ω和衰减率 b 的焦点的欧拉线性二维的离散化系统。这个模型的名称来自



它共振的性质，如图.31 所示。用σ作为外部输入时，如果我们注入一个足够强

大的脉冲（像图.31.（a）那样），我们可以诱导一个峰发放。但我们也可以通过

两个具有适当时间的弱脉冲来实现，如图.31.(b)所示。脉冲间隔接近系统固有振

荡周期，简单的线性分析表明，当𝑢1 ≈ 𝑢2时，𝑇𝑟 ≈ 2𝜋
1+𝑏𝜇̅

𝜔𝜇̅
，𝜇̅ =

(𝑢1+ 𝑢2)
2⁄ 。因

此即使第一个峰发放没有引起峰发放，但第二个脉冲在第一个周期之后增加，从

而达到这个目的。如果第二个脉冲来得太迟或太快，如图 31(c)所示，振荡幅度

将不足以超过阈值，也不会产生峰发放。 

因此共振-放电神经元的反应对输入频率是有选择性的。这就是共振器的定义。

相反，一维积分放电模型是一个积分器：它们将输入的值相加，如果累积超过阈

值，就会放电。它们确实有一个固定的时间尺度，它是由趋于稳定平衡的衰变速

率给出，而且频率明显低于这个速率的脉冲输入将无法积累；它们是高滤波器。

但是在 RF 模型中，除了衰变率之外我们还有一个固有的震荡频率，这使得它可

以选择一个较小范围的频率：这叫做通频带。注意，在图.31(c)中，即使脉冲之间

的距离小于图 31(b)，神经元也不会产生峰发放。这在一维 IF模型中不可能发生。 

现在我们返回到 2.1 节中方程（7）描述的基于快慢映射的模型。我们看到ϵ

和q仅仅是方便方程（29）中参数b,ω和𝜇2的重组，快-慢时间间隔转化成了𝜇2 ≪

𝜇1。时间尺度的分离并不阻止共振，而是强制阈值之下的震荡跟随慢时间尺度。

实际上，如果我们将快子系统沿着不动点（s）线性化，我们就会得到一个等价于

（29）的方程。当外部电流I和 σ改变时，不动点显然经历了一个 Neimark–Sacker

分叉，震荡的角频率显然满足： 

𝜔2 ≡ 𝜖(1 − 𝜖𝑞2)                          （30） 

假设在一般模型中，只要ϵ ≪ 1，那么𝜔2 > 0。频率是𝜖的阶，震动跟随慢时间间

隔。 

若 Neimark–Sacker 分叉是超临界的，则将会出现自我持续的亚阈值震荡，若

是亚临界的则不会出现。例如 Izhikevich 模型、混沌和非混沌 Rulkov 模型是亚

临界的，它们不会在特定的参数值上持续亚阈值震荡。顾名思义，超临界 Rulkov

模型可以持续亚阈值震荡。图 32 描述了 Izhikevich 模型和超临界 Rulkov 模型在

分叉上的差异。 

持续的亚阈值振荡是共振的一种极端形式：在没有任何外部输入的情况下，

系统将会以优先的频率震荡。一般来说，共振是一种分级的性质，在线性系统中，

可以用几种方法量化，例如性质因子。有趣的是，在由方程（7）产生的基于映

射的二维模型族中，共振的特性与另一个非常重要的性质负相关，即神经元对外

部电流的敏感性。我们已经在 3.1 节中解释了 Rulkov 模型的慢零斜线的水平斜

率是怎样对稳定的外部电流不敏感的；更通俗的说零斜线斜率越大，神经元对外



部电流越敏感。同时可以看出，线性的性质因子和 Neimark–Sacker 分叉的亚临界

-超临界性质和慢零斜线的斜率相反：斜率越大，共振的选择性越弱。图.33 展示

了在 Izhikevich 模型中，敏感度随零斜线斜率（由1
𝑏⁄ 给定）的增加而增加，而共

振的性质因子却下降。 

敏感性和共振是基于快慢分解的二维模型的一般性质；这是共振/积分对立

的清晰示例，在[51]中解释了一些细节。Bazhenov 等人[89]的研究表明，具有水

平零斜线的 Rulkov 模型具有明显的频率选择性，他们将非混沌 Rulkov 模型与皮

层神经元在正弦的调节刺激下的反映进行比较。对比结果如图.34 所示。在体外

的固定峰发放的鼠神经元和 Rulkov 模型中，泊松峰发放序列的注入在中等调节

速度（7-12Hz）下能与可靠的相位锁定的反应产生的周期调制速率有关，但是当

调节速率过低或过高时，只有稀疏的和不相关的放电。 

 

 

图.31.由方程（29）给出的基于共振放电映射模型的相平面图（左）和变量 v 随时间的演变

（右），参量 b = −0.03, ω = 0.25, µ1 = µ2 = 0.01, θ = −40, vs = 0, vreset = −41, ureset = 10, I = 

1.5.在 v 之下的输入变量σ表示外部脉冲输入；S 为系统稳定的不动点，注意，输入脉冲在相

位平面上产生强烈的水平位移。（a）一个强大的输入脉冲；（b）靠近共振频率的两个较弱的

输入脉冲；（c）根据 Izhikevich 的两个非共振脉冲。 



 

 

图.32. （a）对刺激变量 I，方程（11）Izhikevich 神经元模型的快变量的最大-最小分叉图；

（b）对刺激变量σ，方程（13）和（17）的超临界 Rulkov 模型的快变量最大最小分叉图。

连续线表示稳定不动点或不变曲线，虚线表示不稳定不动点，点划线表示不稳定不变曲线。 

 

图.33.（a）作为慢零斜线斜率（1
𝑏⁄ ）的函数，由每外部电流单位（I 在𝐼𝑁𝑆 + 0.5与𝐼𝑁𝑆 + 1.5

之间的回归平均值）放电率的增加测得的 Izhikevich 模型的敏感度；把 1ms 作为时间间隔，

以 Hz 作为单位，电流强度没有单位。方程（11）的 Izhikevich 模型的其他参量为σ = 0.02，c =

−65。（b）作为1
𝑏⁄ 的函数阻抗曲线的 Q 值，伴随恒定的静息电位𝑣∗ = 62.7,𝜔2 = 𝑎(𝑏 − 𝑎) =

0.005数据来源于 Ibarz 等人[51]。 

3.3.混沌 

有实验证据表明，在几种神经元[91]峰发放序列中会产生混沌行为，神经动

力学的混沌特征在功能上是否重要仍然存在争议。无论如何，基于映射的神经元

模型非常适合在小计算量的混合的 Chaos。在二维快慢簇发放模型中，混沌

Rulkov 模型（2.1.2 节）、Courbage–Nekorkin–Vdovin （CNV 模型，2.1.3 节）和

Chialvo 模型（2.1.4 节）是基本的混沌模型，它们主要的混沌性质源于快子系统，

其中 Rulkov 和 Chialvo 使用了光滑的单峰发放映射而 CNV 使用了 lorenzo 型映

射。这些差异会影响每个簇发放中峰发放频率和振幅的分布还有簇发放长度的分

布。另一种混沌模型为 Aihara 模型，它试图以一种最简单的方式概述在非簇发



放神经元中峰发放混沌序列的起源。 

 

图.34.非混沌 Rulkov 神经元的峰发放（左侧）与鼠前额皮质的 RS 细胞对十六次实验和六种

不同调节的泊松类型频率输入的反应，Rulkov 模型的时间相当于是 0.5 ms 每个时间间隔。

资料来源:Bazhenov 等人[89]。 

但是即使没有专门构思设计用来展示混沌行为的基于映射的模型在某些情

况下也可以这样做。在这些情况下，离散化的过程产生了混沌行为。 实际上，

在 2.1 节中介绍的源于 IF 模型的所有基于映射的二维模型在一定参数区间内都

会产生混沌轨道。 

混沌的另一种形式来源于阈值-重置机制的不连续，基于映射模型和时间连

续的二维 IF 模型[92,31]都有这种性质。根据 Poincaré–Bendixson 定理，二维连续

的基于 ODEs 映射模型不可能存在混沌行为。然而不连连续的复位可以可与作为

第三维，以类似于具有三个或更多变量的平滑神经元模型的方法，允许附近轨道

交叉产生混沌相应，例如 Hindmarsh–Rose 模型[93]。在基于映射模型的情况下，

混沌的来源是复杂的，通常被时间间隔的离散化控制。图 .35（a）呈现了

Izhikevich 模型的混沌轨道。看似不可预测的每次簇发放峰发放序列和峰发放间

距（在慢变量过程中最好理解）展现出了混沌。当我们看相位图时（图.35（b）），

我们看到不规律性的来与在于：在峰发放之前的迭代中，恢复变量接受到一个大

小取决于该步骤中 v 的特定值的离散“kick”。 在连续时间系统中不会有这样的

差别，而且峰发放是严格周期性的。 



 

图.35.（a）Izhikevich 神经元模型的混沌轨道，参量值 a = 0.02, b = 0.25, c = −58.5, d = 0, I = 

0.6828。稍微不规则的峰发放与两个峰发放的簇发放的交替不可预知；不规则性在变量 u 中

表现的最为明显；（b）为（a）中轨道的相平面图，轨道的延伸由四个连续的峰发放叠加而

成。箭头所指向的灰点是每个峰发放之前的最后一次迭代；注意，每个峰发放的 u 值的不可

预测的延伸依赖于迭代距离阈值的距离，阈值是离散化的纯人工化结果。 

 

图.36.左边为 Izhikevich 模型的轨道，右边为对应的簇发放的自适应映射。（a）和（b）中，

𝐼 = 0.6820;（c）和（d）中，𝐼 = 0.6828。所有的参量与图.35 中相同。（a）中的轨道是周期



的，对应自适应蛇中稳定的不动点 s。(b)中的自适应映射很容易证明是混沌的，对应的轨道

也是混沌的。(e)和(f)与(c)和(d)相同，只是时间步长缩小了 100 倍。每个时间单位代表 100

次迭代。这个自适应映射收缩成了一条直线，证明了在粗略的时间尺度上是周期性的；然而

（f）中的插图表明看起来像一条直线，实际上是像（d）一样是个复杂的映射。 

因此，当面临一个简单的基于映射模型的不规则轨道时，问题不仅在于轨道

是否为混沌的（而不是瞬间或很长周期的）而且在于是混沌是否有意义，或者仅

仅是离散积分的产物。解决这两个问题的一个简单方式是通过构造一个适应性映

射[31]来降低系统的维度。一个峰发放适应性映射𝑢(𝑇𝑖+1) = Φ𝑆[𝑢(𝑇𝑖)]为为系统

在(𝑣, 𝑢) = (𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡, 𝑢(𝑇𝑖)处第一次迭代后第一次峰发放的时刻恢复变量𝑢的值；换

句话说，它表示慢变量从一个峰发放到下一个峰发放的变化。图 23 是这样一个

映射的示例。如果我们对簇发放的动力学感兴趣，我们可以通过再次迭代(v, u) =

(𝑣𝑟𝑒𝑠𝑒𝑡, 𝑢(𝑇𝑖)来替代簇发放的适应性映射u(𝑇𝑖+1) = Φ𝑆[𝑢(𝑇𝑖)]，但是在 v 下降到快

零斜线的顶点之后（表示新的簇发放开始）等待第一个峰发放。如果任意一个映

射在覆盖系统轨道范围的 u 值区间内有定义，它将完全决定神经元的动力学：自

适应映射的不动点对应于整个系统的周期轨道;自适应映射中的混沌意味着整个

系统中的混沌。图 36 用这种方法说明了图 35 中的混沌轨道是如何产生的：在刺

激的值稍微小的时候[图.36（b）]，簇发放的自适应映射有一个稳定的不动点，

且神经元周期性峰发放。然而随着刺激的增大，自适应性映射经历了一个规范的

双周期分叉的级联和混沌[图.36（d）]。 

为了确定混沌是由阈值重置机制引起的还是有限积分区间引起的，我们可以

通过修改时间间隔来比较。为了达到目的，我们首先重新排列方程（7）中的 v 方

程变成v(t + 1) = v(t) + 𝐹̂[𝑣(𝑡), 𝐼 ± 𝑢(𝑡)，然后改变时间间隔： 

v(t + 1 𝑆⁄ ) = v(t) +
1

𝑆
𝐹̂[𝑣(𝑡), 𝐼 ± 𝑢(𝑡)， 

u(t + 1 𝑆⁄ ) = u(t) ∓
1

𝑆
ϵ[v(t) − qu(t) − σ]， 

公式里𝑆 > 1为缩小时间尺度。当然只有在基于映射的模型对应欧拉离散化

的连续时间有意义时，这种做法才有意义。因此，如果我们使用 0.01ms 的时间

间隔，而不是 1ms（𝑆 = 100），来离散 Izhikevich 模型，图.35（d）中的自适应

映射压快折叠成了一条直线[图.35（f）]，轨道也随之调整。在更小的尺度上，我

们仍可以看到映射是混沌的（具有 baker 映射的特性，参见图.35（f）的插图），

但是很显然，混沌是离散化的产物。图 37 描述了一个更有趣的情况。这里我们

看到当时间间隔缩小了 100 倍后，混沌的峰发放轨道仍然是混沌的。正常时间间

隔的自适应映射[图 37.(c)]看起来像细时间间隔自适应映射节选片段，由于快子

系统峰发放钱的扩张，每个片段都被拉伸了。但是，当这些片段压缩成图 37(d)

中表面光滑的映射时，映射的混沌性质仍然存在。作为刺激 I 的函数，自适应映



射的分叉图[图 37.（e）和（f）]展示了当在原来的基于映射的模型[图.37（e）]中

混沌是普遍的时，精细的离散化映射显示了一个典型的分叉的级联[图.37（f）]且

具有较宽的混沌参数区域。因此我们可以说图.37（a）的混沌轨道不仅仅是有限

时间间隔造成的：离散化在连续时间模型的混沌行为上又增加了一层混沌，这是

由于阈值-重置跃变造成的。 

 

图.37.左侧的图形通常来自于方程（11）的基于映射的  Izhikevich 模型，𝑎 =  0.02, 𝑏 =

 0.25, 𝑐 =  −60。右边的图形来源于同样的模型，但是时间间为原来的1
100⁄ 。（a）和（b）

的混沌轨道在𝐼 = 1.7。（a）中 t 表示时间间隔，在(b)中，t 的每个单位对应 100 次迭代。（c）

和（d）为峰发放自适应映射。注意到(c)中的映射看起来像(d)中的映射的“切片”版本。作为

刺激 I 的函数，（e）和（f）为自适应映射的分叉图。 

对于非混沌的 Rulkov 模型的特殊情形，Shilnikov 和 Rulkov[94]提出了一种

基于映射的神经元模型来理解混沌轨道来源的不同技术。可以总结为:快速子系

统零跃迁，又称临界流形[95]，除鞍节点分叉外，其他点均为双曲型。可以总结

为：快子系统（也称临界流形[95]）在除鞍节点分叉外，每一点都是双曲的。 



 

图.38.稳定的𝑆𝑠（粗实线）随时间的演变与不稳定的𝑆𝑢（细实线）随时间的演变，不变流形

μ-closed 到方程（13）的 Rulkov 模型的快子系统的两个分支𝑁𝑠和𝑁𝑢。参量μ = 0.001, α =

4.15。虚水平线是慢子系统在x = σ处的零斜线。圆圈表示系统的不动点，如果稳定则为纯黑

色，如果不稳定则为浅灰色。（a）σ = −1.0262，不动点是稳定的和全局吸引的；稳定的不

变流形𝑆𝑠缓慢地盘旋接近它。（b）σ = −1.02611317，不动点仍然是稳定的，但稳定不变流

形与不稳定不变流形发生碰撞(图中未说明)。（c）σ = −1.02605，稳定不变流形和不稳定不

变流形不再交叉(图中未说明)。不稳定流形𝑆𝑢逼近一个极限排斥不变曲线（标记为𝐿𝑢），该曲

线将不动点的引力盆地与状态空间的其余部分分开。（d）σ = −1.016，不动点在 Neimark–

Sacker 分叉处变得不稳定，不稳定不变流形𝑆𝑢以螺旋的方式远离它。 

这就保证了当我们考虑整个二维系统的时候，这个流形将以两个不变流形的

方式存在，它是从ϵ − closed到零斜线稳定和不稳定分支[96]的两个流形。稳定流

形随参数变化的演变过程可以通过在远离鞍节点的零斜线的稳定分支上迭代初

始条件来跟踪。快速的迭代可以收敛到稳定流形。对于不稳定不变流形可以通过

方程（13）的局部求逆的二维映射来实现。求逆得到： 

𝑥(𝑡) = 𝑍, 

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡 + 1) + 𝜇(𝑍 − 𝜎), 

其中：Z = k − √𝑘2 − 2𝑘 + 1 + 𝛼 𝜇⁄ ，k =
𝑥(𝑡+1)−y(t+1)+𝜇(𝜎+1)

2𝜇
。原来映射的不稳定

不变流形在逆映射之后变为稳定的且具有全局吸引性质，同样可以进行相似的跟

踪。 



 

图.39. 由白噪声和正弦阈下输入驱动的 Chialvo 模型的峰间间隔直方图。方程（21）的参量

𝑎 =  0.89, 𝑏 =  0.6, 𝑐 =  0.28, 𝐼 =  0.01。x 方程中加入白噪声；均匀的分布在-0.06 至 0.06

之间（标准误差𝜎 = 0.035）；正弦调制信号也可加性地进入 x 方程，它的振幅为（a）A = 0,

（b）A =  0.01, (c) A =  0.02, and (d) A =  0.03。当 x 超过𝑥𝑡ℎ𝑟 = 2.5时，计算峰发放。参

考 Chialvo 和 Apkarian [102]。 

图.38 所描述的当𝜎作为刺激参量，在 Rulkov 模型中的稳定和不稳定不变流

形的变化是通过亚临界 Neimark–Sacker 分叉改变的。读者还可以看到图 32(a)，

它描绘了 Izhikevich 模型中相同分支的图，这对当前的讨论很有帮助。图.38（a）

中映射的不动点是稳定且和吸引的。系统离 Neimark–Sacker 分叉点不远，因此稳

定不变流形𝑆𝑠向上爬升接近快零斜线的不稳定分支，同时缓慢的以螺旋的方式接

近不动点。虽然不稳定不变流形𝑆𝑢作为一个界限将不动点与状态面的其余部分分

离开来，但直接从盆地开始的轨道通过峰发放复位机制结束。在图.38（b）中，

刺激参量𝜎稍微增大，稳定和不稳定流形相撞；放大靠近快速子系统零斜线顶点

的区域，可以看到两个流形的交织。在相应的连续时间的二维系统中则不会发生

这种交叉。在连续时间模型中，当系统接近图.38（b）中所描述的情形时，轨迹

在落入平衡点之前随着快子系统的不稳定分支持续较长时间的延伸，直到在极限

环分叉的鞍节点处[图.32（a）描述的，在𝐼𝑠𝑛𝑖𝑐处不变曲线分叉的鞍节点连续时间

等效]，不稳定极限环出现，轨迹不是下降而是上升。紧跟着快零斜线的不稳定分

支的极限环称为前翼。由于系统的簇发放行为在零斜线不稳定分支之下，很难通

过数值积分得到前翼。这正是图.38（b）描述的情况，稳定流形附近接近初始条

件的值被不稳定流形吹散分离，通过复位机制再次混合，导致了混沌轨道。σ的



进一步增加导致了图 38（c）相位图中稳定和不稳定不变流形不在交叉。不变流

形封闭在一个封闭的不稳定不变曲线𝐿𝑢上，𝐿𝑢将稳定不动点的引力盆地与周期峰

发放轨道的引力盆地分开。最后在一个较高的刺激值之下，当𝐿𝑢收缩至不动点，

Neimark–Sacker 发生。它的引力盆地消失了，只有峰发放轨道是可能还在。 

上述讨论概述了在 Neimark–Sacker 分叉点点附近，从静止到峰发放区域过

渡时期的混沌起源。在[94]中也可以找到有关于峰发放和簇发放之间转换的混沌

轨道，有关超临界 Rulkov 模型的讨论参见[52]。 

3.4.随机相关性和随机共振 

在中枢神经系统神经元需要处理的信号[98]中存在相当数量的背景噪声。噪

声的来源有离子通道和泵[99]、神经递质释放[100]，也有成千上万的突触前神经

元对突触的轰击，其中一些神经元传递有用的信息，而另一些则只是偶然导致突

触后相邻神经元膜电压的波动。区分有目的的变异源和噪声源是一个非常困难的

问题[101]。为了解决这个事情，我们必须理解神经元对噪声输入的响应。 

 

图.40.对不同等级的白噪声，具有正弦阈下输入信号 Chialvo 模型的输出的信噪比。所有的

参量与图.39 中相同，正弦输入的振幅 A=0.015.信噪比等于等价于连续的正弦输入周期（T =

50）的峰发放间隔与总脉冲数之比。 

Chialvo[102]的早期工作阐明了二维的基于映射的神经元对噪声输入的基本

反应。当白噪声输入到静息的神经元后，神经元会以随机的间隔放电。间隔取决

于静息电位与放电阈值之间的距离和噪声的振幅。由此得到的峰发放间隔（ISI）

分布于具有不应期的泊松分布相似：随着间隔距离的增加 ISI 频率呈指数衰减

（图.39（a））。如果输入亚阈值周期电流，那么很可能在输入电流最可能使膜电

压去极化的时刻放电。因此峰发放间间隔趋向于信号周期的整数倍，这种效应如

图.39（b）-（d）所示。在保持噪声幅值不变的情况下，随着周期电流振幅的增

大，多峰 ISI 直方图指数衰减包络线。这种行为在真实的，周期性收到强制的感

觉神经元的直方图被发现，证明了噪声对传递感觉信息的重要性[103]。 

实际上，噪声有助于保存在神经元的输出中输入信号的特征。如果我们不保



持噪声振幅一定和增强周期信号，而是保持周期信号恒定，改变振幅，测量输出

的信噪比，结果显示，有限的噪声水平下信噪比最大。如图 40 所示，信噪比为

与驱动信号周期重合的峰发放间距的比值。这种通过最优噪声水平来增强信息传

输的方法被称为随机共振[104]，也是易兴奋系统的一个普遍特征。随机共振是一

种非常反直觉的现象：非线性动力系统对外力的相应被有限水平的噪声增强。因

此，SR 是由一些数量词(主要是信噪比)与噪声强度的非单调行为所揭示的。

Longtin 等人[103]认为 SR 在神经生物学中可能具有重要意义，因为 SR 在感觉

神经元传递/编码信息的过程中对噪声具有建设性作用。在定义明确的意义上，

他们认为受刺激的神经元可以用在受到外力和噪声的作用的双稳态电位下粒子

的动力学描述，再现了感觉系统中某些神经元的的实验行为。在这里我们也看到

随机共振（SR）现象如何出现在易兴奋系统中的基于映射的神经元模型。 

白噪声和正弦输入是信号处理理论的基本组成。在神经元峰发放的情况下，

脉冲输入可能被认为有意义，泊松脉冲序列在评估其特征响应方面可能扮演着与

白噪声相同的角色。量化这种反映的一个非常简单的方式就是变异系数，𝐶𝑉[3]。

𝐶𝑉是对峰发放序列的不规则的度量。它定义为峰发放间距的标准差与平均值之比：

𝐶𝑉 =
√𝑣𝑎𝑟(𝑇)

<𝑇>
。对于泊松脉冲序列，当脉冲相互独立时，𝐶𝑉 = 1，而对于周期脉冲

序列，𝐶𝑉 = 0。 

通过给神经元输入泊松脉冲序列并测量其输出峰发放序列的𝐶𝑉值，可以获得

有关神经元的有趣信息。当时用方程（11）的基于映射的 Izhikevich 模型对其本

身不同斜率的零斜线完成此操作后，结果如图.41 所示。我们可以看到变异系数

小于单位，即刺激的𝐶𝑉。因此神经元调整输入刺激。这仅仅是不应性[2]的结果。

有趣的是，规律化的程度随着1
𝑏⁄ 的增加而降低（𝐶𝑉增加）。这是由于 3.2 节中描

述的共振的损失造成的。Ibarz 等人[52]提供了更多的细节。 

 

图.41. 方程(11)的 Izhikevich 模型慢子系统零斜线斜率不同斜率 1/b 在泊松脉冲序列和高斯

白噪声刺激下的变异系数𝐶𝑉。每个点对应 100 个噪声实现的平均值。在输入恒定电流 I（b）



对所有 b 的值神经元保持兴奋状态，使得系统的休息电压恒定在𝑣∗ = −62.7。其他参量a =

 0.02 ，c =  −62.5。来源于 Ibarz 等人[51]。 

 

图.42. 规律性 R，在方程(33)的 Rulkov 模型中，作为噪声方差𝐷𝑦和𝐷𝑥的函数，α =  1.99, µ =

 0.001 和 σ =  −1。在这些参数下，神经元是兴奋的并产生峰发放（而非簇发放）。（a）仿真

结果，曲面上的每个点表示模型5 · 105次迭代平均 10 次以上的独立噪声实现。(b) Fokker–

Planck 近似预测的值。资料来源:Hilborn 和 Erwin[108]。 

 

要完全理解基于映射的神经元模型对随机输入的响应需要定量预测神经元

参数与噪声特征之间的关系。这种定量处理可以用随机分析的标准方法来解决。

由于峰发放产生的动力学与阈值类似，因此它可以作为符合 Fokker–Planck 公式

[105]的第一退出时间问题。例如，对于处于峰发放状态的状态的混沌 Rulkov 模

型[106-108]，就已经做到了这一点。要么在快变量中输入噪声，要么就是在慢变

量，或者两者都输入： 

 

在上面的方程中，,ξ𝑥和ξ𝑦为单位标准差的高斯白噪声独立进程,D𝑥和D𝑦代表它们

的方差。与 Chialvo 模型一样，如果在噪声中加入周期性的输入信号，系统会产

生随机共振。Hilborn 和 Erwin[108]定量研究了一种密切相关的现象，随机相干

性。在这种情况下，不存在周期性的输入信号;只有噪音。在噪声幅值有限的情况下，峰

发放输出序列是不规则的，且随机性程度最低。和之前一样，这个输出的随机性

可以通过变异系数来量化，或者也可以通过它的倒数，称为规律性，R，定义为

R =
1

𝐶𝑉
=

<𝑇>

√𝑣𝑎𝑟(𝑇)
。R 越高，峰发放输出序列越接近周期。图.42(a)为混沌 Rulkov

模型中 R 作为𝐷𝑥和𝐷𝑦的函数；这些数值是通过模拟得到。很明显，对于固定的

D𝑦，规律性在D𝑥的非零处最大，反过来对固定的D𝑥，当D𝑦变化时也是如此，至



少对于低的D𝑦。 

这些模拟结果可以通过  Fokker–Planck 分析来预测。这样做可以将兴奋的

Rulkov 模型神经元行为分为三个阶段：活跃期，神经元处于接近稳定的不动点；

放电期，当噪声使状态超过阈值，神经元产生峰发放；恢复期，神经元状态慢慢

恢复到活跃期。对于每个阶段，已经求解了该阶段所花费时间的均值和方差的首

次退出时间问题。规律性可估计为： 

R =
< 𝑇𝑎 > +< 𝑇𝑝 > +< 𝑇𝑟 >

√𝑣𝑎𝑟 < 𝑇𝑎 > +𝑣𝑎𝑟 < 𝑇𝑝 > +𝑣𝑎𝑟 < 𝑇𝑟 >
 

这里𝑇𝑎, 𝑇𝑝和𝑇𝑟是活跃期，放电期和恢复期的首次退出时间。计算细节详见

[108]。图.42(b)描述了 R 作为D𝑥和D𝑦函数的计算值，与图 42(a)的仿真值进行比

较。Fokker–Planck 近似法在计算花费的一小部分很适合模拟。分析结果和模拟

结果的另一个对比如图.43 所示。预测并不完全准备，特别是在最低噪声水平下，

但是它们的确确定了参数和行为之间的重要关系。例如，对于模型的时间尺度μ

较小的值是更加分散的，并且噪声添加到快变量或慢变量有很大不同[图 43.（a）]。

另一方面，α从 1.99 降到 1.91 使稳定的不动点移动地离快子系统的鞍节点分叉

更远，所以为了达到峰发放，系统必须克服增加的阻碍。因为为了达到给定的活

跃水平，噪声方差必须更大，在较高的噪声水平下，规律性达到最大值[图 43.（a）]。 

 

图.43.（a）作为噪声方差 D 的函数，方程（33）的 Rulkov 模型的峰发放序列的规律性 R 的

解析预测（连续线）与模拟（点线）。正方形对应D = 𝐷𝑦，D𝑥 = 0；而圆形对应D = 𝐷𝑥，𝐷𝑦 =

0。开符号为μ = 10−4，而实心符号为μ = 10−2，所有情形α = 1.99。（b）具有相同的μ = 10−3，

α = 1.99（开符号），α = 1.91（实心符号）。资料来源:Hilborn 和 Erwin[108]。 

4.基于映射的神经元模型的网络行为 

个体的神经元连接形成网络，形成集体动力学现象后，它的机制和功能意



义往往难以阐明。每个神经元的特性、它们之间的连接方式以及网络的拓扑结

构以复杂的方式相互作用，从而形成完整的高维系统的动力学，同时解开不同

因素的影响是计算神经科学面临的主要挑战。在这节中， 我们将回顾基于映射

的神经元模型中发现的集体行为模式的研究，例如活动的同步和传播。 

4.1 基于映射神经元峰发放的同步 

神经元集体同步行为是神经科学的中心课题。我们已知它与大脑正常运行期

间的认知活动有关[109]，而异常的同步与重要的大脑疾病有关，如癫痫、帕金森

病、阿尔茨海默病、精神分裂症和自闭症[110]。因此，人们对神经同步的研究产

生了兴趣，这在理论上得到了广泛的探索[111]。在基于映射的神经元模型中进行

了大量的研究。基于映射的神经元模型偶尔在耦合映射格（CML）的情况下中进

行研究。耦合映射格理论研究的是由混沌映射(称为节点)组成的扩展系统的动力

学，这些混沌映射相互连接形成一个规则的结构，比如一个环或一个网格。通常

耦合采取以下形式： 

𝑥𝑖(𝑛 + 1) = (1 − 𝜖)𝑓[𝑥𝑖(𝑛)] +
𝜖

|𝒩𝑖|
∑ 𝑓[𝑥𝑗(𝑛)]𝑗∈𝒩𝑖

                （35） 

其中𝑥𝑖(𝑛)表示第𝑖个节点的第 n 个时间间隔的状态向量，𝑖从 1 到 N，N 为节点的

总数。𝒩𝑖为节点𝑖相邻节点的集合，𝜖表示耦合强度（0 ≤ 𝜖 ≤ 1）。在典型的规则

的格子中，所有的邻域都具有相同的基数，有时候称为配位数。在方程（35）的

耦合中，由于下一次迭代作为多个节点的迭代的混合而计算，所以节点失去了它

们的个体性。这样便于分析，并确保在系统实现完全同步时，每个节点的行为都

是孤立的，它的动力学与耦合强度无关。然而，在生物学背景下，当节点代表神

经元时，这种形式的耦合很少使用。 

 

图.44.（a）和（b）作为耦合强度ϵ的函数有方程（36）定义的神经网络的快照。在（a）中网

络是一个规则的环（p = 0），在（b）中，网络是完全随机的（𝑝 = 1）。后一种情况下存在一

个𝜖的区间（大约为0.16 <  ϵ <  0.36），在这个区间内网络在混沌轨道是同步的，而不是在

一个固定点。（c）在ϵ − p空间中网络的同步区域。同步混沌、时空混沌和定点同步缩写为 SC、

STC 和 SFP。资料来源于 Jampa 等人[112]。 

 



Jampa 等[112]对 CML 耦合方案进行了修改。在本研究中，节点为 Chialvo 神

经元。方程（21）的耦合产生以下的系统： 

𝑥𝑖(𝑛 + 1) = (1 − 𝜖)[𝑥𝑖(𝑛)
2𝑒𝑦𝑖(𝑛)−𝑥𝑖(𝑛) + 𝐼] +

𝜖

2
[𝑥𝜉𝑖(𝑛)(𝑛) + 𝑥𝜂𝑖(𝑛)(𝑛)]； 

𝑦𝑖(𝑛 + 1) = 𝑎𝑦𝑖(𝑛) − 𝑏𝑥𝑖(𝑛) + 𝑐                    （36） 

与方程（35）相比，神经元以非常类似电阻的连接方式仅仅通过第一变量（电压）

进行耦合。每个神经元𝑖有两个神经元相邻，由下标𝜉𝑖(𝑛)和𝜂𝑖(𝑛)表示。在每个时

间间隔，𝜉𝑖(𝑛) = 𝑖 − 1, 𝜂𝑖(𝑛) = 𝑖 + 1（以 N 为模）,它的概率为p，而概率p它的指

标在 1 到 N 之间随机选择。换句话说，网络是一个环，它的连接在每个时间间

隔内以概率 p 随机的重新接线。这种动态的布线将耦合同化为神经元都可以以同

样的可能连接任何一个神经元的情形（参见 4.2 节）。神经元的参数为a =

 0.89, b =  0.18, c =  0.28 , I =  0.03，对于这些参数，孤立的神经元的动力学性

质是混沌的。 

耦合强度ϵ和重组的概率p都会影响同步。图.44(c)总结了依赖关系，，而

图.44.(a)和(b)所示的快照有助于直观地显示情况𝑝 =  0和情况p =  1之间的差异。

当耦合比较强的时候（ϵ > 𝜖𝑐 ≈ 0.361）时，系统唯一的不动点成为了稳定的全局

吸引子，在这个稳定点，所有的神经元保持静息状态，且与重组概率p无关。当

耦合强度比较低时，全局活动依赖于p：对于低p值(主要是固定的连接)，网络不

是同步的，每个神经元混乱地独立于其他神经元放电(作者将这种状态称为时空

混沌)；但是当p值比较高时，则存在一个耦合强度低于𝜖𝑐的区间，在这个区间内

神经元网络会在混沌的峰发放区域完全同步，而不是在一个固定点。 

同步区间随 p 单调增长的这一事实似乎表明，从同步的角度上来看，完全随

机的拓扑结构是比规则的结果或中间的小场景[113]更好。然而由于在方程（36）

的模型中各环节的动态性，这样的结论是没有根据的。实际上，在大量的迭代中，

随机链接作为一种稀释的全局(或 all-to-all)耦合的形式，并且基于这种同化，线

性分析与数值模拟的结果非常一致。等价于（36）的全局耦合系统变为： 

𝑥𝑖(𝑛 + 1) = (1 − 𝜖)[𝑥𝑖(𝑛)
2𝑒𝑦𝑖(𝑛)−𝑥𝑖(𝑛) + 𝐼] + (1 − 𝑝)

𝜖

2
[𝑥𝑖+1(𝑛) + 𝑥𝑖−1(𝑛)]

+
𝜖𝑝

𝑁
∑𝑥𝑗(𝑛)

𝑁

𝑗=1

 

𝑦𝑖(𝑛 + 1) = 𝑎𝑦𝑖(𝑛) − 𝑏𝑥𝑖(𝑛) + 𝑐                        （37） 

注意到在方程（37）中，连接不再是动态的。系统在同步状态下的雅可比矩阵

是块循环矩阵： 



 

其中 A 块应归于内部动态和依赖状态，B 块应归于最临近的耦合和（1 − p）成

比例，C 块应归于全局耦合和p成比例。增加p增加了 C 块，削弱了 B 块，这使

得矩阵的特征值朝稳定的半平面移动。这表明全局耦合而不是随机耦合比局部

耦合更适合同步。另外一项研究在[114]中，它表示在连接的随机性程度不同的

基于映射的神经元中，对于同步的依赖性课题是可疑的，其中 Rulkov 模型神经

元的连接不是重组（rewire）的而是随机添加的，因此目前他们所说的同步的增

加原因时到底是由于随机性或仅仅是因为连接的数量是不明确的。[115]中的模

拟表明混沌 Rulkov 模型神经元的同步对重组相当不敏感，在他们的工作中主要

强调了连接延迟（同样可以在[116]中看到）。Izhikevich 神经元在区域结构[117]

网络中重组概率影响的数值研究可以在[118]中找到。在这里，同步被再次证明

随着重组概率单调增长，尽管他们强调另一个性质，因果密度[119]，它在 p 值

比较低时达到峰发放。 

图.45.具有利用方程（39）周期脉冲产生的混沌抑制，利用方程（38）耦合方式的两个 Rulkov

模型神经元的同步。在第一条虚竖直线出来之前，神经元独立于不同的初始条件运行。在第

一个虚竖直线之后，耦合是活跃的，在第二个虚竖直线之后，耦合是周期性的脉冲。两个神

经 元 的 参 数 为 a =  1.04, b =  0.1, c =  0.45 , I =  0.147 。 对 周 期 脉 冲 有 𝜆𝑥 = 𝜆𝑦 =

−0.035，𝑝 = 12，根据 Guemez 和 Matias[120]。 

Guemez 和 Matias[120]采用了一种不同的耦合方案，该方案从分析的角度来

看是有利的，但没有生理上的对应，他们同时也研究了两个或多个耦合的混沌



Chialvo 神经元之间的同步，尽管是在混沌抑制的背景下。耦合是由共有的方程

实线，如下面所示范例： 

𝑥1(𝑛 + 1) = 𝑥1(𝑛)
2𝑒𝑦1(𝑛)−𝑥1(𝑛) + 𝐼  

𝑦1(𝑛 + 1) = 𝑎𝑦1(𝑛) − 𝑏𝑥1(𝑛) + 𝑐  

𝑥2(𝑛 + 1) = 𝑥1(𝑛)
2𝑒𝑦2(𝑛)−𝑥1(𝑛) + 𝐼  

𝑦2(𝑛 + 1) = 𝑎𝑦2(𝑛) − 𝑏𝑥2(𝑛) + 𝑐                                    (38) 

注意在方程（38）中，第一个神经元的x变量用于定义第二个神经元的x变量的动

力；也可以说，第一个神经元驱动第二个神经元。这种耦合形式在混沌系统[121]

的同步研究中得到了广泛的关注。如图.45 所示，当应用于 Chialvo 神经元时，的

确会产生同步的混沌轨道。此外通过对驱动神经元乘以脉冲周期来实现混沌抑制

机制，如下所示： 

𝑥1(𝑛 + 1) = (𝑥1(𝑛)
2𝑒𝑦1(𝑛)−𝑥1(𝑛) + 𝐼)(1 + 𝜆𝑥𝛿𝑚,𝑝)  

𝑦1(𝑛 + 1) = (𝑎𝑦1(𝑛) − 𝑏𝑥1(𝑛) + 𝑐)(1 + 𝜆𝑦𝛿𝑚,𝑝)                      （39） 

其中𝛿𝑚,𝑝为 Kronecker 的δ，m ≡𝑝 n，p 为脉冲周期。𝜆𝑥和𝜆𝑦为脉冲大小。脉冲实

现了周期轨道的稳定。有趣的是，从非线性动力学的角度上来看，尽管混沌同步

和混沌控制可能和大脑信息处理的问题有关，但是耦合与强制的方案似乎过于远

离生理的合理性并且并没有在基于映射的神经元模型深入研究。 

从生物学的角度上来看，更有趣的耦合形式是脉冲耦合。在统一兴奋的 LIF

神经元模型的 all-to-all 脉冲耦合网络中，同步是一种全局吸引的状态[122]。同样

的，当 Nagumo-Sato 神经元为全局脉冲耦合时，它们趋向于完全同步[123]。参数

相同的 Nagumo-Sato 脉冲耦合神经元网络方程为： 

𝑦𝑖(𝑛 + 1) = 𝑘𝑦𝑖(𝑛) + 𝑎 − 𝐻[𝑦𝑖(𝑛)] + 𝜖 ∑ ∑ 𝛿(𝑛 − 𝑛𝑗,𝑘)𝑘𝑗≠i       (40) 

其中𝑛𝑗,𝑘为 j 神经元产生第 k 次峰发放的时间间隔，对所有k, 𝑦𝑗(𝑛𝑗,𝑘) ≥ 0。换句

话说，每次神经元放电时，它使所有神经元的电压上升𝜖。在 LIF 模型中，当脉

冲达到两个神经元阈值附近时，它们会一起放电，并且复位电压在同一水平上，

从这时起，它们将完全同步。这叫做吸收同步。在 Nagumo-Sato 模型中没有吸收，

因为没有固定的复位电压。然而，如图 46 所示，在全局脉冲耦合下，神经元确

实倾向于在少数完全同步的簇中聚集在一起。不同的簇之间保持恒定的相位延迟。

Masuda 和 Aihara [123] 通过相位描述来解释了这一现象，以[122]为例。相变量

𝜙定义为：ϕ(y) =
𝑙𝑛

𝑎

𝑎−(1−𝑘)𝑦

𝑙𝑛
𝑘(𝑎−1)+1

𝑎

+ 1,因此𝜙(𝑎 − 1) = 0, 𝜙(0) = 1，并且𝜙的增量一致的

沿着孤立的 Nagumo-Sato 神经元的阈值之下的演变。通过研究在放电时刻和峰发

放前的接受，提供了启发性的论证去解释同步簇的形成。当它们证明了适用于基



于 ODE 的振荡器之后，相位描述在基于映射的模型是非常有效的。 

当在方程（40）中增加一个较小的噪声之后，同步通过干扰高度不协调的解

簇的引力盆来增强同步。为了量化这种误差，定义了以下同步误差的度量： 

χ(n) =
2

𝑁(𝑁−1)
∑ ∑ 𝑑[𝑦𝑖(𝑛), 𝑦𝑗(𝑛)

𝑁
𝑗=𝑖+1

𝑁
𝑖=1 ]                        （41） 

其中d(y, 𝑦′) = min (|𝑦 − 𝑦′|, |𝑦 − 𝑦′ + 1|, |𝑦 − 𝑦′ − 1|。在没有噪声的情况下，在

成群的解中的网络集合与不一致的相位簇，产生了很高的同步误差，如图.47（a）

所示。加入少量的噪声使得不同相簇高度不稳定，网络稳定在一个完全同步解附

近，只有较小的同步误差，如图.47（b）附近。显然过大的噪声不利于进一步同

步，如图.47（c）所示。这些效应是 3.4 节中描述的随机相干现象的另一种形式。

王等人[124]描述了在混沌 Rulkov 神经元的格子中随机相干性和随机共振的一些

简单的数值研究。 

通常，同步研究使用相同的神经元作为网络节点，因为多样性很难分析处理。

仿真通常表明神经元参数的任何扩展都会对同步造成损害，但是在某些情况下，

有限的多样性可能会增强它。Chen 等人[125]就是这样一个例子。非混沌峰发放

Rulkov 神经元（方程（13）和（14））通过使随时间变化的电流的欧姆链路连接： 

𝐼𝑖(𝑛) =
𝑔𝑒

|𝒩𝑖|
∑ [𝑥𝑖(𝑛) − 𝑥𝑗(𝑛)]𝑗∈𝒩𝑖

                             (42) 

其中如方程（35）𝒩𝑖为连接第𝑖神经元相邻节点的集合，𝑔𝑒为连接的电导系

数。对全局耦合（𝒩𝑖包括所有的神经元）和环网（𝒩𝑖 = i − 1, i + 1）进行测试，

得到了类似的结果。神经元参数选择在峰发放区域内（α =  3.0，µ =  0.001），

通过刺激参量σ引入多样性，它是从标准差为 D 的高斯分布中随机和独立的挑

选出来的。网络的同步程度由方程(34)中定义的规律性 R 来测量。图.48.（a）论

述了由多样性引起的共振现象。刺激的平均值𝜎0的选择低于由 Neimark–Sacker 分

叉（方程（15））定义的峰发放阈值之下。因此，多样性为 0 时，所有神经元都

是静息的，没有峰发放产生，规律性没有意义（为了连续性，将其设置为 0）。当

多样性的较低时，少数的神经元收到阈值之上的刺激，并且开始放电，规律性较

低；但是当多样性增加时，有更多的神经元进入峰发放，它们会诱导放电，规律

性就会增加。在多样性较高的情况下，这种趋势会被不同神经元自然峰发放频率

的扩散所抵消。 

因此，多样性引起的共振并不是一种普遍现象，它依赖于一种特殊的结构，

在这种结构中，大多数神经元处于阈值以下，少数能够达到峰发放的神经元支配

着整个网络动态。图.48.（b）中显示了对不同平均值为σ
0
的刺激的共振曲线。

当𝜎0在峰发放的阈值之上时，所有神经元是活跃的在D = 0，规律性和多样性单

调减小，和直观的预期一样。另一方面，当平均刺激明显低于阈值之下时，共振



效应存在，但是有阻尼。 

 

 

图.47.具有额外的振幅统一为σ的白噪声的与图.46 的相同的网络模型沿着时间的同步误差。

在（a）图中，σ = 0，没有噪声，网络就停留在集群解决方案上并且网络远没有完全同步。

在（b）中，σ = 0.005，噪声将系统踢出异相位聚集的轨道并进入完全同步解的盆地。在（c）

中，σ = 0.02过量的噪声将损害同步。 

 

图.48.（a）规律性 R 作为多样性 D 的函数在 500 个电耦合非混沌 Rulkov 神经元（方程(13)、

(14)及(42)）构成的 all-to-all 网络中。参数α = 3，μ = 0.001，𝑔𝑒 = 1，σ服从𝜎0 = −0.74和

标准差为 D 的高斯分布。规律性在有限的多样性值附近处达到最大。（b）与（a）图中一样，

对于不同的𝜎0。只有当𝜎0低于峰发放的阈值之下时（𝜎𝑡ℎ ≈ −0.733）时才能观察到由多样性

引起的共振。资料来源:Chen 等人[125]。 



 

图.49.在具有 all-to-all 平均场耦合的网络中，一百个混沌 Rulkov 神经元有四个簇发放。每个

神经元都有一个不同的α值，在 4.1 至 5 中均分分布。左边图，耦合强度ϵ为 0，神经元断开

连接，在不同的区域簇发放。右边图，耦合强度ϵ为 0.1，簇发放开始同步和规律化。其他参

量μ = 0.0001，σ = −1。依据 Rulkov[49]。 

4.2.簇发放的同步 

簇发放的神经元组成了各种重要的神经和兴奋的细胞系统，包括负责胰岛素

分泌的胰腺的β细胞[56]、负责睡眠节奏的丘脑网状核[126]、与运动相关的基地

神经节区域[127]和驱动协调有节奏任务的中央模式生成器[128]。二维基于映射

的簇发放子，如 Rulkov 族的簇发放子，由于其简单性，非常适合同步簇发放的

研究。 

在关注簇发放的同时，重要的是簇发放的开始与结束之间的关系，而不是簇

发放内部的状态或簇发放之间的状态。因此，对基于映射的神经元之间的簇发放

同步的研究并没有寻找更严谨的同步形式，而更接近于生理相关现象，而不是抽

象的耦合映射格子问题。所采用的耦合方案比前一节所提出的方案更容易与生物

过程联系起来，这可能有助于根据耦合方案对簇发放同步研究进行分类： 

平均场耦合 

平均场耦合是由所有相连的平均膜电压成比例的项相加组成。这一项通常加

到电压变量中，因此，在 混沌 Rulkov 神经元中，神经元的平均场耦合装配的

方程为： 

𝑥𝑖(𝑛 + 1) =
𝛼𝑖

1+𝑥𝑖
2(𝑛)

+ 𝑦𝑖(𝑛) + 𝒞𝑖(𝑛)  



𝑦𝑖(𝑛 + 1) = 𝑦𝑖(𝑛) − 𝜇(𝑥𝑖(𝑛) − 𝜎𝑖)  

𝒞𝑖(𝑛) =
𝜖

|𝒩𝑖|
∑ 𝑥𝑗(𝑛)𝑗∈𝒩𝑖

                                             (43) 

其中𝜖表示耦合的强度，与之前例子中的一样[方程(35)和(42)]，𝒩𝑖为第𝑖个相邻的

神经元的集合。 

 

图.50.通过平均场或 FTM 兴奋的耦合簇发放同步的效果示意图。当一个神经元或一群神经

元（由实线或零斜线表示）达到𝛾𝑠𝑛时，它开始进入峰发放阶段，耦合项把其他神经元的快零

斜线（虚线）向左移动，使它们进入或接近峰发放。因此初试簇发放时同步的。（b）当一个

神经元或一群神经元（实线）达到y = 𝛾ℎ
′（虚线）时，它跳入静息，把其他神经元的快零斜

线（虚线）向右移动，使它们进入或接近静息。因此簇发放的结束也是同步的。 

Rulkov 研究了具有参量随机分布的混沌 Rulkov 模型簇发放子的平均场耦合

并发现它不仅导致了同步的簇发放而且还使簇发放的持续时间规范化，在孤立的

神经元中由于异质性的参量和簇发放结束对混沌轨道依赖性，它具有可变的持续

时间。图.49 展示了这种影响。对每个具有不同α值的神经元，当神经元是非耦

合的（ϵ = 0）呈现了明显不同持续时间的簇发放和占空比，同时对于每个神经

元，它们随着时间都是不规律的；但是耦合的存在（ϵ = 0.1）使在相图中所有的

神经元都变得同步，并且使它们定期簇发放。利用零斜线图可以理解簇发放同步

的机制，如图 50 所示。在簇发放的静息期，每个神经元的状态紧紧地跟随慢零

斜线的稳定分支𝑁𝑠朝簇发放开始的顶点y = 𝛾𝑠𝑛[图.50（a）中零斜线与实线]移动。

神经元开始簇发放时，它的相邻神经元（在 all-to-all 耦合的整个网络中）的耦合

项增加，它等价于恢复变量 y（或快慢系统中参量𝛾）的增加，也等价于一个快零

斜线中的一个变化，它放置了一个接近它的分叉的神经元，并因此簇发放。当一

个神经元簇发放时，这种效应会以雪崩的方式放大，在很短的时间间隔内整个网

络都会簇发放。同样地，在簇发放的活跃期，神经元状态缓慢接近外部分叉点y =

𝛾𝑐𝑟，在这个点簇发放结束；当一个神经元停止簇发放（图 50(b)中的虚线和零斜

线]），耦合项减少，有效地降低了所有耦合神经元的 y 值，同时使得神经元更加

接近簇发放的终点（图 50(b)中的实线和零斜线）。 



 

图.51.在α − γ平面，混沌 Rulkov 神经元[方程（44）]模型的快子系统分叉图。虚曲线𝛤𝑐𝑟表示

孤立神经元的外部转折分叉点；𝛤𝑠𝑛为对不同耦合强度ϵ[方程（45）]的值鞍节点分叉的曲线。

阴影部分表示在孤立的神经元中，对不同α值的双稳态区域，神经元的簇发放持续时间明显

不同，当存在耦合时，差异就不那么明显了。来源于 Rulkov[49]。 

图.49 左边图描述同步机制以及对簇发放的持续时间对参数α的高敏感性，

以及在图.49 右边图可以看到，从耦合随之而来的规律化可以更好的理解图.51 中

描述的α − γ平面中快子系统的分叉图。之前已经提及，在孤立的神经元中，簇发

放开始在鞍节点𝛾𝑠𝑛结束在外部转折点𝛾𝑐𝑟。作为α的函数这些点的曲线在图中标

记为𝛤𝑠𝑛和𝛤𝑐𝑟。簇发放的持续时间与两曲线之间区间长度γ成比例，实际上这在孤

立的神经元情况下（ϵ = 0）它对α是非常敏感的。但是在平均场耦合的作用下，

神经元的轨道会沿着簇发放的静息相位发生改变。由于神经元是同步的，它们拥

有大致相同的 x 值，以及方程（43）中的耦合项𝒞𝑖(𝑛)能够很好的近似被ϵ𝑥𝑖(𝑛) 取

代。因此，所有神经元共有修改后的快子系统： 

𝑥𝑖(𝑛 + 1) =
𝛼𝑖

1+𝑥𝑖
2(𝑛)

+ 𝛾𝑖 + ϵ𝑥𝑖(𝑛)                 （44） 

额外的项使得𝛾𝑠𝑛依赖于ϵ；𝛤𝑠𝑛的曲线的方程转变为： 

α =
2

27𝜂2
[(𝛾2 − 3𝜂2)

3
2⁄ − 𝛾(𝛾2 + 9𝜂2)]                  （45） 

其中η = 1 − ϵ。如图 51 所示，结果是曲线𝛤𝑠𝑛离曲线𝛤𝑐𝑟越来越远，连同上面解释

的雪崩机制，这延长和规律化了所有神经元的簇发放。另一方面，𝛤𝑐𝑟曲线被耦合

的影响很小，因为神经元的混沌轨道在峰发放阶段大多是不相关的,它们的平均

值接近于零。实际上，只有在簇发放的静息阶段，方程（44）是同步的 Rulkov 神

经元模型的行为的很好的近似。Duarte 等人[129]利用符号动力系统[130]研究这

个方程试图去理解在随着簇发放峰发放的混沌性质上耦合的影响，但是尽管结果

是与方程（44）的映射的动力学性质相关，对于簇发放整体的动力学性质而言，

情况并非如此。 



 

图.52.耦合的簇发放频率Ω(𝑖)与孤立的簇发放频率Ω0
(𝑖)
，对不同θ和ϵ的值的混沌 Rulkov 神经

元的幂率平均场耦合的网络[方程（46）]。第一列、第二列和第三列的θ值分别为 0.5、2.0 和

4.0。第一行、第二行、第三行和第四列的ϵ的值分别为 0.015、0.035 和 0.045、0.07。网络有

N = 51个神经元，参量α随机分布在 4.1-4.4 之间、μ = 0.001, σ = −1。资料来源:de Pontes

等人[131]。 

簇发放同步所需的最小平均场耦合强度与网络拓扑高度相关。在如前文[112]

描述的 Chialvo 神经元峰发放同步的情况，全局耦合在同步网络方面优于近邻耦

合。Pontes 等人[131]对其依赖性进行了定量研究。耦合参量在环结构和 all-to-all

结构中连续变化；方程（43）中的耦合项变成了： 

𝒞𝑖 =
𝜖

𝜂(𝜃)
∑

1

𝑗𝜃𝑗>0 [𝑥𝑖+𝑗(𝑛) + 𝑥𝑖−𝑗(𝑛)]               (46) 

其中θ ≥ 0是一个范围参量，𝜂(𝜃)是一个规范化因子，总体的耦合强度与选择的

拓扑无关。All-to-all 耦合对应θ = 0，而θ =∞时对应一个规范的环；中间值表示

连接强度随着距离幂律而减小的网络。图.52 展示了对不同ϵ和 θ的值的同步的数

值结果的总览。具有不同内部不同簇发放频率（α值的不同）的混沌 Rulkov 神

经元网络在弱耦合时是同步的，当范围参量θ较小时，也就是当耦合范围更大时。 



 

图.53.在两个相互平均场耦合的突发性簇发放，参量α =  8√3 3
⁄ , µ =  0.001 , σ =  −0.85。

虚竖直线之前ϵ = 0，直线之后ϵ = 0.2。耦合将非簇发放神经元转变为同步簇发放神经元对。 

Vries[132]对同一系统的另一项研究表明，平均场耦合可以导致非簇发放

((tonically 峰发放)神经元的簇发放。这种现象称为突发性簇发放，在理解胰腺β

细胞的动力学是很重要的，因为只有当当足量的细胞在一个网络中同时工作时，

生产胰岛素的时候必然会产生规律的簇发放。对于突发现象的解释与上述对簇发

放同步的解释相同。在图.53 中，两个神经元都为α = 8√3 3
⁄ ，图 51 中的分叉图，

𝛤𝑠𝑛和𝛤𝑐𝑟相撞，不存在双稳态区域和簇发放。神经元在孤立的时候只能的峰发放

或静息。然而当它们耦合时，曲线𝛤𝑠𝑛向右移动，产生了一个双稳态区域，因此，

神经元本质上是非簇发放的，而耦合可能产生有节奏的簇发放。Tanaka 等人[135]

通过主稳定函数[134]，在具有负均场耦合模拟抑制相互作用的同一系统中，分析

了突发性簇发放现象。在电性和兴奋性突触耦合的情况下也研究了 Rulkov 族的

神经元模型网络的突发性簇发放，它表明在大规模神经元网络中这可能是一个普

遍的现象。 

通过对一组基于映射神经元[137,138,139,131]中的一个或几个神经元输入外

部周期信号，可以通过耦合产生同步的簇发放。驱动频率应接近同步集成频率，

如图 54(a)所示。同步的区域随着驱动信号幅值的增大而增大，直至饱和；注意，

在d =  0.09和 d =  0.15时，平台宽度几乎相同。这是可以理解的，因为驱动信

号被注入单个神经元:一旦有一个注入了外部信号，就没有改变的余地了。更有

趣的是区域相对于自由总体频率是不对称的：它几乎只在高频率方向上随 d 增

大。同样也可以利用雪崩机制来解释：当驱动频率高于整体频率时，受驱动的神

 



经元簇发放的开始和结束都比其他神经元稍早，并且驱动其他神经元；当驱动频

率较低时，总体会起主导作用，并且影响驱动神经元，使驱动效率降低。另一个

有趣的结果，如图 54(b)所示，当外部驱动非常强且频率高于区域极限时，同步

就会中断。通过外部控制信号抑制同步是一种很有前景的治疗震颤的方法[140]，

也可能是预防癫痫发作的一种方法[141]。一个特别稳定和实用的去同步方法是

向系统反馈均值场的延迟副本[142,143]。Batista 等[144]对具有延迟反馈和无标

度拓扑的方程（43）系统进行了数值研究。 

 

图.54.（a）不同的驱动振幅值 d，在 50 个混沌 Rulkov 神经元 all-to-all 的平均场耦合网络,簇

发放频率Ω(i)和正弦驱动信号频率 ω 之间的不协调(mismatch)；每个标记代表一个神经元。

耦合强度ϵ = 0.1，神经元参数µ =  0.001, σ =  −1 , α ∈  [4.1, 4.4]。只有一个驱动神经元。在

周期转化的区域之外，被驱动的神经元以不同于同步总体和驱动信号(线外标记)的频率簇发

放。由 Ivanchenko 等人[137]提供。（b）与（a）中相同的内容但是在幂率的平均场耦合中，

参数θ =  0.15, d =  2。高频强驱动使整个网络失同步。资料来源:de Pontes 等人[131]。 

电耦合 

电耦合的目的是建立间隙突触的模型。它对应神经元胞体之间的一个被动的

电阻连接，有相邻神经元之间的电压差的比例项组成，神经元电耦合对应的耦合

项𝒞𝑖(𝑛)为: 

𝒞𝑖(𝑛) =
𝑔𝑒

|𝒩𝑖|
∑ [𝑥𝑗(𝑛) − 𝑥𝑖(𝑛)]𝑗∈𝒩𝑖

                   （47） 

其中𝑔𝑒为耦合的电导系数。对比方程（43）和（47）可以发现平均场耦合与电耦

合非常相似：电耦合模型仅仅加了一项负的𝑥𝑖(𝑛)，这项可以同化为神经元内在的

动力学。因此平均场耦合的同步效果也可以被认为是电耦合效果。然而，电耦合

在相邻神经元之间的间隙连接中具有直接的生物学对应物，通过电耦合进行同步

化的研究很少使用 all-to-all 构型，通常利用特定的网络结构。 

例如，Osipov 等人[145]研究了电耦合的非混沌 Rulkov 神经元环的动力学。

正如在前几节中所述，局部耦合拓扑(如环)比 all-to-all 网络更难同步。在图 55.

（b）中我们看到当耦合𝑔𝑒的值适中时，有几个稍微不同规律（刺激𝜎随机分布）



的同步；活动形式的前端，由总体中最活跃的神经元引导。与直觉相反，增加𝑔𝑒

试图提高同步会产生一个混沌的间歇区域。混沌间歇性是指同步行为阶段与混沌

簇发放阶段之间不可预测的交替。就像前面描述的突发性簇发放情况一样，这种

耦合会使峰发放神经元产生簇发放，但这次是以一种非常不规则的方式。

Ivanchenko 等人[136]较为详细地描述了产生簇发放相的机制，其总结如下:在强

电耦合的情况下，在第一个神经元由相邻的动作电位引起的峰发放返反过来会产

生一个强的去极化，以这种方式，相互作用的峰发放序列可以持续下去，直至慢

恢复变量充分远离兴奋值。这些峰发放链在网络中传播，产生了混沌簇发放的周

期，由同步的峰发放周期区分开。同步周期持续时间的统计数据似乎符合幂律。

混沌间歇性并不局限于基于映射的模型，也可以在基于 ODE 的 Hodgkin-Huxley

神经元链中观察到。 

 

图.55.100 个非混沌 Rulkov 神经元模型通过间隙耦合连接的环的变量𝑥𝑖(𝑛)的光栅图。每个

Rulkov 神经元的 x 变量的值用颜色编码，对于较高的值，颜色越深。神经元参数α =  3.5, µ =

 0.001,和σ随机分布, σ𝑖 ∈ (−0.85 − 0.84)。耦合电导系数（a）𝑔𝑒 = 0.005，（b）𝑔𝑒 = 0.05，

（c）𝑔𝑒 = 0.09，（d）𝑔𝑒 = 0.2。由 Osipovet 等人提供[145]。 

一些研究使用了电耦合的负电导系数[50,135,147]。从缝隙连接模型的观点

来看，这是值得怀疑的，但可以作为一个方便的方法作为模拟神经元之间的抑制

连接。神经元环中负电耦合与线性耦合是促进同步的反相位状态。，即相邻的神

经元交替簇发放，一个神经元发出放电，其他的静息。这种活动模式如图 56 所

示。与任何网络拓扑中促进同步的正耦合相反，负耦合的影响会根据所涉及的连

接的结构创造了非常不同的活动模式。这将在 4.3 节中进一步讨论。 

 



 

图.56.通过负线性连接，32 个同一的混沌 Rulkov 神经元环的变量𝑥𝑖(𝑛)的光栅图。神经元参

量α =  4.3, µ =  0.001, and σ =  −1.69。耦合电导系数𝑔𝑒 = −0.02。由 Tanaka 等人提供[135]。 

电耦合网络中不规则活动模式的出现不一定与神经元参数的多样性有关。在

Tanaka 等人[135]中展示负电耦合的同一的混沌 Rulkov 神经元网络的产生，在一个很小范围

的耦合电导值中，网络活动的一种高度复杂的模式，不同于之前描述的混沌间歇，其中，

连续有序的同步和波的传播随时间以不可预测的方式交替，如图 57 所示。不规

则性的来源是神经元的混沌性，这种现象可以用更广泛的混沌流动概念来描述

[148]。 

化学突触耦合 

通过化学突触耦合，我们是为了模拟神经元之间的化学突触连接而考虑相关

生理参数的耦合方案。突触本身就是一个复杂的系统，在忠实于生物学的目标和

基于映射的方法的核心的简单性之间存在着一些矛盾。在动态钳位[149,150]实验

中被广泛使用的简单但具有生物学意义的突触，其公认的出发点是通过以下方程

[5]对每个突触进行建模： 

𝐼𝑠𝑦𝑛(𝑡) = −𝑔(𝑡)𝑆(𝑡)[𝑉𝑝𝑜𝑠𝑡(𝑡) − 𝑉𝑟， 

𝑆(𝑡) =
1

𝜏𝑠𝑦𝑛

𝑆
∞
[𝑉𝑝𝑟𝑒(𝑡)]−𝑆(𝑡)

𝑆1−𝑆∞[𝑉𝑝𝑟𝑒
(𝑡)]

                           (48) 

这里Isyn是进入突触后神经元的突触电流，𝑉𝑝𝑜𝑠𝑡(𝑡)是它的膜电压，𝑉𝑝𝑟𝑒(𝑡)是突触

前神经元膜电压。𝑉𝑟是突触后通道的逆转电位(兴奋性突触的去极化，抑制性突触

的超极化)。活化𝑆(𝑡)为每个突触的的内部变量，表示突触后细胞上停靠的神经递

质相对于最大值的数量；它的动力是由突触前电压通过在 0 到 1 之间的 S 型的

激活函数𝑆∞[𝑉𝑝𝑟𝑒]。对突触的动力学来说，存在两个特征时间尺度，快一些的

𝜏𝑠𝑦𝑛(𝑆1 − 1)为突触通道对接的神经递质受体，慢一些的𝜏𝑠𝑦𝑛𝑆1为非突触通道对接

的神经递质停靠受体。 



一些基于离散时间神经元模型的研究或多或少使用了方程（48）的简单的离

散化[55]。然而，更常见的是发现它们被进一步简化，为特定的目的量身定制。

一个流行的简化称作快速阈值调制模型（FTM）[151,152]，它假设活动的突触非

常快能够立刻随着𝑆∞[𝑉𝑝𝑟𝑒]变化并且激活的阈值无限大。利用 FTM，方程（43）

的耦合项𝒞𝑖(𝑛)变成： 

𝒞𝑖(𝑛) = ∑ 𝒞𝑖,𝑘(𝑛)𝑘 , 

𝒞𝑖,𝑘(𝑛) =
𝑔𝑐,𝑘

|𝒩𝑖,𝑘|
[𝑥𝑖(𝑛) − 𝑥𝑟,𝑘] ∑ 𝐻[𝑥𝑗(𝑛) − 𝜃𝑐,𝑘]𝑗∈𝒩𝑖,𝑘

               （49）  

其中H(x) 是 Heaviside 阶梯函数。指标 k 贯穿了不同类型的化学突触。各个参量

分别为𝑥𝑟,𝑘为突触的反转电位（缩小变量𝑥的值），𝜃𝑐,𝑘为激活的突触前阈值。在

FTM 模型中，不需要存储每个突触的的动态变量，在每个时间间隔中，突触电

流都是实时计算的。 

 

图.59.（a）对两个相互作用的 FTM 耦合的混沌 Rulkov 神经元作为外部刺激σ的函数𝑥𝑛,1与

𝑥𝑛,2的互相关，α =  4.15, µ =  0.001, 𝑔𝑐 =  0.1 and 𝜃𝑐  =  −1.4,对三种不同反转电位值𝑥𝑟。（b）

簇发放的光栅图，在 N=32 个非混沌 Rulkov 神经元组成的环，𝑥𝑟 = −1.2。在 n=5000 时，外

部刺激𝜎在-1.2 和-0.8 之间转换。 

Ivanchenko 等人[136]用兴奋性 FTM 耦合再现了上一节解释的电突触获得的

混沌间歇性现象。实际上，在很多方面，兴奋性突触耦合产生的同步效应与电耦

合类似，而抑制性突触耦合与负电耦合类似。Ibarz 等人[153]研究了 FTM 耦合

Rulkov 神经元的动力学性质。当两个神经元通过兴奋突触相互耦合(𝑥𝑟 = 1 )时，

如图 58(a)所示，它们将在相平面中同步；当通过抑制性突触的时候（𝑥𝑟 = −2），

在相反的相位中同步，如图 58(b)所示。借助相平面图可以很容易地解释这一现

象，这与图 50 所示的雪崩机制基本相同，雪崩机制倾向于同步平均场或电耦合

神经元。Shi 和 Lu[154]对这两种情况进行了进一步的数值探索。 

对于中间反转电位值，突触的作用不能明确归类为兴奋性或抑制性。这是在

建模 GABAA 受体通道时的情况，该通道对氯离子具有选择性，其反转电压接近

神经元的静止电位。在 FTM 耦合模型中，当使用兴奋和抑制极值之间的中间反



转电位值时，同步可以通过外部输入进行控制。在图.59（a）中，绘制了两个相

互 FTM 耦合的混沌 Rulkov 神经元的变量 x 之间的互关联图，它是作为外部刺激

𝜎的函数，对三个不同反转电位的值𝑥𝑟来说。正的互相关表示相位同步，反之亦

然。我们看到, 𝑥𝑟 = −1.4,相关逆转为𝜎的变化。图 59(b)最能体现这一效果，通

过改变刺激参量，使 FTM 耦合的具有中间反转电位的非混沌神经元环在簇发放

的同相和反相之间转化。关于这种设置中延迟效应的数值结果可以在[155,156]中

找到。Cao 和 Ibarz[157]是在同一背景下对电耦合的研究。 

FTM 耦合的一个主要限制是它忽略了突触相互作用的时间尺度，假设它是

瞬时的。对方程(48)的不同阐述被 Rulkovet 等人[53]和 Bazhenov 等人[89]使用，

其中包含一个时间常数： 

𝐼𝑠𝑦𝑛(𝑛 + 1) = 𝛾𝐼𝑠𝑦𝑛(𝑛) − 𝑔𝑠[𝑥𝑝𝑜𝑠𝑡(𝑛) − 𝑥𝑟]𝛿(𝑛 − 𝑛𝑝𝑟𝑒,𝑘)  

集合{𝑛𝑝𝑟𝑒,𝑘, 𝑘 ∈ ℕ  包括了在突触前神经元放电的时间间隔，衰变常数γ决定

了非受体时间间隔；停靠是瞬时的。其结果是一种脉冲耦合形式，每一个突触前

突都会向突触后神经元释放一个指数衰减的电流波形。该模型需要为每个神经元

和突触类型设置一个新的变量;同一类型的不同突触对同一突触后神经元的影响

可以累积在同一变量中。这个模型有点不合适，因为突触前突瞬间的突触后电压

决定了电流脉冲的形状。在[54]中，一个更好的方法是使用脉冲电导和它们在每

个时间步长乘以电压项[𝑥𝑝𝑜𝑠𝑡(𝑛) − 𝑥𝑟]。在这两项研究中，短期突触抑制[158]也

被纳入研究范围，即突触电导在每次触发峰发放时下降，在静息期逐渐恢复。 

 

图.60.（a）甲壳类鳌龙虾动物口胃神经节的结构。黑色圆圈代表抑制性突触连接。PD-幽门

肌神经元，LP-侧部幽门神经元，PY-运动神经元，AB-中间神经元。当神经元数量超过一个

的时候，标记出来每种神经元的数量。（b）四种神经元的电压轨迹。（c）CPG 的簇发放模式

的光栅图。根据 Meyrand 和 Moulins[159]。 

a 

c 

b 



4.3.网络拓扑和动力学中的相互作用 

由于兴奋性相互作用倾向于促进同相同步，具有足够强耦合的兴奋簇发放子

的紧致的网络倾向转变为一种易于预测的状态，即所有神经元同时放电。然而，

当耦合时抑制的时候，由相互作用产生的同步状态具有依赖网络拓扑的。相互抑

制作用存在于各种各样的系统,包括丘脑神经元时期睡眠和嗜睡[126],在中脑多

巴胺神经元,胰腺 β 细胞和中枢模式发生器(CPG)神经元负责有节奏的任务,比如

游泳、散步、心跳和呼吸。 

在这些系统中，集体同步行为似乎对信息的有效处理至关重要。模式发生器

的一个例子如图 60 所示。它代表了虾的口胃神经节，其功能是产生控制幽门肌

肉的簇发放模式。正如我们所见，形成这种模式的簇发放列来自于由抑制神经元

主导的网络拓扑。了解这些抑制网络的结构如何决定所观察到的模式是非常有趣

的。本课题是在无赢家竞争原则和感官编码的背景下进行研究的[160,161]。在这

两篇论文中，我们都使用了 Rulkov 型抑制性映射神经元网络来揭示同步神经元

群的激活和失活模式。 

 

图.61.（a）九个神经元通过定向抑制突触连接的神经网络。（b）网络在恒定的超阈值刺激之

下生成的电压轨迹。当 n=2000 时，刺激传递给所有神经元，它是在σ突然从-2.0 提升到 0.0，

所有的神经元以同样的方式被刺激。标记为 FP 的图是通过对所有峰发放链的瞬时值的平均

得到的。资料来源：Casado[160]。 

例如 Casado[160]利用一个由 9 个非混沌 Rulkov 神经元组成的小网络去研究

在峰发放状态下无赢家竞争原则。在这种情况下，网络的方程变为： 

𝑥𝑖(𝑛 + 1) = 𝐹[𝑥𝑖(𝑛), 𝑦𝑖(𝑛)], 

𝑦𝑖(𝑛 + 1) = 𝑦𝑖(𝑛) − 𝜇[𝑥𝑖(𝑛 + 1) − 𝜎 − ∑ 𝑔𝑐
𝑖,𝑗
(𝑥𝑗(𝑛) − 𝜃𝑐)𝐻(𝑥𝑗(𝑛) − 𝜃𝑐)𝑗∈𝒩𝑖

] (50) 

其中𝐹[𝑥, 𝑦]为非混沌 Rulkov 模型[方程（14）]的快速返回映射。虽然第一眼看上去

耦合类似于方程（49）快速阈值调制方案。注意耦合项只与突触前电压成正比，而与突触后

电压不成比例。因此，该方案是一种阈值平均场耦合的形式，它的系数𝑔𝑐
𝑖,𝑗
< 0来



模拟抑制的突触。图.61（a）展示了相邻的神经元𝒩𝑖的选择构建了神经元网络。

如图 61(b)所示，该网络形成了一种放电的时空模式，相当于四种不同神经元的

短暂激活和失活。实际上，标记为 1 和 9 的神经元是同步放电的，同样的情况也

发生在神经元 2、3、7 和 8 上。神经元 4 和 6 形成另一组，神经元 5 单独构成第

四组。请注意，尽管链只连接相邻的神经元，但不同的集合也可以包括非相邻的

单元。因此，抑制耦合导致了整个网络的全局结构。 

在某些情况下，由特定拓扑结构产生的网络簇发放模式可以通过网络图的光

谱特性来预测。Ibarz 等人[162]通过线性稳定性分析表明对于具有直接抑制耦合

和平衡抑制的相同 Rulkov 神经元网络，情况正是如此。后一种特性意味着到达

每个神经元的突触的加权和是相同的，或者在方程（50）的项中，考虑到系数𝑔𝑐
𝑖,𝑗

构成了连接权重的矩阵，它的行的和∑ 𝑔𝑐
𝑖,𝑗

𝑗∈𝒩𝑖
是的独立于 i 的常量。这是平衡网

络[163]概念的推广，它的行的和为 0；在这种情况下，常数的行的和为负值。 

 

图.62.在 N=16 个神经元生成的平衡网络中活动的模式，每个神经元有六个双向连接，顶部

的图是网络的结构。白色和灰色的圆圈代表当抑制比较强时(𝑔𝑐 < −0.25)活跃的神经元的两

种不同的群体，神经元 12 在所有情况下都不活跃。底部的图是当𝑔𝑐 = −0.30时两组不同的

初始条件的网络活动。在左边，只有灰色的神经元被激活;在右边，白色神经元被激活。其他

参量α =  6, µ =  0.001, σ =  −1 and 𝜃𝑐  =  −2。资料来源:Ibarz 等人[162]。 



神经元参数的均衡性和同质性确保了同步的状态，其中对应任意的i, j，

(𝑥𝑛
𝑖 , 𝑦𝑛

𝑖) = (𝑥𝑛
𝑗
, 𝑦𝑛

𝑗
)是系统的不变流形。在这个唯一的不动点附近方程（50）的

线性化表明抑制的相互作用导致了活动的模式。图.62 所示为 16 个神经元随机

生成的、具有相互连接的平衡网络的模式示例。由初初始条件决定，当两组神

经元中其中一组簇放电时，网络中其余的神经元处于静息状态。通过计算称作

系统的稳定的函数[134]，可以从网络图的光谱性质得到两组神经元中的成员。

这种方法是：当神经元组成一个网络时，将其在不动点附近的雅克比行列式分

解成多个形式。每个形式都与网络图的特征值和特征向量相关。可以构建一个

函数，为给定的图特征值和给定的神经元参数提供每个形式的李雅普诺夫指

数。通过它产生的李雅普诺夫指数来测量最不稳定的形式，这种形式很有可能

控制整个系统的动力学，同时活动模式将被相应的图特征向量的分量正确地预

测出来。这样，在形成活动模式中网络拓扑的影响与个别的神经元参数产生的

影响明确的区分开来，单个函数就可以预测任何网络生成的模式。

 

图.63.（a）N=16 个神经元的平衡网络，具有 v=6 的单向输入在每个连接的神经元。（b）复

平面上网络连接矩阵的特征值。根据圆律[164]，特征向量分布的期望区域内的虚线圆。特征

值𝑠0 = 6没有在图中表示出来。资料来源：Ibarz 等人[162]。 

在方程(50)模型的情况下，通过分析可以得到主稳定性函数，并且可以得到

与给定拓扑对应的模式的一些结论。可以看出，对应于实部最负的图特征值的模

式在动力学中占主导地位。在图 62 的例子中，所有的连接都是相互的，因此图

的相邻矩阵是对称的，特征值是实数。最小特征值对应的特征向量为： 

v =  (0.33,−0.05, 0.12, 0.37, 0.32,−0.09, 0.34,−0.29,−0.08,−0.34, 0.20, 0.03, 0.07,−0.27,−0.17,−0.40). 

特征向量各分量的符号表示各神经元变量在接近不动点时的演化方向。观察图

62 中两组神经元对应同一符号的特征向量元素。在两种情况下都不活跃的神经

元 12 对应最小的分量；;该模式仅对其进行微弱的兴奋，网络的超阈值模式可以防止其

簇发放。特征向量的分量之和为 0；;这适用于任何行和为常数的对称矩阵因为它对所有的特



征向量都是正交的。因此，在任何对称网络的主特征向量中，负的和正的分量的数

量都是相同的，神经元会分裂成两组，每组的大小都差不多，其中一组根据初始

条件是活跃的。 

当网络具有额外的对称性时，它就会反映在它的光谱中，活动模式也与之一

致。例如在二维格子中，对称性产生了一对相同的具有支配性的特征向量，它们

的组合解释了神经元同步的活动模式，这些活动模式可以行同步，也可以列同步，

这取决于初始条件。当连接不是相互的时候，连接矩阵的特征值通常是复数。

图.63（a）展示了一个N = 16神经元随机生成的平衡网络，它是单向连接，且每

个神经元的总输入 v=6。它的主要模式是由一对最小负实数的复共轭特征值定义。

因此模式由一对产生振荡的共轭特征向量定义。 

 

图.64.上半部分：由图 63 所示的网络主导模式的两个共轭特征向量之一的分量构成的复平

面。深灰色的扇形部分大约为九十度在分量 13 附近，浅灰色在分量 5 附近，帮助看到神经

元组趋向于一起簇发放。下面部分：左边：网络中的活动刚刚经过网络中不稳定不动点。注

意振幅和相位对应于特征向量分量图。右边：抑制性少强的活动。资料来源:Ibarz 等人[162]。 

图.64 展示了对两个𝑔𝑐值图 63 的网络随时间演化图，一种仅略超过网络不动

点稳定性的损失，另一种抑制稍强。分叉以上的振荡是阈下振荡，几乎是线性的

和稳定的(分叉是超临界的)。它们是慢的，频率可以分析预测。震荡的幅度和相



位由任意两个特征向量的复分量的模和角度确定；图的左侧描述了这些。随着抑

制的增长，振荡也在增长，我们希望最大模的分量对应的神经元是第一个簇发放

的。在这个例子中，神经元 13 和 5 的振幅最高，但神经元 5 不会簇发放，而较

小的神经元 10、12 和(有时)8 则会簇发放。这是一个集群效应。神经元 10 和 12

具有与神经元 13 相似的高振幅和高相位；当后者簇发放时，它会刺激相似的相

位的神经元做相同的事情，并使网络圈对面的神经元降到负电压（注意神经元 5、

7、14、15 和 16 的电压痕迹上的凹槽)）。这降低了它们随后的振荡最大值，并阻

止了它们的放电。如果由于初始条件神经元 5 首先放电，它可能使神经元 7 和 16

随它一起放电，但它们的组合弱于神经元 13、12 和 10，无法阻止它们的簇发放。

有趣的是，虽然所有的突触都是抑制性的，但由于模式的形成，一些神经元之间

存在着对其他神经元间接的兴奋效应。 

当抑制进一步超过不稳定阈值时，所有神经元都会出现振荡，并出现不同的

模式。图.65 显示了对三个不同的𝑔𝑐值网络活动的光栅图。注意图.64 中特征向量

分量的相位序列是如何粗略观察到的，随着抑制的增加，低幅值分量对应的神经

元加入这个模式中。在每个周期中，高振幅分量对应的神经元可能会簇发放多次，

因为他的慢波震荡在簇发放阈值之上足够长可以够容纳多次簇发放。 

因此，拓扑结构的对称性、平衡性以及最重要的光谱特性决定了簇发放的抑

制神经元的网络中观察到的活动模式。单向连接的网络可能会有一个复杂的主导

模式，并且产生了在簇发放下由慢的阈下震荡的规律行为。这与对称网络(或实

主导模式下的非对称网络)形成了鲜明对比。在对称网络中，唯一呈现的节奏是

快速的固有簇发放频率，两个互斥的群体形成，根据初始条件，其中只有一个是

活跃的。 

在基于映射的模型的网络中，另一种不同的集体模式是活动的传播。在之前

关于同步的研究中，在不能维持全局同步[135,136,145]的区域和拓扑中发现了类

波传播。Rulkov 等人[53]使用改进的非混沌 Rulkov 神经元构建了一个生物似是

而非的皮层网络模型，并研究了活动模式对连接参数的依赖性。本研究使用的突触

模型见 4.2 节;关于模型的更多细节将在 5.1 节中给出。网络中有两种类型的神经元:一

种是起锥体(PY)细胞作用的规律峰发放额兴奋神经元，另一种是起中间神经元

(IN)作用的快速峰发放抑制神经元。每种类型的神经元形成了一种层次，两种层

次是相互耦合的：在 PY 层的神经元把突触延伸至 PY 层最近的𝐿𝑃𝑌−𝑃𝑌神经元，

具有电导系数𝑔𝑃𝑌−𝑃𝑌，和把突触延伸至最近的 IN 层𝐿𝑃𝑌−𝐼𝑁神经元，之间的电导

系数为𝑔𝑃𝑌−𝐼𝑁；反过来在 IN 层中的神经元把突触延伸至 PY 层中𝐿𝐼𝑁−𝑃𝑌神经元，

之间的电导系数为𝑔𝐼𝑁−𝑃𝑌研究了两种拓扑:一维链和二维格子。 

在一维链中，在网络中的某一点上传递的刺激以依赖于耦合参数的速度传播，

特别是依赖于兴奋和抑制相互作用之间的平衡。两种不同的传播模式如图 66 所



示:在图 66(a)中，从兴奋神经元到抑制性神经元的突触相对较弱，活动波以恒定

的速度传播。但是随着 PY-IN 耦合的增加，如图 66(b)所示，传播前沿变得不均

匀，速度呈周期性变化。用数值方法研究了传播速度与耦合参数之间的关系。

图.67 可以看出一些有趣的趋势，比如 PY-PY 耦合时传播速度单调增加，或 PY-

IN 耦合时的非线性依赖。这些现象也可以用经典的 Hodgkin–Huxley 模型来再现，

但计算成本要高得多。 

 

图.65.不同一直强度下，图.63 的网络中的活动光栅图。黑色斑块标记为每个神经元的簇发放

周期。灰色区域表示分析预测的周期长度。资料来源:Ibarz 等人[162]。 

图.66.相互连接的 PY 和 IN 神经元的双层链中刺激的波前传播，左图中，𝑔𝑃𝑌−𝐼𝑁 = 3.0，以
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恒定的速率传播；右图𝑔𝑃𝑌−𝐼𝑁 = 6.0，速率是周期性的变化的，其他参量两者都相同，

𝑔𝑃𝑌−𝑃𝑌 = 5.4，𝑔𝐼𝑁−𝑃𝑌 = 6.0,𝐿𝑃𝑌−𝑃𝑌 = 49, 𝐿𝑃𝑌−𝐼𝑁 = 51, 𝐿𝐼𝑁−𝑃𝑌 = 5。这种波是由外部刺激触

发的，外部刺激作用于神经链的前几个神经元，时间很短。每个 PY 神经元的 x 变量的值

是用颜色编码的，越高的值颜色越深。使用 Rulkov 等人[53]的软件进行仿真。 

 

图.67.在 PY 和 IN 相互连接的二层链中兴奋的簇发放的波前传播的速度，作为耦合参量

𝑔𝑃𝑌−𝐼𝑁和𝑔𝑃𝑌−𝑃𝑌的函数，𝑔𝐼𝑁−𝑃𝑌 = 4.2, 𝐿𝑃𝑌−𝑃𝑌 = 𝐿𝑃𝑌−𝐼𝑁 = 50, 𝐿𝐼𝑁−𝑃𝑌 = 12。速率的 unit 是每

次迭代的 sites，资料来源 Rulkov 等人[153]。 

 

图.68.PY 神经元的活动的四次连贯的快照在 128×128 PY 神经元和 64×64 IN 神经元中的两

层格子中，𝐿𝑃𝑌−𝑃𝑌 = 𝐿𝑃𝑌−𝐼𝑁 ≈ 200个神经元，𝐿𝐼𝑁−𝑃𝑌 ≈ 12。电导系数𝑔𝑃𝑌−𝐼𝑁 = 4.2，𝑔𝑃𝑌−𝑃𝑌 =

11，𝑔𝐼𝑁−𝑃𝑌 = 1.2。其他参数见 5.1 节。每个 PY 神经元的 x 变量的值是用颜色编码的，越

 



高的值颜色越深。快照由三十个时间间隔分离。边界条件是开放的。使用 Rulkov 等人[53]的

软件进行仿真。 

最后，当网络拓扑结构为二维时，可能会出现新的传播模式，例如通常在可

激发介质中观察到旋转螺旋波，如图 68 所示。在网络为链的情况下，二维波的

性质受到耦合参数以及网络规模大小的影响。这些结果与 Hodgkin–Huxley 神经

元模型的结果在本质上没有区别。Rulkov 和 Bazhenov[54]进一步研究了模式和

耦合之间的关系，表明仅通过 PY-IN 和 IN-PY 耦合也可以实现全局同步模式。

Bazhenov 等人[165]通过广泛的模拟研究了这些模式的起源——由于模型基于特

性的特性，这些模拟是可行的——具有不同的拓扑结构(1D, 2D，具有不同的连

接邻域)。这对假设提供了支持，与波形模式相反，全局同步或局部同步不被广泛

和长连接支持而是受到网络中任何神经元对的多条连接路径支持。尝试将此标准

与基于拓扑的同步理论标准联系起来可能会很有趣，例如连接图稳定性方法[166]

或主稳定函数方法[134]。噪声对二维空间相关模式影响的简要研究见[167]。 

上述工作研究了固定网络拓扑结构产生的动力学问题。然而，神经系统具有

明显的可塑性，突触的电导系数依赖于突触前和突触后神经元的活动。拓扑和活

动之间的动态影响构成了额外的复杂性，并且是新现象的丰富来源。

Izhikevich[168]研究了一个由 1000 个 Izhikevich 神经元，800 个兴奋性神经元和

200 个抑制性神经元组成的稀疏连接(10%概率)网络，并且在时间演化遵循峰发

放时间相关的可塑性（STDP）规则[169]。STDP 已经在不同准备的实验中被证

明，对 Hebbian 学习[171,3]来说是一种被证明的机制。它包括当在突触后峰发放

之前突触前峰发放以一个很短的时间时加强（增强）突触，当突出后峰发放领先

突触前发放时，削弱（抑制突触）。通过这种方式，如果持续引起突触后神经元

放电，突触就会增强它的效能。这种规则可以表示成一个函数：将突触前和突触

后峰发放的时间差映射为电导系数的增量，如图 69 所示。可塑性效应随突触前

后神经元的延迟达到十毫秒级别的时间常数后呈指数衰减。很难在电导系数上增

加难度去避免爆发性行为。 

塑性对网络动力学的显著影响如图 70 所示。STDP 规则(图 69)略微偏向于

负增量，因此随机峰发放导致突触减弱；这有一个重要的稳态效应，并迅速引导网络

处于在兴奋和抑制之间的平衡状态，而不管初始连接的权重。当不同的突触竞相激活同

一个突触后神经元时，最成功的一个突触（例如偶然或者通过感官刺激相连的活

动）会增强到最大，最不成功的突触则会消失；强突触与弱突触的比例取决于整

体的外部刺激。这与理论结果一致[172]。同时，一种有节奏的行为出现在频率的

伽玛带中；有人认为其机制是所谓的锥体-中间神经元网络伽马振荡(PING)[173]。

Izhikevich[168]进一步研究了每个突触高达 20 毫秒的随机延迟的影响。强突触形

成了紧密相连的神经元群落，它倾向于按顺序放电；延迟的存在允许神经元属于



许多个这样的群落，这些群落可以被不同的刺激单独的激活，编码在一些触发峰

发放的时间序列中。这些所谓的 polychronous 群的出现在一个更大、更有野心的

皮质模型[174]之前就已经被注意到了；一方面，这个模型将被扩大产生一个完整

的详细的丘脑皮层模型[175]，详见 5.1 节，另一方面为了研究 polychronous，也

被简化了[168]。尽管已经对这些群落的组合可能性进行了一些观察，但是它们的

计算结果值得进一步研究，并且基于映射的模型允许进行必要的广泛模拟。

Masuda 和 Kori[176]参与了另一项研究，探讨 STDP 对网络同步的影响。这里利

用 Izhikevich 神经元模拟来补充使用相位模型的理论考虑。在这两种情况下，均

显示具有几乎平衡的增强和抑制的 STDP 可促进神经元集合的放电频率同化为驱

动起搏器神经元的放电频率；并刺激来自起搏器的前馈链的形成，抑制后向连接。 

 

图.70. 在具有 STDP 的单一网络的模拟的不同时刻，一秒活动的栅格(左)和兴奋性连接突触

电导的直方图(右)。神经元 1 - 800 是兴奋性的，801 - 1000 是抑制性的。任何设置使兴奋性

突出变强（𝑔𝑐 = 6）的初始条件在第一秒产生了一个 3-Hz 的节律（上）。很快，STDP 规则

重新分配权重(中间)，活动变得不相关且稀疏。突触间的竞争极化了突触的权重，导致一段

时间后，大多数突触要么非常弱，要么最强。一段时间后，具有30Hz − 70Hz范围的节律的

相关活动的区域出现了（底部）。网络输入是随机的。。以下是 Izhikevich[168]使用 E.M. 

Izhikevich 编写的代码，可从 www.izhikevich.com 下载。 

在更抽象的层次上，以逻辑映射网络为节点研究了塑性与同步之间的相互作

用[177,85]。网络间的相互作用采取方程(35)的耦合映射格子的形式。这些连接最

初是随机的，任意一对之间的概率为 10%。实现了 Hebbian 塑性规则:系统每 1000



次迭代，随机选择一个节点，并根据同步，重新布线它的其中一个连接。与所选

节点轨道最不相似的节点是断开的，连接重新把它与轨道最相似的节点重新连接，

因此，最初的随机体系结构发展成高度集群化[113]和模块化[178]的网络。当网

络处于混沌状态时，这种进化优先发生。模块化网络的特点是具有高度互连和同

步的节点集。跨模块建立的链接很少。有趣的是，可以从节点的返回映射评估其

结构的作用。由于网络不是孤立的，节点的返回映射图像不会落在一条直线上，

而是根据其输入的异质性有一定的厚度。如图.71 所示，连接不同模块节点网络

的网络枢纽有一个嘈杂的返回映射，显示了它们接收到各种去同步的输入，而主

要连接模块自身内部节点具有低维的动力学。 

5.使用基于映射神经元建模 

如前面章节所述，对基于映射的神经元模型的动力学特性的研究是为了为神

经系统的实际现象和特性建模提供指导。在这一节中，我们将评论使用基于映射

的神经元模型的代表性建模研究。 

 

图.71. 根据无监督 Hebbian 规则演化的网络中不同位置的逻辑网络的返回映射。外部节点大

多与自身模块中的神经元相连;同步输入导致一维混沌动力学。对于枢纽来说，情况正好相

反。参与性是对节点链接的模块化异构性进行评估的集中性度量。所有节点都有混沌动力学，

只有 D 是周期的。资料来源： Rubinov[85] 

5.1 模型与真实神经元的拟合 



使用基于映射的神经元建模的一个主要挑战是将模型的现象学参数与生物

物理参数联系起来。这可以通过将模型的行为与实验数据拟合来实现，或者更方

便的，将它与具有直接反应生物物理特性的参数的其他神经元进行拟合。后一种

方法在上述皮层动力学建模的研究[53]中得到了验证，其中基于 H-H 类型神经元

的先前工作采用了非混沌 Rulkov 映射进行了重现。我们对三种皮质神经元进行

了建模：规律峰发放（RS）、快速峰发放（FS）与固有的簇发放(IB)，尽管在网

络模型中只使用了前两类。这种分类是基于神经元对直流电流脉冲输入产生的放

电模式划分的。RS 神经元初始表现出的高频响应，随后出现峰发放频率适应，

这是一种典型的兴奋性锥体(PY)神经元的行为。 

与此同时，FS 神经元的特点是有一个恒定的峰发放频率并没有适应期间的

脉冲频率，还包括许多皮层抑制间神经元(IN)。最后 IB 神经元首先发出非常快

的峰发放脉冲，然后是非自适应尖峰，锥体神经元也观察到这种反应。将三种模

式的活体记录与相应的 Hodgkin-Huxley 模型和基于 map 的模型进行比较，如图

72 所示。第四种类型为低阈值峰发放的中间神经元在[54]中建模，包括了超极化

脉冲的反弹反应。为了控制峰发放的频率的适应性，Rulkov 建议将方程（13）稍

作修改，用于 RS 和 IB 神经元情形： 

𝑥(𝑛 + 1) = 𝐹[𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛) + 𝛽𝑒𝐼(𝑛)]， 

𝑦(𝑛 + 1) = 𝑦(𝑛) − 𝜇[𝑥(𝑛) − 𝜎 − 𝜎𝑒𝐼(𝑛)]                           (51) 

修改包括在快慢变量方程中同时加入外部输入电流𝐼(𝑛)，由不同常数𝛽𝑒进行缩放，

对于快子系统来说，如 3.1 节所示，控制短暂的适应性影响；而𝜎𝑒控制放电频率

对刺激的敏感性。由 Rulkov 和 Bazhenov[54]给出了用这些参数建模的详细相位

图和指示。在 FS 神经元情况下，模型增加了一个不同的性质，峰发放后超极化。

这个效应表现为神经元每次峰发放之后，会出现一个在基线之下的负偏移。 

为了实现它，由于神经元种类没有出现适应性和簇发放，方程（13）的慢变

量 y 被负的现象学变量电流𝐼ℎ𝑝替代，变为： 

x(n + 1) = 𝐹[𝑥(𝑛), 𝑦0 + 𝛽ℎ𝑝𝐼ℎ𝑝(𝑛) + 𝛽𝑒𝐼(𝑛)], 

𝐼ℎ𝑝(𝑛 + 1) = 𝛾ℎ𝑝𝐼ℎ𝑝(𝑛) − 𝑔ℎ𝑝 ∑ 𝛿(𝑛 − 𝑛𝑠𝑝,𝑘)𝑘                       (52) 

其中𝑛𝑠𝑝,𝑘为神经元第 k 次峰发放。因此，每次神经元放电时，它就会得到一个负

的指数衰减的电流脉冲，把它拉向超极化电压，在 4.3 节中描述的修正模型所构

建的皮层网络中所观察到的动态现象，类似于在自然睡眠和某些类型的麻醉下主

导皮层活动的慢波睡眠(SWS)振荡[126]。这些振荡与所谓的向上和向下状态之间

的转换有关。上状态是去极化、高噪声和接近膜电压的阈值；而向下电压则是更

低更少的噪声和静息的间隔。以 1 赫兹的速率在两种状态之间切换，同步地发生

在皮层神经元的群里中。在图 73 中，该区域显示出存在于图 66 的格子中：随着



活动的螺旋波传播，活跃的神经元协同进入向上状态，它表现为局部场电位。 

 

图.72.（a）为体内数据的比较，（b）为 H-H 模型的比较，（c）为皮质神经元的固有放电模式

的基于映射模型的比较。左边面板，快速峰发放（FS）神经元；中间面板，规律峰发放（RS）

神经元；右边面板，固有的簇发放（IB）神经元。方程（52）的 FS 神经元的基于映射模型

的参数为α =  3.8, 𝑦0 =  2.9, 𝛽ℎ𝑝  =  0.5, 𝛾ℎp  =  0.6, 𝑔ℎp =  0.1, 𝛽𝑒 =  0.1，脉冲振幅在 100%

时为A = 0.016；方程（51）RS 神经元的基于映射模型参数为α =  3.65, σ =  −0.94, µ =

 0.0005, 𝜎𝑒 =  1.0, 𝛽𝑒 =  0.133，脉冲振幅在 100%时为A = 0.03；同样的方程的 IB 神经元，

参数为α =  4.1, σ =  −1.036, µ =  0.001, 𝜎𝑒 =  1.0, 𝛽𝑒  =  0.1，脉冲振幅在 100%时为A =

0.01。资料来源:Rulkov 等人[53]。 

同样的，Izhikevich 模型也可以被调整来重现惊人的多种神经行为，如图 9 所

示，Izhikevich[43]描述了这一过程。在[180]中可以找到利用 Izhikevich 神经元或



可能利用任何单一类型的模型的建模最全面的指导，其中对 RS、IB、FS 和 LTS

神经元给出了参数的详细讨论、模型的修改和涉及的动力学问题，同样也对包括

皮层、丘脑和脑干类等十二种神经元进行了讨论。所有这些信息都被用于一个巨

大的丘脑-皮质系统模型[175]，可以看作是[174]中皮质模型的扩展版本。它包括

12 个不同类别的 100 万个神经元，近 5 亿个突触，以及短期和长期的可塑性。

图.74 显示了模型的微电路结构。所有的神经元都有一个体细胞间室和突触输入

的数量决定的树突状间室；然而，体细胞和树突间室都是用 Izhikevich 方程来建

模的，多室神经元可以看作是 Izhikevich 点神经元的电耦合组合。Izhikevich 神经

元被整合成具有亚毫秒级别的时间间隔。在某些情况下采用半隐式欧拉法以获得

更好的稳定性，因此并不完全符合方程（11）。解剖的 DTI 数据被用于设计和分

配皮层-皮层连接与丘脑皮层-皮层连接之间的延迟，几种脑活动的特性并没有特

别嵌入在模拟中出现的模型，在α, β和δ带中包括局部电位场的规律集体震荡。有

趣的是，大脑皮层不同区域的节律是不同的，尽管它们共享完全相同的微观回路，

这表明了白质在形成局部振荡方面的一个基本作用。该模型的中心思想类似于

“蓝色大脑”项目，旨在成为一个强大的工作台，在其上可以设计多种模拟实

验;Izhikevich 和 Edelman[175]只是提供了一个样本。 

 

图.73.顶部和中部的轨迹线为在与图 68 相同的参数（除了𝑔𝑃𝑌−𝑃𝑌 = 12）的128 × 128格子的

中心，两个 PY 神经元 x 变量随时间的变化。不规则活动状态(上升状态)由超极化电压值周

期(下降状态)分隔。底部轨迹线为在格子中心10 × 10正方格子中，神经元 x 变量平均值，模

拟局部场电位（LFP）。LFP 清晰的展示向上状态和向下状态，说明所有神经元的状态是高度

相关的。这些轨迹线为 400 个时间间隔。由 Rulkov 等人提供[53]。 

5.2.学习和行为的建模 

有一类神经系统是典型的最大化利用计算资源去实现学习任务。学习的时间

尺度通常比电性神经元活动长几个数量级，需要大的网络来调节重要的模式集合

反应。因此，基于映射的神经元模型特别适合这些建模工作。一些研究从纯动力

学或计算的角度来处理学习任务；例如，Cazelles[181]展示了混沌 Chialvo 神经



元网络能够学习如何通过调整扩展卡尔曼滤波算法参数来与起搏器细胞同步。

Kumagai 等[182]设计了一种方法来存储修饰过的 Nagumo-Sato 神经元网络中的

激活模式，这种神经元在生物学环境中很难实现。Izhikevich[183]很好地说明了

在使用基于映射的模型进行学习建模方面的生物学研究，作者扩展了之前 4.3 节

中描述的网络模型[168]，以包括模仿多巴胺(DA)分泌的奖励机制[184]。这使得

可塑性超越了自身的稳态作用，成为一种有效的强化学习机制[185]。在这个设置

中，STDP 规则不是直接用于更新突触传导，而是作为一个合适的轨迹[186]，塑

性效应只发生在 DA 存在的情况下。这可以通过以下方式实线：对于每个突触，

一个合适的变量𝑐𝑖𝑗连续的变化为： 

𝑐𝑖𝑗(𝑛 + 1) = 𝑘𝑐𝑐
𝑖𝑗(n) + ∑ 𝑆𝑇𝐷𝑃(∆𝑡𝑖,𝑗)𝛿(𝑡 − 𝑡𝑖,𝑗)𝑖,𝑗 , 

其中0 < 𝑘𝑐 < 1为慢延迟常量，𝑡𝑖,𝑗表示由突触连接的神经元对中突触前或突触后

峰发放时间较晚的一个，𝑆𝑇𝐷𝑃(∆𝑡𝑖,𝑗)为图.69 的 STDP 作用函数-具有正值和负值。

突触电导系数 g𝑐
𝑖,𝑗

的变化速率 ci,j 由多巴胺调节 :  g𝑐
𝑖,𝑗(𝑛 + 1) = 𝑆[g𝑐

𝑖,𝑗(𝑛) +

ci,j(𝑛)𝑑(𝑛)]。其中S(x)是一种剪切函数。避免电导系数出现负值或出现过高的值，

𝑑(𝑛)表示 DA 的细胞外浓度，这是所有细胞共有的，表明一种奖励机制的存在。

作者展示了这个简单的方案如何增强与奖励系统相关的峰发放序列，及时奖励在

峰发放序列几秒之后（比例由合适的轨迹时间常量确定）。事实上，如果 DA 的释

放与网络中某些神经元的放电是耦合的（表示在中脑中皮层神经元投射到了多巴

胺神经元），同时这些神经元反过来被神经元集合链激活了，位于最前面的神经

元与中间投射神经元之间的突触会被增强；这可以理解为 DA 释放过程中从无条

件刺激向有条件刺激的转变，它是假设在多巴胺奖励体系[187]中时间差（TD）强

化模型的前提。最后，该方案可以模拟工具调节[188]，将一些神经元耦合到输出

单元，输出单元的行为决定了奖励的传递。 

Nowotny 等人[55，190，191]建模了一种不同类型的学习，它可以被归类为

无监督[189]类型，因为它不包括用于标记正确答案的奖励信号。本文主要研究昆

虫的气味识别系统。所表示的结构包括触角神经叶(AL)、蘑菇体(MB)和蘑菇体叶

(LB)。气味是由 AL 神经元突触上的触角上的受体细胞检测到的，每一种气味都

由活跃神经元的时空模式表示，这种神经元称为投射神经元(PN)[192]。PNs 通过

稀疏的兴奋突触投射到 MB[193]上更多的神经元上，这些神经元称作内部的

Kenyon 细胞（iKCs）。作者假设从 MB 到 LB 的投射是可塑的，并且是自组织

（self-organize）的，目的是在 LB 中相互抑制的神经元(称为外部 Kenyon 细胞

(eKCs))的活动中对输入模式进行分类。因此 AL-MB-LB 系统将区分气味分为两



个阶段：首先是 AL 到 MB 的转换，它将 PNs 中的模式分离为 iKCs 中的稀疏模

式，然后通过 eKCs 利用峰发放时间依赖的可塑性与 eKCs 之间相互的抑制对 iKC

活动进行分类，两者联合起来形成了气味的自组织和简单表述，这是用于联想和

记忆。整个系统如图 75 所示。 

 

图.74. 用 Izhikevich 神经元建立的丘脑-皮质模型的微电路简化图，显示神经元和突触的类

型。只有主要的路径显示。自身突触（self-synapses）表示群体内部的突触连接。L1-L6 代表

皮层层，wm 代表白质。箭头表示延伸的类型和方向。左下角的图表示了每一种神经元类型

轴突分节的范围，其半径为毫米；突触存在于相应半径内的神经元上。 



图.75. 利用触角叶和蘑菇体模型对昆虫进行气味识别，比例尺为 1:5。活跃和静息的神经元

指的是在 AL 中出现气味后 50ms 窗口内的活动。STDP 是对蘑菇体和蘑菇体叶之间的突触

进行的。iKC 和 eKC 分别代表内部的和外部的 Kenyon 细胞，PN 代表投射神经元。N 表示

在模型中各个部分的神经元的数量，𝑝𝑃𝑁,𝑖𝐾𝐶与𝑝𝑖𝐾𝐶,𝑒𝐾𝐶表示神经元对之间连接的概率。突触

初始电导强弱的概率𝑝𝑖𝐾𝐶,𝑒𝐾𝐶
𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 。为了评估增益调制对系统性能的影响，在一些模拟中加入了

侧角间神经元(LHIs)。资料来源:Nowotny 等人[55]。 

模型中除了 PNs 外所有神经元都是非混沌 Rulkov 模型的单变量情形，由于

没有簇发放和适应的倾向，因此模型中的冻结慢变量与方程（52）的 FS 神经元

模型一样。模型是尺寸化的，每次迭代对应∆t = 0.5ms。模型的映射为： 

v(t + ∆t) =

{
 
 

 
 𝑣𝑠𝑝 (

𝛼

1−
𝑣(𝑡)

𝑣𝑠𝑝
−
𝐼𝑠𝑦𝑛(𝑡)

𝐼0

+ 𝛾)        𝑖𝑓 𝑣(𝑡) ≤ 0

𝑣𝑠𝑝(𝛼 + 𝛾)             𝑖𝑓  0 < 𝑣(𝑡) < 𝑣𝑠𝑝(𝛼 + 𝛾)

−𝑣𝑠𝑝    𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

          (53) 

参量值𝑣𝑠𝑝 = 60𝑚𝑉, 𝛼 = 3, 𝛾 = −2.468, 𝐼0 = 22.7𝑛𝐴。𝐼𝑠𝑦𝑛(𝑡)是神经元总的突触输

入，按照类似于方程（48）的化学突触方案计算。AL 中 PNs 的建模仅仅为在输

入模式中当活跃时电压脉冲从−60mv提升至50mv过程持续 1.5ms；在[191]中可

以找到利用 Rulkov 神经元对 PNs 动力学更详尽的探索。如前所述，MB 到 LB 之

间的突触是可塑的，并且遵循三角形的 STDP 规则。AL 到 MB 与 MB 到 LB 之



间的连接是随机建立的，对每个 PB-iKC 或 iKC-eKC 对中，𝑝𝑃𝑁,𝑖𝐾𝐶 = 0.15, 𝑝𝑖𝐾𝐶,𝑒𝐾𝐶

在不同的模拟中取值范围在0.2 − 1之间。除了LB外，每个模块不存在侧向连接，

具有 all-to-all 型抑制连接。每种气味表示 100 个 PNs 的 20 种活动模式的一类。

每个类都有一个随机选择的基本模式，类的其他成员是通过在基本模式中添加或

删除少量神经元来创建的。定义了 0 到 1 之间的标准化距离来度量模式之间的相

似性；类内距离接近于零，而类间距离接近于 1。相同的距离用于比较以 MB 和

LB 表示的活动的结果模式。网络模式的呈现包括同时激活相应的神经元，如

图.75 所示，和当网络中一组神经元放电在 50 ms 窗口内，记录响应。在初始随

机连通情况下，当模式通过 MB 到 LB 转换时，类内相似度和类间不相似度都会

降低，如图 76 中标记为LB𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒的结果所示。然而随着呈现出越来越多的相同类

别与不相同类别，MB-LB 突触在没有任何监督的情况下进化，直到 LB 中的表

现形式比输入更加尖锐（图.76𝐿𝐵𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑒𝑑的结果）：训练后 LB 的类内距离非常接

近于 0，类间距离非常接近于 1。当然，当类的数量超过系统容量时，性能下降；

在 100 种模式中，下降的结果是可见的。然而在某种意义上，这种下降是优美的，

因为在很大程度上，过量的模式没有被错误的分类；在 LB 中，网络以极低的活

性对它进行响应。因此，系统不会记住多余的模式，从而不会与以前存储的模式

混淆。 

 

图.76. 对于不同数量的模式类别，在图 75 中描绘的模型的三个模块中的气味模式分类的结

果。𝐷𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟，不同类别模式之间的平均距离；𝐷𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎同类模式之间的距离。𝐿𝐵𝑛𝑎𝑖𝑣𝑒指的是 LB

中训练前的响应；𝐿𝐵𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑒𝑑表示训练后的响应。白色符号表示训练期间使用的类的响应。注



意到在初始的 LB 中，类内与类间的距离变得相似（在 0.5 到 0.7 之间）；而在训练后的 LB

中类间距离接近于 1，训练后的类间距离接近于 0，除了使用 100 种类。还需要注意到类的

数量的增加是如何减少 LB 中每种模式所需要神经元的数量：编码自然地稀疏。黑色的符号

表示对新类的输入的响应，不是用于训练。在 MB 叶中对于新的输入，明显减少的活动与大

的类内间距表明系统将新的输入归纳为未知的，而不是已知的成员。资料来源:Nowotny 等

人的简化 [55]。 

最后，观察塑性突触电导的进化过程是有意义的，如图 77(a)所示。在图 70

的稳态系统中，STDP 极化突触电导。最强的电导在 MB 和 LB 之间进行编码转

换，在总连接中只占一小部分，如图 77（b）所示。这使得系统能够抵抗可用的

MB-LB 突触数量的限制。结果与图 76 中非常相似，与对应 MB 与 LB 之间的 all-

to-all 连接（𝑝𝑖𝐾𝐶,𝑒𝐾𝐶 = 1）能够在𝑝𝑖𝐾𝐶,𝑒𝐾𝐶低至 0.2 时得到。 

昆虫嗅觉通路的一个元素是一个侧角抑制的中间神经元组，它对 Nowotny等

人[55]的分类系统的性能影响很小，如图 75 所示。它的作用是通过 iKCs 的前馈

抑制来调节 AL-MB 的增益，但由于 AL 的输入是非常严格的，所以它在模型中

的作用非常有限。所提出的嗅觉模式的强度没有变化的余地。然而，从实验可知，

PNs 的活性对气味剂浓度高度敏感，尤其是在同步方面[194]。PNs 的高度同步性

会提高突触后 iKCs 的放电概率，会降低 MB 中编码的稀疏性，但实验中并未发

现这种情况。Assisi 等人[195]提出，LHIs 的作用恰恰是保持代码的稀疏性，尽管

在气味浓度的千倍变化中同步性增加了。为了支持这个假设，我们建立了一个包

括 AL, LH 和 MB 的模型，就像在[55]中一样。因此 Al 被建模为 400 个相对复杂

的 Hodgkin–Huxley 型神经元的集合。另一方面，LH 和 MB 分别由 100 个和 1.5

万个 Rulkov 神经元组成，因此可以在合理的时间内完成完整的模拟。该模型成

功地表明，在气味浓度较高时，LHIs 前馈抑制限制了 iKCs 的积分窗口，补偿了

PNs 同步度的增加。这个混合模型是一个很好的例子，说明了如何利用不同类型

模型的优点，将生理细节与计算方便结合起来。 

 

 

图.77.（a）训练后突触电导从 MB 到 LB 的分布，对于不同数量的模式类。在所有的情况下，



大多数突触都是抑制的，而少数但数量可观的突触则被增强到最大电导(𝑔𝑚𝑎𝑥 = 7.5𝑛𝑆)。（b）

强弱突触的百分比。强弱突触的百分比。需要形成的类越多，编码就越稀疏，非常弱的突触

的数量就越多。资料来源:Nowotny 等人[55]。 

 

图.78. 由 Nakahara 和 Doya[196]（方程 54）提出的双稳态单元脉冲输入的和响应和返回映

射。插图表示第一个返回映射和输入开关时间间隔周围轨道的蛛网。参量 a=11，b 从𝑏0 = −5

转换到𝑏𝑢𝑝 = −2和𝑏𝑑𝑜𝑤𝑛 = −8。 

其他的研究并没有把太多的注意力集中在塑造神经网络朝向特定行为目标

的可塑性过程上，而是集中在可能通过进化适应和学习相结合而出现的最优配置

上，而这些最优配置是动物行为的基础。他们利用与 Aihara 模型密切相关的基

于映射的单元构建了一个工作记忆的 toy 模型，并在模拟环境中工作，研究优化

觅食行为的参数。这个单位模型为： 

y(n + 1) = F[ay(n) + b]                              (54) 

其中F(x)为方程（24）中σ = 1的 S 型函数。缺少线性项的 Aihara 模型在返回映

射中操作某种旋转，并将峰发放神经元转换为双稳态开关，对于不同 b 的值，返

回映射如图.78 所示，b 值可以视为一个斜率或者扰动参数。通过增加或减少 b 的

值，返回映射向左或向右移动，通过鞍节点分叉可以使上稳定状态或下稳定状态

失稳，并可能发生转化。记忆的基质在于延迟现象：当脉冲结束时，系统可能向

上转换输入脉冲，而不是返回初始状态，如图.78 的事件 2 所示。该单元不一定

表示单个神经元；它可能表示具有双稳定性的神经元网络，例如一组耦合的抑制

神经元（见图 62）。同样，基于映射模型是系统基本属性的一个抽象。 



 

图.79. Nakahara 和 Doya [196]提出的生物感觉(1-5)和运动(L, C, R)单元网络。感觉单元遵循

方程（55），它的耦合系数𝑐𝑖,𝑗在模拟中约束为关于纵轴对称。运动单元仅仅权衡它们的输入，

它们的输出编码概率将转45°到左边（L），向前移动（C）或转45°到右边（R）。 

 

图.80.在网格世界中的觅食任务。五个感官单元[方程（55）]的每一个都从世界的 45°扇形

区域接受到一个视觉信息。食物在固定的网格位置，但是按照 Markov 过程从可见到隐藏随

机切换。在每个时间间隔内，它决定是否向前一步走或者向左、向右旋转 45°取决于三个

运动单元的命令。由 Nakahara 和 Doya [196]提供。 

一个感官网络由 5 个双稳态单元组成，包含在一个具有 3 个可能运动输出的

玩具生物中。网络的方程为： 

𝑦𝑖(𝑛 + 1) = 𝐹[𝑎𝑦𝑖(𝑛) + 𝑏 + ∑ 𝑐𝑖,𝑗𝑦𝑗(𝑛) + 𝑑𝐼𝑒𝑥𝑡,𝑖(𝑛)𝑗≠𝑖 ]          (55) 

其中𝑖从 1 到 5。系数𝑐𝑖,𝑗表示与其他单元的耦合，d 表示对外部刺激的敏感度。在

这种情况下，孤立单元的参数𝑎可以看做是自耦的。网络结构如图 79 所示。感觉

单元的输出由三个运动单元权衡，它决定是否向左转 45°（L 运动单元被最左边

两个感觉单元控制）、向前移动（C 运动单元被中间的三个感觉单元控制）或向

右转 45°（R 运动单元被最右边的感觉单元控制）。 



如图.80 所示，该生物在网状格世界[197]中寻找食物。食物在网格中随机分

布，每个时间间隔食物都可以按照 Markov 过程在可见状态和隐藏状态之间进行

切换。当一件物品被长时间隐藏的可能性很高时，这种设置非常有利于那些能够

对先前可见食物的记忆痕迹的生物。对每个感觉单位的外部刺激𝐼𝑒𝑥𝑡,𝑖取决于在该

生物中心的网格的相应 45°扇区内存在可见食物，如图所示。更精确的说𝐼𝑒𝑥𝑡,𝑖 =

∑ 1
𝑟𝑗⁄𝑗 ，其中𝑟𝑗为扇形区域内每个可见食物的距离。一个生物的表现由在给定时

间间隔内它能获得食物数量的平均值来衡量的。 

 

图.81. 海鳗机器人游动控制电路。展示了五个部分。兴奋的中间神经元 ，EIN；侧面的中间

神经元，LIN；对侧尾部的投射神经元，CC。空圈是兴奋性的，满圈是抑制性突触。资料来

源:改编自 Ayers 和 Rulkov[200]。 

不难理解，图 79 中的网络被设计为执行所需的任务：例如，生物左侧食物

的存在会使感觉单位升高偏差 1 或 2（d 为正），并伴随着左转的概率; 之后，食

物将在生物面前，C 马达单元将被激活，依此类推。然而只有选择最优的参数才

能获得最好的表现，特别是连接权重𝑐𝑖,𝑗，这些返回来依赖世界参数。实施进化算

法[198]以优化表现，并且相对于世界参数检查表现最佳的生物参数。结果很有趣：

得分最高者利用感觉单元中的抑制连接（𝑐𝑖,𝑗 < 0）来实现工作记忆，特别是在艰

难的环境中（食物在很长一段时间内都是看不见的）并且它偏向接近点分叉。这

使得单元对刺激最敏感，并且在记忆轨迹的稳定性和可变性之间达到最佳平衡。

分叉点的接近作为更丰富的行为和更广泛的计算能力的条件似乎是神经元动力

学的共同特征[199]。 

基于映射的神经元也可以用来控制真实生物而不是虚拟生物。Ayers 和

Rulkov [200]， Ayers 等人 201]描述了用 Rulkov 神经元实现的行走和游泳机器人



控制系统。这些系统的核心是实现中央模式发生器(CPGs)的小神经元网络，如 4.3

节所述。图 81 为基于海鳗的波动机器人游泳控制模型。该机器人是分段的，具

有左右对称性。在每个节段，由 6 个耦合的神经元组成的 CPG，身体两侧各 3

个，确保肌肉驱动器有节奏地参与产生波动。为此，每个 CPG 的左右两部分必

须处于相位相反的位置，并且每个段中的 CPG 相对于前一段具有一定的相位延

迟。CPGs 是由大脑中的一个指令神经元激活的，它向所有神经元发送兴奋性突

触以刺激细胞簇发放。转向是由另外两个控制神经元控制的，这两个神经元将突

触的强度调节到身体两侧的驱动回路上。 

图.82 显示了在活动中 CPG 的一节。注意到，激活两侧肌肉的 EIN 神经元

是如何在相反的相位簇发放的。这保证了一边肌肉是释放的，另一边肌肉是收缩

的，这产生了波动运动必要的曲率。如 4.3 节所述，与图 82 的网络图的复主特

征值的特征向量预测了簇发放模式，尽管网络是不平衡的。可以微调 CPG 中每

个神经元的参数和突触强度来修改簇发放的顺序、周期和占空比。特别地，从每

个段中的 CC 神经元到下一个区域中的 EIN 神经元（未包括在图 82 中）的抑制

性突触的强度决定了连续区段之间的相位关系，游泳方向和速度取决于这些节段

之间的相位关系。事实上，整个控制系统可以通过基于映射的 Rulkov 神经元来

实现，从而实现一个快速、容易实现的仿生控制器。 

 

图.82.图 81 的电路的一节的 CPG，和它产生的节奏模式。CC 神经元发出的对侧抑制连接保

证每侧 3个神经元相位相反地进行簇发放。非混沌Rulkov模型参量，α =  6, µ =  0.001 , σ =

 0。耦合通过慢变量是线性的。 

5.3 建模认知过程 

最后，在[202]中可以找到一个使用基于映射的模型对更高认知能力进行建

模的例子，该模型提供了一个所谓的全局工作空间模型，不仅仅是意识的基础



[203]。这个想法是，意识的物理基质是分布在整个大脑中的许多神经元集合，通

过远程连接进行交织，每个集合都是局部或连接到几个皮层列。这个基础称作全

局工作区，因为由一个基质引发的行为通过对其他所有集合之间的广泛连接进行

传播，并产生全局回响。执行无意识操作的皮质层或组竞争去获取相邻工作空间

集合的访问，然后并通过访问全局工作空间。管理访问工作区的流程变得有意识。

如认知模型的基质这样的工作空间的实现应该能够维持几十毫秒以上的激活模

式；通过整个皮质来扩散它们，在它们的时空结构中保存信息；对新的激活模式

敏感，允许模式的连续替换；实现皮层模块间的竞争交互，获取对皮层模块的访

问权。Shanahan[202]为此目的提出了一个简单的架构示意图，如图 83 所示。包

括五个工作集合与三个皮层列；两种类型的模式均有 Izhikevich 神经元的兴奋性

和抑制性库组成，以 Izhikevich[43]为例，耦合时线性的，并限于突触前峰发放瞬

间；同时也包括延迟。工作空间集合以这样一种方式相互连接：一个节点中的活

动可以快速传播到其他节点，从而产生一种传播形式；皮质列可以影响工作区中

的模式，反之亦然。三个皮层列足以论证研究中提出的基本机制：C1 可以访问

工作空间集合 W1；而 C2 和 C3 争取 W2 的访问权。 

工作区模块之间以及模块和列之间的兴奋性连接以一对一的方式严格地结

构化。另一方面列之间的连接为 all-to-all 的，从每个工作空间模块的𝑊−库到其

他模块之间的连接是抑制连接。为了区分不同的列所携带的信息，通过 STDP 将

它们从工作空间中单独训练出来，使它们对输入库中特定神经元的刺激作出反应，

而输出库中特定神经元的活动也有所不同。与工作区的一对一连接使我们能够识

别在任何给定时刻获得访问的列。 

模型的演示如图 84 所示。为了启动行为，W1 的 1-64 神经元在 20ms 时刻

受到刺激。此活动快速传播到工作区的其他节点(在图中的 W2 中也可以看到)，

并通过循环连接在全局范围内回响 100 ms 以上。W1 的活动刺激 C1 的输入库，

C1 已经训练过能够对这种模式做出精准的反应，在 t = 60ms 左右，C1 的输出池

在神经元 65-128 中变得活跃，该模式被传输到 W1，并从 W1 广播到整个工作区

和所有列的输入池。工作空间中的 all-to-all 抑制连接终止了之前的模式。反过来，

由于它们的训练，新模式在 C2 和 C3 中检测到，并且它们都尝试通过不同的输

出集同时访问工作空间：这在 C2 中很明显，但是注意到 C3 在 t = 130 ms 左右

的输出库中出现的微弱峰发放。但是由于两列之间的侧向抑制在这两列中只有

C2 占优。有趣的是，这个胜利只是暂时的，因为工作空间中 65-128 个神经元的

持续活动刺激 C3 从 t = 210 ms 开始尝试再次访问它，它成功地在 t = 240 ms 左

右进行访问。在 C3 之前的 C2，访问顺序对初始条件非常敏感。 

由此建立了一个能再现全局工作空间理论所要求的动态特性的峰发放模型。

它扩展了以前的模型[204]，包括工作空间和列之间的动态双向交互，并且通过使



用基于映射的神经元，允许集中地的探索和放大来评估其计算属性。 

 

图.83. Shanahan[202]利用 Izhikevich 神经元实现的全局工作空间模型。W1-W5 为工作空间

模型，而 C1-C3 代表皮质列，与该模型最相关的是 C2 和 C3 之间的横向抑制连接，它们竞

争地去访问相邻工作空间模块 W2。（b）图（a）中 W2 和 C2 的详细模块。𝐶−和𝑊−为抑制

神经元库，其他所有的都是兴奋的。C2 包括 1024 个神经元，分布在输入库（256 个神经元，

𝐶𝑖𝑛），输入库（256 个神经元，𝐶𝑜𝑢𝑡），内部兴奋库（320 个神经元，𝐶+）,内部的抑制库（192

个神经元，𝐶−）。这四个库的内部连接都是 all-to-all 的。𝐶𝑜𝑢𝑡通过访问缓冲器 A2 投射到𝑊+

上，而𝑊+直接投射到𝐶𝑖𝑛上。所有的𝐶𝑜𝑢𝑡 − 𝐴2 −𝑊
+ − 𝐶𝑖𝑛的连接是一对一的；𝐴2，𝑊+和𝑊−

各有 256 个神经元。通过 L2 的列的侧抑制连接与通过𝑊−工作空间区域的侧抑制连接都是

all-to-all。资料来源 Shanahan[202]。 

 

     

图.84.在运行中的全局工作空间模型。在 C1、C2 和 C3 列的输入和输出库中，神经元 1-256



分别于它们所连工作空间模块中的神经元 1-256（C1 对 W1, C2 和 C3 对 W2）具有一对一

传入突触与传出突触。C1 被训练通过激活其输出的 65-128 个神经元来对其输入池 1-64 个

神经元的刺激做出反应，而 C2 和 C3 列都对输入的 65-128 个神经元的刺激做出反应，C2 和

C3 列的刺激分别为 193-256 个和 129-192 个。由 W1 的 1-64 神经元的外部刺激下，在 t=20ms

处开始活动；从那时起，W1 和 W2 中的模式揭示了如何通过列 C1、C2 和 C3 按顺序获得

对工作空间的单独访问。使用[202]中的代码进行的模拟。 

6.概要与结论 

表 1 总结了本文中描述的基于映射的模型。它们按抽象级别来递增：较低抽

象级别中，它为单个神经元模型，它具有一个能够转换为实际膜电压的变量；在

这里，基于映射的模型和连续时间模型之间的边界变得模糊，因为后者在数值积

分中变成了前者。在中等水平上，我们发现模型虽然保留了二维 IF 神经元的基

本特征，但缺乏连续时间的对应部分，因为它们通过适当的映射捕捉到特定的动

力学性质:在混沌 Rulkov 模型或 Courbage-Nekrorkin-Vdovin 模型中，不规则簇发

放；Chialvo 模型的兴奋性。在高度抽象的一端，模型只关注峰发放的存在或不

存在，或者整个种群的平均活动。适当的抽象级别和模型的正确选择，取决于我

们拥有的信息量，以及我们希望解决的问题的普遍性。虽然没有通用的方法来解

决这个问题，但是记住所有基于映射的模型的共同优点是有用的: 

⚫ 基于映射模型在计算上非常有效率。如果动作电位持续时间和形状与特定建

模任务无关，则所有基于映射模型共有的阈值和复位机制（包括变体）节约

了一个数量级的积分时间，而在电导刺激下的阈下动力学是与一个宽的时间

间隔相结合。将模拟 Izhikevich 和 Hodgkin-Huxley 模型的第 2 次活动所需的

浮点运算数量直接比较，得到的粗略比例为 1 比 100[205]。自然地，当基于

映射模型被明确的视作基于 ODE 对应部分的数值积分，对于粗糙离散化的

准确性或稳定性就会产生疑虑。然而，一旦建立了基于映射的方程，模型就

应该根据自身的优缺点进行评估，使用丰富的映射动力学工具进行分析，并

像其他模型一样与实验进行比较。在某种意义下，就数值模拟而言，，ode 模

型可能被认为不如基于地图的模型易懂，因为在他们的分析中通常不考虑必

要的离散化。 

⚫ 基于映射的模型简单灵活。二维的峰发放-簇发放模型已经占据了这篇综述的

大部分内容，只需几个参数就可以跨越不同神经元类型的整个动物。我们评

估的模型是动态特性的精简，紧凑的抽象，并且揭示了引起神经元现象的机

制，从混沌的峰发放轨迹到同步振荡。 

⚫ 基于映射的模型以特定的数学方法和范例为依靠，它们带来了扩展建模工具

箱的观点和策略。基于 ODE 的峰发放模型的 Poincaré 部分产生了类似于



Nagumo-Sato 神经元的映射；神经元网络中的混沌区域具有耦合映射格子产

生的熵测度；符号动力学可以帮助理解给定模型产生的峰发放的复杂性。 

表 1. 文献中发现的主要类别的离散神经元模型。详情请参阅第 2 节。 

参考模

型 

方程 变量 抽象

水平 

备注 

Izhikevich 

[44] 

v(t + 1) = F[v(t), I − u(t)]; 

u(t + 1) = {
𝑢(𝑡) + 𝑎[𝑏𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)];   𝑣 < 30

𝑢(𝑡) + 𝑑;                              𝑣 ≥ 30
; 

F[v, I] = {min
(0.04𝑣2 + 6𝑣 + 140 + 𝐼, 30);   𝑣 < 30

𝑐
; 

v 膜电压；u

为慢恢复变

量 

低 一个 ODE 模型的

离散化，t 为离散

化时间 

Rulkov 模

型 

x(n + 1) = F[x(n), y(n) + I]  

y(n + 1) = y(n) − μ[x(n) − σ]    (𝜇 ≪ 1)  

x,峰发放活

动； 

y,慢恢复变

量； 

I 和σ为外

部输入。 

低 峰发放和簇发放。

亚临界 Neimark–

Sacker 分叉 Rulkov[50] 
F[x, y] = {

𝛼(1 − 𝑥)−1 + 𝑦;   𝑥 ≤ 0
𝛼 + 𝑦;    0 < 𝑥 ≤ 𝑦 + 𝛼
−1;                  𝑥 ≥ 1 + 𝑦

  

Shilnikov

和 Rulkov 

[52] 

F[x, y] =

{
 
 

 
 

𝛼2

4
− 𝛼 + 𝑦;   −1 −

𝛼

2
≤ 𝑥 ≤ 0

𝛼𝑥 + (𝑥 + 1)2;   0 < 𝑥 ≤ 𝑦 + 𝛼
1 + 𝑦;           𝑥 ≥ 𝑦 + 𝛼
−1;                𝑥 ≥ 1 + 𝑦

  

 低 超临界。Neimark–

Sacker 分叉。持续

的亚阈值震荡。 

Rulkov 

[49] 
F[x, y] =

𝛼

1 + 𝑥2
+ 𝑦 

 中等 混沌簇发放 

Courbage

等人[36] 

x(n + 1) = x(n) + F[(x)] − y(n) −βH[x(n) − d]  

y(n + 1) = y(n) + ϵ[x(n) − J]   (𝜖 ≪ 1)                     

x,峰发放活

动； 

y,慢恢复变

量； 

中等 对 x 的 Lorenz 类型

动力学 

Chialvo 

[35] 

x(n + 1) = 𝑥(𝑛)2𝑒𝑦(𝑛)−𝑥(𝑛) + 𝐼; 

y(n + 1) = ay(n) − bx(n); 

x,峰发放活

动； 

y,非慢恢复

变量； 

中等 兴奋模型 

一维簇发

放子 

不连续分段线性映射 x 表示峰发

放活动； 

高 缺乏对峰发放和簇

发放动力学单独的

控制。 

Caianiello 

[27],Nagu

mo 和 Sato 

[28] 

x(n + 1) = H[S(n) − α∑ 𝑏−𝑟𝑥(𝑛 − 𝑟)𝑛
𝑟=0 − 𝜃]     x 为神经元

状态；S 为

外部输入。 

高 硬阈值，灵感来自

于 McCulloch-Pitts

模型。非混沌 

Aihara 等

人[29] 

y(n + 1) = ky(n) + a(n) − F[y(n)]； 

F(y) =
1

1+𝑒
−𝑦

𝜎⁄
； 

y 为神经元

状态；a 为

外部输入。 

高 软阈值。混沌的。 

Netlet 模型

[75,73,39] 

   α(n + 1) = [1 − α(n)]P[α(n)]，      α为网络中

神经元的平

均活跃度 

非常高 磁滞。只具有绝对

不应性的稳定轨道 

 



我们所提及的基于映射神经元模型是最近几年产生的，它们才刚刚开始被广泛

地作为是神经学家的强大工具。通过这篇综述，我们试图向广大读者传达这样

一种观点：即基于映射的神经元模型与任何其他类型的模型一样，都属于计算

神经学家的工具箱。我们希望它能够指导构建有意义的神经系统模型的艰巨任

务。 
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