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摘要 

在 Hodgkin-Huxley 模型中，我们研究了非 Markov 幂律电压依赖性电导对

动作电位和峰发放模式产生的影响。为了实现钾、𝑛、钠、𝑚和ℎ电导的门控变量

的慢适配幂律动力学，我们用阶数𝜂 ≤ 1的分数导数。用分数阶导数求解各门控

的动力学方程。我们系统地将每个门控的性质分类为𝜂的函数。然后我们测试了

在不同幂律行为门控的情况下，整个模型是否能产生动作电位。最后，我们研究

了每种情况下出现的动作电位模式。我们的结果表明，该模型产生了广泛的动作

电位形状和作为𝜂函数的响应于恒流刺激的峰发放模式。与经典模型相比，幂律

行为钾电导(𝑛门控)的动作电位形状呈现较长的峰值和较浅的超极化; 对钠电导

(𝑚门控)的幂律活性，动作电位有明显的上升时间; 而对于钠电导（ℎ门控）的幂

律失活，峰发放具有更宽的峰值，𝜂值较低的复制垂体和心脏型动作电位。在所

有生理参数固定的情况下，作为恒定输入电流和𝜂值的函数，出现了广泛的峰发

放模式，如方波爆裂、混合模式振荡和伪平台电位。我们的分析表明分数阶导数

的内在记忆轨迹在电压轨迹和幂律行为门控变量的活动之间提供了一种负反馈

机制。因此，幂律行为电导导致神经元产生的峰发放模式数量增加，我们建议，

扩大神经元的计算能力。 

作者总结 

越来越多的证据表明，单个膜离子通道的活性、电导和神经元的放电速率与

历史有关。在这项工作中，我们研究了历史依赖性的膜电导激活如何影响 Hodg

kin-Huxley 模型的动作电位活性，这是一个广泛使用的动作电位生成模型。为了

实现历史依赖性的激活，我们使用了分数阶微分方程。这种依赖于历史的微分方

程在生物医学科学中越来越多地被用来模拟复杂的现象。我们用分数阶导数来模

拟 Hodgkin-Huxley 模型的钾、钠电导的门控变量动力学。我们的结果表明，不

同门控变量的幂律动力学导致了广泛的动作电位形状和峰发放模式，即使在模型

受到恒定电流刺激的情况下。因此，幂律行为电导导致神经元产生的峰发放模式

数量增加，我们建议，扩大神经元的计算能力。 

引言 



大多数基于电导的神经元模型假设膜电压和电导遵循 Markov 过程[1,2]。因

此，这些变量在下一个时间点的值完全取决于其当前状态[3]。越来越多的证据表

明，这一假设并非一直适用。单个通道的闭合态分布[4,5]，单个电导失活后的恢

复时间[6,7]，以及在较长时间内[8]产生的峰发放模式都表现出历史依赖性。如果

电导对电压钳位指令的响应遵循 Markov 动力学，那么电导的时间自适应就用指

数函数来描述。相反，如果电导的自适应依赖于历史，那么它的响应通常用幂律

来描述。幂律响应可能是由于时间常数分布在大尺度[9]上的多个指数过程的累

积效应造成的。然而，当基本的 Markov 假设在没有描述系统行为的单一时间常

数的情况下失效，并可能在反映出通道[10]内部状态之间的强变构相互作用时，

幂律也会出现。在这种情况下，状态之间的转换依赖于通道活动的历史。虽然许

多关于单个神经元的幂律动力学的研究都集中在动作电位速率[11-13]和膜电压

[14-17]上，但对于幂律行为的电导如何影响神经元的峰发放生成特性，我们知之

甚少。 

实现历史依赖性幂律动力学的自然数学工具是分数阶微分方程[18]。对于适

应缓慢的过程，分数导数（𝜂）的阶数小于 1。分数阶的值对应于建模过程的幂律

指数。我们最近引入了分数泄漏积分-放电模型(LIF)[14]，我们用它来复制适应皮

层神经元的放电速率活动。我们还开发了工具来有效地集成这些方程[19]。其他

研究小组则利用电压的分数导数来研究 Hodgkin-Huxley 模型，或者建立在皮质

和脑干神经元中观察到的幂律放电率适应模型[12,13]。通过计算生物学子学科，

分数阶动力学越来越多地被用来模拟复杂系统，这些系统显示出历史依赖性和幂

律动力学[20]。 

在这里，我们研究了在峰发放活动的生物物理模型和 Hodgkin-Huxley 模型

中幂律行为传导的影响。我们系统地修改了钾(𝑛 )和钠(𝑚和ℎ )电导的门控变量的

动力学，以生成与幂律历史相关的活性。我们的结果表明，在不同的激活/失活变

量中，随着分数阶的变化，在不断的刺激下会出现一系列的峰发放行为。在𝑛门

控的情况下，神经元表现出峰发放响应的减弱和亚阈值振荡的出现。而ℎ门控的

幂律行为导致了簇发放行为和伪平台电位。虽然只对两种电导进行建模，但这种

在峰发放活动中涌现出来的丰富性，使我们能够研究神经元活动中幂律行为的影

响。计算上，我们认为幂律电导行为可以增加神经元的编码能力。 

方法 

Hodgkin-Huxley 模型是[1] 

𝑐
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −(𝑔𝑚(𝑉 − 𝐸𝑙) +  𝑔𝐾̅̅̅̅ 𝑛4(𝑉 − 𝐸𝐾) +  𝑔𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅𝑚3ℎ(𝑉 − 𝐸𝑁𝑎)) + 𝐼        (1) 

式中 C 为膜电容;V 为膜电压;𝑔𝑚为被动电导系数; 𝐸1为泄漏反转电位;𝑔𝐾̅̅̅̅ 和

𝑔𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅分别为钾和钠的最大电导; 𝐸𝐾和𝐸𝑁𝑎是它们的反转电位，I 是输入电流。门控



变量𝑛, 𝑚和ℎ由一般方程定义 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛼𝑥(𝑉)(1 − 𝑥) − 𝛽𝑥(𝑉)𝑥                                     (2) 

其中𝑥 =  [𝑛, 𝑚, ℎ],函数𝛼为正向速率，𝛽为反向速率。门控变量𝑛和𝑚被称为

激活变量，而ℎ是失活变量。𝑛, 𝑚和ℎ的函数形式为[1]： 

   𝛼𝑛(𝑉) =
0.1−0.01(𝑉−𝑉0)

𝑒1−0.1(𝑉+𝑉0)−1
                                            (3) 

𝛽𝑛(𝑉) = 0.125𝑒−(𝑉−𝑉0)/80                                        (4) 

𝛼𝑚(𝑉) =
2.5−0.1(𝑉−𝑉0)

𝑒2.5−0.1(𝑉+𝑉0)−1
                                           (5) 

𝛽𝑚(𝑉) = 4𝑒−(𝑉−𝑉0)/18                                            (6) 

𝛼ℎ(𝑉) = 0.07𝑒−(𝑉−𝑉0)/20                                          (7) 

𝛽ℎ(𝑉) =
1

1+𝑒(3−0.1(𝑉−𝑉0))                                      (8) 

在这项工作中，我们系统地研究了 Hodgkin-Huxley 模型的峰方法活动对每

个门控变量的分数动力学的影响： 

𝑑𝜂𝑥

𝑑𝑡𝜂 = 𝛼𝑥(𝑉)(1 − 𝑥) − 𝛽𝑥(𝑉)𝑥                                    (9) 

其中我们使用 Caputo 定义[21]分数导数的𝜂 <  1 

𝑑𝜂𝑓

𝑑𝑡𝜂 =
1

𝛤(1−𝜂)
∫

𝑓′(𝑡)

(𝑡−𝑢)𝜂 𝑑𝑢
𝑡

0
                                        (10) 

其中 Γ 是伽马函数。分数阶导数值是将函数的活动与所有过去的活动进行积分

的结果，这些活动由遵循幂律的函数进行加权。过去的加权值称为记忆轨迹。相

对于一阶导数，分数阶导数提供了所有过去活动的信息。我们用 L1 格式[22]对

分数阶导数进行数值积分， 

𝑑𝜂𝑥(𝑡𝑁)

𝑑𝑡𝜂 ≈
(𝑑𝑡)−𝜂

Γ(2−𝜂)
[Σ𝑘=0

𝑁−1[𝑥(𝑡𝑘+1) −  𝑥(𝑡𝑘)][(𝑁 − 𝑘)1−𝜂 − (𝑁 − 1 − 𝑘)1−𝜂]] (11) 

其中0 < 𝜂 ≤ 1 ,𝑡𝑘 =  𝑘𝑑𝑡 ,𝑁 =  𝑡𝑁/𝑑𝑡 ,和𝑑𝑡 = 0.001 ms 。通过将这个方程和

门控动力学方程结合起来求出𝑡𝑁时刻 x 的值就得到了对函数积分的方程 

x(𝑡𝑁) ≈ d𝑡𝜂Γ(2 − η)[𝛼𝑥(𝑉, 𝑡𝑁−1)(1 − 𝑥(𝑡𝑁−1)) − 𝛽𝑥(𝑉, 𝑡𝑁−1)𝑥(𝑡𝑁−1)] +

𝑥(𝑡𝑁−1) − [∑ [𝑥(𝑡𝑘+1) − 𝑥(𝑡𝑘)][(𝑁 − 𝑘)1−𝜂 − (𝑁 − 1 − 𝑘)1−𝜂]𝑁−2
𝑘=0 ]          (12) 

其中，同样𝑥 =  [𝑛, 𝑚, ℎ]。方程右边的前两个分量是经典微分方程的解。方

程的最后一个部分是记忆轨迹。我们最近找出了计算解这些方程的有效方法。记

忆轨迹是方程（12）的最后一部分 

−[∑ [𝑥(𝑡𝑘+1) − 𝑥(𝑡𝑘)][(𝑁 − 𝑘)1−𝜂 − (𝑁 − 1 − 𝑘)1−𝜂]𝑁−2
𝑘=0 ]               (13) 

本研究的大量模拟是使用我们最近开发的模拟器工作流管理器(NeuroMana



ger)[23]来管理的。简单来说，NeuroManager 是一个用 MATLAB (Natick, MA)

编写的面向对象的应用程序，它自动化了提交神经科学仿真的工作流。本文中的

模拟由 NeuroManager 使用一组不同资源运行，这些资源包括本地 UNIX 服务器

(多核 XEON 处理器)、机构集群(UTSA 计算生物学计划中的猎豹集群，www.cb

i.utsa.edu)和国家资源(德克萨斯高级计算中心中的踩踏集群，www.tacc.utexas.ed

u)。NeuroManager 允许用户隔离模拟的自由参数，并将其定义为输入参数向量，

并组织每个模拟的结果和产品。所有代码都可以在 Github（https://github.com/sa

ntamarialab/powerlawhh）和 ModelDB 数据库（https://senselab.med.yale.edu/mode

ldb 登录号 187600）上找到。除非另有说明，模拟使用以下参数值，假设膜为 1

c𝑚2：𝐶 = 1𝜇𝐹，𝑔𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅=120sS，𝑔𝑘̅̅ ̅=36sS，𝑔𝑚̅̅ ̅̅ =0.3sS，𝐸𝑁𝑎=50sV，𝐸𝐾=-77sV，𝐸𝐿

=-54sV。对于所有的模拟，我们使用相同的初始条件: 𝑚 =  0.0529; ℎ = 0.5960

; 𝑛 = 0.3177; 𝑉0 = −65𝑚𝑉，在经典情况下电压变化为零。为了计算 Mittag-Leffl

er 函数的值(见下文)，我们使用了 I.Podlubny 和 M.Kacenak 开发的算法(www.ma

thworks.com/matlabcentral/fileexchange /8738-mittag-leffler-function)。利用方程 1

2 计算幂律行为门控的值，利用4𝑡ℎ阶的 Runge-Kutta 方法计算方程 1 中所有其

他变量的值。 

结果 

我们的目标是确定膜电导的幂律活性对峰发放活动的影响。实现幂律动力学

的自然数学方法是利用分数阶微分方程。我们修改了 Hodgkin-Huxley 模型，将

分数阶门控变量合并。首先，我们给出了模型的理论证明，然后描述了分数阶动

力学对单个门控的影响。对门控变量的分析提供了一种确定实验测量电导是否遵

循幂律过程的方法。 

理论证明   

传统上，单个离子通道被描述为具有开态和闭态。闭态可以由多个“隐藏”状

态组成。在 Markovian 假设下，状态是独立的，它们的停留时间遵循指数动力学。

为了产生开-闭跃迁的幂律动力学，我们可以假设存在大量的隐态。在这种模型

下，通道的状态可以描述为在大量陷阱上的扩散过程。众所周知，这类模型会产

生反常扩散，即幂律行为[24]，并被证明能够复制单通道动力学[25]。由于内部

状态相互作用或时间相关性，停留时间也可能不遵循指数动力学[25]。 

纯幂律过程没有平均停留时间[26]。这将导致没有平稳响应。由于在测量电

导动力学时可以得到平稳响应，因此有必要假设一个通道可以有正常的幂律跃迁。

因此，我们通过扩展 Hodgkin-Huxley 门控动力学(方程 2)来发展我们的模型，使

其同时具有经典和幂律成分 

http://www.cbi.utsa.edu/
http://www.cbi.utsa.edu/


𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟0[𝛼𝑥(𝑉)(1 − 𝑥) − 𝛽𝑥(𝑉)𝑥] + 𝛴𝑖=1

𝑚 𝑟𝑖
𝑑1−𝜂𝑖

𝑑𝑡1−𝜂𝑖
[𝛼𝑥(𝑉)(1 − 𝑥) − 𝛽𝑥(𝑉)𝑥    (14) 

方程右边的和描述了具有不同分数阶动力学的多个门控过程，这些门控过程

描述了记忆相关的活动。为了简单起见，我们选择了相同的反应速率（𝛼𝑥(𝑥)和

𝛽𝑥(𝑥)），然后用因子𝑟𝑖，𝑖 = 0到 s 对其进行标度。这类似于[26]的分数松弛方程。

该完整模型描述了一个受幂律过程扰动的具有有限平均停留时间(经典分量)的

系统。我们可以把同样的方程写成紧凑形式 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛴𝑖=0

𝑚 𝑟𝑖
𝑑1−𝜂𝑖

𝑑𝑡1−𝜂𝑖
[𝛼𝑥(𝑉)(1 − 𝑥) − 𝛽𝑥(𝑉)𝑥]                             (15) 

我们定义了𝜂0 = 1和𝑟0 = 1，因此在𝑚 = 0的情况下，模型减小到方程 2。对

于𝑚 = 1，系统模型是经典过程和单分数阶过程的混合。在我们的例子中，我们

假设经典模型的转化率比分数模型(𝑟0 ≪ 𝑟1)的转化率小得多。这意味着分数阶动

力学的发生比经典过程快得多。因此我们可以将动力学近似为(𝑟1 →1) 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑1−𝜂𝑖

𝑑𝑡1−𝜂𝑖
[𝛼𝑥(𝑉)(1 − 𝑥) − 𝛽𝑥(𝑉)𝑥]                               (16) 

重新排列分数阶算子得到我们的模型 

𝑑−1+𝜂

𝑑𝑡−1+𝜂

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= [𝛼𝑥(𝑉)(1 − 𝑥) − 𝛽𝑥(𝑉)𝑥]                    (17) 

𝑑𝜂𝑥

𝑑𝑡𝜂 = 𝛼𝑥(𝑉)(1 − 𝑥) − 𝛽𝑥(𝑉)𝑥]                     (18) 

这个线性分数阶微分方程的解可以用 Laplace 变换技术得到(也见[15]) 

ℒ (
𝑑𝜂𝑥

𝑑𝑡𝜂) = ℒ[
𝑥∞(V)−𝑥

𝜏𝑥(𝑉)
]                                      (19) 

其中𝑥∞(𝑉)  =
𝛼𝑥(𝑉)

(𝛼𝑥(𝑉) + 𝛽𝑥(𝑉))⁄ ,𝜏𝑥(V)  = 1
𝛼𝑥(𝑉) + 𝛽𝑥(𝑉)⁄ 。导致: 

𝑠𝜂𝑋(𝑠)̃−𝑠𝜂−1 𝑥(0) =
𝑥∞(V)

𝜏𝑥(𝑉)𝑠
−

𝑋(𝑠)̃

𝜏𝑥(𝑉)
                                (20)   

其中𝑋(𝑠)̃是 x 的拉普拉斯变换和  是拉普拉斯空间变量。重新安排 

𝑋(𝑠)̃ =
𝑥∞(V)

𝜏𝑥(𝑉)𝑠(𝑠𝜂+1
𝜏𝑥⁄ (𝑉)

+
𝑠𝜂−1 𝑥(0)

𝑠𝜂+1
𝜏𝑥⁄ (𝑉)

                       (21) 

采用部分分式重新排列的方法: 

𝑋(𝑠)̃ =
𝑥∞(V)

𝑠
+ [𝑥(0) −  𝑥∞(V)]

𝑠𝜂−1 

𝑠𝜂+1
𝜏𝑥⁄ (𝑉)

                      (22) 

注意拉普拉斯逆变换 

ℒ−1(
𝑠𝜂−1 

𝑠𝜂+1
𝜏𝑥⁄ (𝑉)

) = 𝛴𝑘=0
∞ 𝑧𝑛

𝛤(𝜂𝑛+1)
= 𝐸𝜂(𝑧)                            (23) 

𝐸𝜂是 Mittag-Leffler 函数或广义指数函数[27]。因此，对整个方程做拉普拉斯逆变

换可得出[17] 

𝑥(𝑡) =  𝑥∞(𝑉) + [ 𝑥(0) −  𝑥∞(𝑉)] 𝐸𝜂(−[
𝑡𝜂

𝜏𝑥(𝑉)
])                      (24) 



描述单个门控变量的幂律行为  

我们描述了每一个幂律行为门控(方程 18, 𝑥 =  [𝑛, 𝑚, ℎ] )对固定电压阶跃指

令的响应。模拟包括在电压𝑉 = 0下 20 至 30s 的时间段，然后目标电压持续 1

00s ，目标电压在-100 至 120 sV 之间变化。对于输入电压指令的给定值，我们

将𝜂从 0.2 变为 1.0。我们比较了所有记录道、𝜂值和电压命令的数值（式 12、图

1A 虚线）和解析（式 24、图 1A 实线）解的结果。n 门控的数值解与解析解的平

均均方误差(m.s.e)为8.2 × 10−7, s 门控为2.7 × 10−4, h 门控为9.2 × 10−7。在 s

门控轨迹中相对较高的 m.s.e.可能是由于该变量的快速动力学导致在非常短的时

间内偏离解析解。事实上，对于幂律 s 门控，数值𝜂 ≤ 0.2的模拟是不稳定的，

即使使用的时间间隔小于10−5s 。无论如何，对于大多数情况，我们的数值积分

与分析解决方法很好地匹配。 

 

图 1.单个 Hodgkin-Huxley 门控变量的幂律动力学。(A)单个门控变量(n,s 和 h)的响应，使

用相同电压指令（n 为 30sV，s 为 55sV，h 为 70sV）的分析（实线）和数值（虚线）解，

伴随不同的分数阶导数值(η)。（B）单个门控（𝑥∞
𝜂
，𝑥 = 𝑚，n 或 h）对分析和数值解的所有

电压和𝜂值的长期响应。箭头指向  形曲线的拐点。对于𝑚∞
0.2，一些数值解是不稳定的。（C）

对于 n 和 h 门控，我们对η所有值的电压指令的时间响应采用双指数过程，从而产生快速和

缓慢的时间常数（𝜏𝑥
𝜂
，𝑥 = 𝑚，n 或 h）。我们在 s 门控上拟合了一个单一时间常数。 

doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g001 



为了量化幂律动力学对每个门控的影响，我们计算了瞬时长期响应函数(𝑥∞
𝜂

,

𝑥 =  [𝑛, 𝑚, ℎ]，见方程 19 解释中的定义)。𝑥∞
𝜂
的值是从各门控对所有电压指令和

𝜂值组合的响应中获得的。具体来说，为了计算𝑥∞
η
，我们测量了 n 门控在𝑡 =  

90𝑚𝑠, s 门控在 40s , h 门控在 110s 处的幂律行为门控的值。之所以选择这

些时间，是因为轨迹值与前一毫秒相比变化了不到 0.01%。对于𝜂 =  1， n、s 和

h 门控再现了经典 Hodgkin-Huxley  形函数(图 1B)。然而，随着𝜂值的减小，n 和

h 门控拐点处的坡度变浅，但不适用于 s 门控（图 1B 中的箭头）。我们用数值模

型(虚线)和解析模型(实线)比较𝑥∞
η
的值显示出非常好的匹配。因此，幂律动力学

影响 n 门控和 h 门控的长期响应，而对 s 门控的快速激活影响不大。 

幂律过程的一个特性是系统的时间响应不能用一个时间常数来表征。为了说

明这一特性，我们对每个幂律门控的时间响应拟合了双指数过程，时间窗可达 1

00ms。这种拟合过程导致了快速和缓慢时间常数的计算（𝜏𝑥
𝜂

, 𝑥 = [𝑛, 𝑚, ℎ]，定义

见方程 19 的解释）。对于所有的门控，当𝜂 = 1时，快速和慢速时间常数与经典

的 Hodgkin-Huxley 模型的𝜏𝑥
𝜂
是相同的。对于𝑛门控和ℎ门控，当𝜂减小时，快速时

间常数加速，而慢速时间常数减慢，与幂律动力学一致。相比之下，分数阶导数

对𝑚门控的影响符合一个指数过程，该过程随𝜂值的降低而减小。这表明快速𝑚

门控动力学只在很短的时间内受到影响。综上所述，幂律动力学对𝑛门控和ℎ门控

的𝜏𝑥
η
和𝑥∞

η
影响较大，而对𝑚门控的快速时间常数影响较小。 

幂律门控变量对单动作电位的影响 

作为𝜂函数的每个门控变量的动力学曲线的形状不能预测完整的 Hodgkin-H

uxley 模型是否能产生峰发放。为了验证这一假设，我们应用一个完整的 Hodgk

in-Huxley 模型，其中一个门控控变量由分数动力学控制，而另两个保持正常。

在所有的模拟中，我们注入一个恒定的电流阶跃，从 1 到 24nA，持续 500ms。

我们发现，对于每一个幂律动态门控，所有的𝜂值都会产生动作电位。众所周知，

经典的 Hodgkin-Huxley 模型可以在产生持续的动作电位序列之前伴随单个峰发

放响应，峰发放的第一个形状与其他形状[28]略有不同。因此，我们在最小输入

电流下对第二个产生的峰发放进行了表征，以引出每个激活门控的不同𝜂值的峰

发放（图 2A）。在幂律𝑛的情况下，当𝜂减小时，动作电位的半高宽变宽，从𝜂 =  

1.0的 1.18ms 到𝜂 =  0.2的 1.86ms。复极化的最小值也有所降低。对𝑚门控的类

似分析表明，对于较低的𝜂值，动作电位变窄（图 2A，𝑚门控）。幂律行为对ℎ门



控的影响显示出对动作电位的复极化阶段的强烈影响（图 2A，ℎ门控）。随着𝜂的

值减小，峰发放宽度增加。 对于𝜂 =  0.2，电压似乎达到固定的稳态，称为去极

化块。然而，正如我们稍后将展示的，情况并非如此。相反，峰发放活动转变为

伪平台动作电位。使用相同的数据，我们计算了电流阈值，以生成至少一个动作

电位(图 2B)。该分析表明，对于𝑛门控中的幂律动态，电流阈值最初增加然后随

着𝜂减小而减小。相反，对于幂律动态𝑚和ℎ，电流阈值增加。总的来说，这个分

析表明，各个门控变量的分数阶动力学导致动作电位的产生。取决于被修改的门

控，动作电位的电流阈值相对于经典的 Hodgkin-Huxley 模型而变化。 

 

图 2.Hodgkin-Huxley 门控变量的幂律行为对动作电位形状和性质的影响。（A）用最小输入

电流产生的动作电位形状作为各个门控的分数导数（𝜂）的阶数的函数。（B）作为输入电流

和𝜂的函数的动作电位电流阈值。（C）作为𝜂的函数，在最小输入电流下产生的动作电位的



相位图。红色方形表示阈值检测的交叉（𝑑𝑣/𝑑𝑡 > 20𝑚𝑉 /𝑚𝑠）。（D）根据 C 中的相图计算

的电压阈值。 

doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g002 

 

图 3.响应恒定电流输入的幂律电导引起的动作电位峰发放模式。（A-D）幂律行为 n 门控产

成的峰发放模式。(E-G)幂律行为 h 门控产生的峰发放模式。每一组具有相同的输入电流和

改变所述分数阶导数（𝜂）的阶数进行模拟。 

doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g003 

我们对电流阈值产生的动作电位进行了相平面研究。相平面分析通常用于实

验工作，以确定内在兴奋性[29,30]的变化。在𝑛门控采用幂律动力学的情况下，

动作电位的整体轨迹保持不变，最大的变化是复极化相位(图 2C, 𝑛门控)。当𝑚门

控具有幂律动态时的类似分析表明，动作电位的速度随着𝜂 [30,31]的增加而增加

（图 2C，𝑚门控）。与𝑛门控类似，幂律动力学对ℎ门控的影响影响了动作电位的

复极化阶段（图 2C，ℎ门控）。相平面图也用于实验工作，通过确定电压速度超

过确定值时的电压来确定电压阈值[30]。在我们的例子中，当𝑑𝑣/𝑑𝑡 > 20𝑚𝑉/𝑚𝑠



时，我们将电压阈值确定为电压值。该分析表明，当𝑛具有幂律动力学时，电压

阈值增加到 2.14mV。相反，当幂律动力学在𝑚门控中时，阈值降低 1.68sV。正

如其动力学特性所预期的那样，ℎ门控中的幂律动力学对电压阈值没有影响（图

2D）。 

单动作电位的整体分析表明，可以生成具有宽范围的𝜂值的峰发放。每当产

生动作电位时，振幅类似于经典的 Hodgkin-Huxley 模型。在所有情况下产生的

动作电位的类型类似于文献[29,32-35]中报道的各种类型的峰发放，包括来自非

神经元细胞[36-38]的那些。因此，具有幂律特性的电导可以产生在多种细胞类型

中观察到的各种动作电位形状。 

幂律门控变量对持续峰发放活动的影响 

在分析了幂律动力学对单个门控以及单个动作电位的形状的影响之后，我们

描述了在这个过程中出现的峰发放模式。为此，我们模拟了完整模型对恒定电流

输入的响应，周期时间为 1500 至 3000s 。对于𝜂和输入电流值的不同组合，模

型显示出多个峰发放模式。例如，对于 18nA 的恒定输入电流，我们改变了 n 门

控的幂律动态，同时保持 s 和 h 门控正常。对于𝜂 =  1.0的值，该模型产生典型

的重复峰发放模式，具有 84Hz 的恒定放电速率（图 3A）。对于𝜂 =  0.8的值，峰

发放的数量减少了近一半并且导致平均放电率为 43Hz。然而，峰发放模式从重

复转变到增加的峰发放间隔（图 3B）。对于𝜂 = 0.6，放电速率下降到 13Hz，每

个峰发放之间具有亚阈值振荡（图 3C）。进一步减小到𝜂 =  0.4也显示亚阈值振

荡和增加的峰发放间隔，平均放电速率为 28Hz（图 3D）。另一个例子表明，幂

律动态对 h 门控的影响也改变了模型响应恒定输入而产生的峰发放模式。在这种

情况下，对于 11nA 的固定输入电流和𝜂 ≤ 0.6的值，模型产生动作电位簇发放和

亚阈值振荡（图 3E-3G）。这些例子表明，幂律行为的电导导致复杂的峰发放模

式随着时间的推移而演变。 

我们对单个门控中应用幂律动力学的影响所产生的峰发放模式进行了分类。

由于模型可以产生非平稳模式，我们决定基于它们的短期（<500s ）和长期（>

1000s ）响应对峰发放活动进行分类。我们将峰发放响应分类为：静息状态（R

S），刺激开始时没有峰发放或仅有一个峰发放; 强直峰发放（TS，图 4A）; 相位

峰发放（PS），在前 500s 内的一些峰发放（图 4B）; 混合模式振荡（MMO），

由亚阈值振荡包围的单峰发放（图 4C）; 方波簇发放（SWB），由亚阈值振荡包

围的一组峰发放（图 4D）; 和伪平台簇发放（PPB），在非神经元细胞（图 4E 和

4F）[36-38]中更常见的持久性峰簇发放。 

我们手动将模型产生的峰发放模式分类在输入电流为 0-20nA 和𝜂 = 0.2 − 1.

0值的范围。然后，我们为每个幂律行为门控变量生成了一个峰发放模式相变图



（图 5）。在模拟钾离子通道的幂律活性的情况下，相图显示了峰发放活动在𝜂 =

0.3– 0.8时从 Rs→PS→MMO→TS（图 5A）。在所有情况下，当大输入电流应用于

模型，这克服了分数阶导数施加的动力学并恢复了 Hodgkin-Huxley 模型的重复

放电。 

应用于钠通道的活性和失活变量的相同分析导致非常不同的行为。当𝜂减小

时，模型对活性变量 s 的分数动态的峰发放活动导致阈值增加。当超过阈值之

后，在模拟的过程中会出现峰发放结果（图 5B）。当幂律动力学应用于失活变量

h 时，会出现多种峰发放模式。在超过峰发放阈值并且对于𝜂<0.8 的值，系统呈

现 SWB 和 PPB（图 5C）。对于非常强的输入，除η≤0.2 的值外，神经元有规律

地峰发放。 

总之，幂律活性动力学的存在导致峰发放模式多样性的增加，从强直峰发放

到混合模式振荡和簇发放。 

 

 

图 4.用幂律行为的 Hodgkin-Huxley 模型产生的动作电位模式表现为 n（A-C）和 h（D-F）

门控。每个面板具有电流输入（I）的信息和用于各自分数阶导数（𝜂）的值。 



doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g004 

由于幂律门控动力学引起的吸引子产生峰发放多样性 

分数导数（方程 12）的数值解可以描述为对计算门控的值的负反馈机制。

在时间 t 处，门控的值等于差分方程的正常积分加上称为记忆轨迹的因子（方程

 13）。当门控的幂律动力学被整合到整个 Hodgkin-Huxley 模型中时，记忆轨迹

在门控的活性和动作电位产生之间起平衡作用。为了说明这一点，我们分析了膜

电压、门控值和几种模拟产生不同峰发放模式时的记忆轨迹。 

 

图 5. 具有幂律行为电导的 Hodgkin-Huxley 模型产生的峰发放模式的相变图。幂律动力学



用相应门控变量的阶数𝜂的分数阶导数实现。（A）钾电导活性 n 门控。（B）钠电导活性 s 门

控。（C）钠电导失活 h 门控。 RS，静止状态; PS，相位峰发放; MMO，混合模式振荡; T

S，强直峰发放; SWB，方波簇发放; 和 PPB，伪平台簇发放。根据前 1500s 的模拟手动对

峰发放响应和边界进行分类。 

doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g005 

 

图 6.具有幂律 n门控的 Hodgkin-Huxley 模型中记忆轨迹对混合模式振荡的贡献。幂律动力



学应用阶数𝜂= 0.7 和恒定输入电流 I = 23nA 的分数导数。（A-E）电压，记忆轨迹和门控值

的长（左）和短（右）时间窗口的示例。灰线是相同的模拟，𝜂= 1.0。（F-H）相同响应的相

平面分析。（F）钠（𝐼𝑁𝑎）对𝐼𝑤=钾+泄漏+输入电流的相图。红线表示平衡电流，红色方形表

示存在吸引子。（G）放大 F 中的吸引子。（H）与 G 中的数据相同，但绘制不平衡电流（𝐼𝑁𝑎

+ 𝐼𝑤）与𝐼𝑤的关系。*表示𝐼𝑤开始补偿𝐼𝑁𝑎的位置。 

doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g006 

如前所示，在𝑛门控中实现幂律动力学时获得 MMO 模式。我们在相同的电

流输入条件下比较了幂律 n 的电压轨迹，𝜂 =  0.7（图 6A，黑线）和经典（图 6

A，灰线）模型。由此可见，亚阈值振荡不仅是一个未达到经典模型动作电位阈

值的过程，而且会影响潜在的发电率和峰发放形状（图 6A，右图）。𝑛门控的记

忆轨迹显示在动作电位去极化期间对门控活性的负贡献，并且在复极化阶段期间

为正（图 6B）。产生动作电位期间的负反馈效应导致𝑛值的峰值小于经典 Hodgki

n-Huxley 中的峰值（图 6C）。结果，正常活性的𝑚和ℎ门控的动力学也被改变（图

6D 和 6E）。如图 1 所示，钾电导的时间常数在短时间内降低。这是由于动作电

位复极化时记忆轨迹的正反馈贡献。然后，这种电导会更快地补偿钠电流的流入，

从而阻止动作电位的产生，从而产生亚阈值振荡。当记忆痕迹在𝑛门控上消失时，

两个电流的行为更接近经典情况，并产生一个动作电位。利用所涉及的电流的相

平面可以更好地理解这种动态（图 6F-6H）。我们绘制了钠电流（𝐼𝑁𝑎）与𝐼𝑤=钾+

泄漏+输入电流的值（图 6F，黑线）。我们在相同条件下将该相位图与经典的 Ho

dgkin-Huxley 模型进行了比较（图 6F，灰线）。作为参考，我们绘制了𝐼𝑁𝑎和𝐼𝑤之

间的平衡电流（图 6F，红线）。该线以上的轨迹往往产生动作电位，而该线以下

的轨迹表明，复极化电流比𝐼𝑁𝑎强。在相位图的基础上，我们发现了一个对应于

亚阈值振荡的吸引子（图 6F 和 6G 中的红方）。该吸引子具有围绕平衡电流线的

轨迹。为了更好地可视化吸引子，我们绘制了不平衡电流（𝐼𝑁𝑎+𝐼𝑤）与𝐼𝑤（图 6

H）的值。该图显示平衡点约为-10nA。在产生动作电位后，𝐼𝑤更快地补偿𝐼𝑁𝑎（在

图 6H 中），使轨迹靠近吸引子的中心，并向外振荡，直到钾电导恢复正常状态，

然后允许产生新的动作电位。 

我们对 PS 峰发放模式进行了类似的分析（图 7 中带有相应的电压迹线，如

图 4B 所示）。如在 MMO 峰发放模式中，𝐼𝑁𝑎与𝐼𝑤的相平面图还示出了在轨迹的

基部处存在吸引子（图 7A，红色方形）。𝐼𝑁𝑎和𝐼𝑤之间的电流平衡点接近-6nA（图

7B）。当模型产生峰发放（图 7B 中的 S1 到 S4）时，正不平衡电流减小，直到模

型产生第一次阈值振荡（图中标记为缺失峰发放），然后产生第四峰发放（S4），

然后轨迹稳定到吸引子（图中的 RS）。在此模拟期间（1500s ）不再产生动作电

位; 然而，有可能在𝑛门控上的记忆轨迹的影响消失后，模型可能再次开始峰发

放。MMO 和 PS 模式的吸引子非常相似（图 6H 和 7B）。在这两种情况下，通过



钾电流更快地补偿𝐼𝑁𝑎来抑制新动作电位的产生，这与由于幂律动力学引起的时

间常数的加速一致。 

 

图 7.瞬态峰发放模式的相平面分析（见图 4B）。（A）幂律（黑色）和经典（灰色）Hodgki

n-Huxley 模型的电流轨迹的比较。幂律模型具有𝜂= 0.4 的分数阶导数和输入电流𝐼 =  8𝑛𝐴。

红色方形表示吸引子的区域。（B）A 中吸引子的相平面。S1 至 S4 表示峰发放，RS 表示静

止状态。 

doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g007 

根据输入电流和𝜂值的组合，ℎ门控中的幂律动力学可以产生 SWB 和 PPB 峰

发放模式（图 8A）（参见图 5C）。该模型产生两种类型的 PPB 模式。第一种类似

于垂体细胞动作电位，其特征是伴随着高电压振荡的峰发放[36]。第二种 PPB 峰

发放模式类似于心肌细胞的动作电位，峰发放之后是高电压平台[37]。垂体型动

作电位产生的输入电流高于心脏型动作电位（图 8A）。在所有情况下，包括 SW

B，记忆轨迹的幅度比幂律𝑛门控的情况大一个数量级（图 8B）。在 SWB 模式的

情况下，峰发放活性减慢，并且如在幂律𝑛门控动力学的情况下，亚阈值振荡不

对应于经典模型的缺失峰发放（图 8A，方波簇发放，分别为黑色和灰色图）。与

经典模型（图 8B 和 8C）相比，记忆轨迹对ℎ门控活性的影响是减缓其响应。这

种减速允许动作电位变宽（参见图 2A），因此，𝑛门控的最大值高于经典模型（图

8D），其中𝑚门控不受影响（图 8E）。当记忆轨迹的影响从ℎ门控的动力学中消失

时，系统可以再次产生一系列动作电位。 

在垂体型 PPB 图案的情况下（图 8A 垂体型柱），记忆门控也导致ℎ门控的较

慢活性。在这种情况下，允许钠电流长时间保持打开状态，从而补偿钾电流，导

致电压高于动作电位阈值时的振荡（图 8B-8E 垂体型柱）。如上所述，心脏型 P

PB 模式产生的输入电流低于垂体型（图 8A 心脏型柱）。这导致更尖锐的初始峰

发放并且避免了垂体型峰发放的振荡行为（图 8B-8E 心脏型柱）。请注意，垂体

型和心脏型峰发放模式的电压轨迹在动作的不同部位显示振荡。虽然垂体型在动



作电位的衰减超阈值部分有振荡，但心脏型则显示阈下振荡。 

 

 

图 8.具有幂律行为 h门控的 Hodgkin-Huxley 模型中记忆轨迹对方波簇发放和伪平台电位峰

发放模式的贡献。（A）方波簇发放的电压轨迹和两种伪平台电位（垂体和心脏类型）。灰色

图对应于经典的 Hodgkin-Huxley 模型。（B-E）h 记忆轨迹的时间行为，以及门控变量。利用

𝜂 =  0.4 的分数阶导数和输入电流 I = 10nA 产生方波簇发放; 产生垂体类型，𝜂= 0.2，I = 

20nA; 并且𝜂= 0.2 且 I = 9nA 产生心脏类型。 

doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g008 

SWB 和 PPB 峰发放模式的相平面分析证实，幂律门控产生的吸引子可以出



现在动作电位的不同部分。在所有情况下，幂律模型产生的电流幅度大于经典情

况（图 9A）。在生成的每个轨迹中，我们确定了吸引子的位置（红色方形）。对

不平衡电流相平面的分析表明，对于 SWB 模式，其活性类似于 PS 模式，在这

种模式中，簇发放过程中的动作电位降低其正电流，直到轨迹接近吸引子，然后

螺旋式下降，直到产生另一个簇发放动作电位。相反，在垂体型模式中，吸引子

位于动作电位的早期复极化中。最后，心脏类型具有与 SWB 和 PS 模式类似的

轨迹，除了动作电位的时间过程在很长的时间窗口内扩散。 

 

图 9.具有幂律行为 h 门控的 Hodgkin-Huxley 模型的方波簇发放相平面图和两种伪平台电

位峰发放模式。设置与图 8 相同。（A）钠（𝐼𝑁𝑎）与𝐼𝑤 =钾+泄漏+输入电流的相图，红色方

形表示吸引子的位置。（B）绘制平衡电流（𝐼𝑁𝑎+𝐼𝑤）与𝐼𝑤来自 A 的吸引子。 

总之，记忆轨迹的负反馈对 Hodgkin-Huxley 模型的每个门控变量的影响导

致出现了平衡去极化和复极电流的时间吸引子。结果表明，膜电导的幂律动力学

可以产生广泛的峰发放模式。 

探讨 

在 Hodgkin-Huxley 模型中，我们利用分数阶导数研究了幂律行为电导对动

作电位产生的影响。导数的分数阶为门控的过去活性提供了记忆轨迹。我们的先

验假设是，对钾通道的历史依赖性将导致这种电导比原始模型具有更强的活性，

并且不会产生任何动作电位。同样，我们预计，对于幂律行为钠激活，模型会显



示去极化阻滞。然而，我们的系统计算分析表明，在𝜂值的很大范围下，模型产

生的峰发放与经典模型的振幅相似。产生的峰发放形状类似于在多个神经元和非

神经元细胞中发现的动作电位。响应恒定刺激而产生的峰发放模式也表明响应的

多样性增加，例如 TS，MMO，SWB 和 PPB。总之，我们的结果表明，幂律行

为传导可以增加峰发放形状和模式的多样性。我们提出幂律行为电导增加了神经

元的信息编码能力。 

doi:10.1371/journal.pcbi.1004776.g009 

幂律电导与生物物理学解释 

膜电导的标准模型是基于开放，闭合和失活状态的独立性。这一假设是基于

蛋白质函数的 Markov 模型。状态变化的速率取决于电压和温度，但不取决于通

道的先前历史。在随机水平上，这意味着状态之间的转换概率完全依赖于系统的

当前状态。因此，用一个整数阶微分方程（𝜂 = 1）来描述电导的动力学特性。 

电压或钙活性电导的 Markov 模型由单个开放状态和多个闭合或非活性状态

表示。当闭合/失活状态的数量很大时，可以出现这些通道的幂律活性[5]。在这

些情况下，假设通道的状态在多个闭合状态上扩散。打开情节之间的时间依赖于

通过关闭/失活状态的轨迹。在所有状态下保持相同状态的概率相似的情况下（捕

获概率），开放状态遵循幂律分布。这种行为相当于随机等待时间随机行走，导

致异常扩散，这是一个众所周知的幂律过程[39]。在这种模式下，每个关闭/失活

状态仍然是独立的，并且形式上，该过程是无记忆的。虽然状态之间的转换只依

赖于当前状态，但紧急行为是由大量闭合状态的复杂相互作用所强加的。因此，

分数导数的记忆轨迹表示通道内部状态分布的复杂性。 

产生幂律行为的另一种机制是存在少量相互作用的内部状态。在这种情况下，

状态之间的转换率不仅依赖于当前状态，还依赖于状态在过去的某些记忆，例如

在变构过程中[40]。在随机水平上，这意味着转变的概率依赖于状态的先前轨迹。

如果轨迹为C3 → C1 → 0，则从C2 → C1 → 0以及对于 x 在C1 → 0之间的速率的

过渡状态将是不同的。缓慢的幂律活性（𝜂 < 1）出现是因为闭合状态增加了下

一个状态保持闭合的可能性，从而减慢了通道的开放。分数导数的记忆轨迹表示

内部状态相互影响了多少，从而偏离了经典的 Markov 动力学。在没有多个膜电

导的总和的情况下，也可以实现幂律电压动力学，但实际上具有分数阶电容特性

[41]。因此，神经元可以在电压和膜电导中具有独立的幂律动力学特性来源。 

虽然仅使用钠和钾电导，但我们的幂律电导模型复制了多种细胞类型的动作

电位形状和活性模式。然而，这些模式中的一些是由几种电导的组合产生的。在

这种情况下，幂律动力学的影响捕获了多个电导的组合或子基的不同表达式，这

可以提供更强的相互作用的更多内部状态或状态。 



我们的结果表明，钾或失活变量提供了峰发放形状和图案丰富度的增加，这

与最近的实验结果一致。例如，不同的钾亚基允许皮质细胞产生适应的放电率[1

3,42,43]，我们建议遵循幂律动力学[14]; 一些钙和钠通道的失活恢复已被证明是

历史依赖的[6,7]; 神经元的扩展记录也显示出历史依赖[8,44]。 

与其他工作比较 

在我们之前的工作中，我们在 LIF 模型的膜电压中应用了幂律动力学。在该

模型中，我们的目标是复制多种皮质细胞中报告的放电率适应性。不是通过添加

在不同时域中运行的不同类型的电导来增加模型的复杂性，我们提出它们的累积

效应导致幂律行为。我们发现，通过固定参数（阈值和膜电阻），我们的模型通

过仅改变输入电流和𝜂值来复制大量实验结果。大多数实验的复制值为𝜂 < 0.2 [1

4]。在本研究中，钠和钾电导的幂律动力学导致峰发放形状和峰发放模式的变化，

这再次仅依赖于输入电流和分数导数的阶数。该模型与实验结果一致，表明它是

钾电导和从失活中恢复，使神经元产生复杂的峰发放模式[6,7,13,42,43]。因此，

分数阶导数可以捕获多个电导组合的复杂性或各个通道的固有动力学。 

最近的一项研究，分析了分数阶电压动力学 Hodgkin-Huxley 模型的峰发放

和网络特性[15]。这项工作表明，将分数阶导数应用于电压可以再现原始模型中

未见的峰发放特性，例如快速峰值时间和峰发放时间适应性。但是，该模型不会

生成复杂的模式，如 MMO 或 SWB。这可能是由于记忆轨迹仅对膜电压的影响

而不影响门控变量的动力学。在该研究中还发现，引起峰发放的电流输入的范围

随着降低𝜂的值而减小。虽然，我们发现在我们的模型中产生峰发放的阈值是不

同的，但我们发现峰发放在整个测试值𝜂范围内。此外，当动作电位产生时，其

振幅与经典模型非常相似。 

有两项与我们的工作密切相关的研究，其中作者将分数阶动力学应用于所有

的门控，从而推广了 Hodgkin-Huxley 模型[16,17]。然而，这些研究更侧重于分

数动力学分析和数值技术的应用，并且仅分析了在参数和值𝜂 > 0.65的窄范围上

单一动作电位的产生。相比之下，我们的工作系统地研究了模型对广泛输入电流

和𝜂值的每个门控对幂律动力学的个体变化的响应。无论如何，这些和我们研究

中使用的数值技术可以纳入标准神经元模拟包[45]。 

确定电导是否遵循幂律动力学的实验测试 

幂律动力学的检测是生物科学界越来越感兴趣的课题[46]。在随机过程中，

幂律的检测可能因噪声而变得复杂，但在介观现象中，例如在神经元中的离子电

流中，测量可以更容易地进行; 然而，必须设计实验以便能够检测幂律的存在。

隔离神经元中的单个电导在实验上具有挑战性，因此必须结合以下步骤来推断幂



律行为的存在： 

1.假设一个单一的电流可以被分离，可能通过卵母细胞或药理学方法表示通

道，那么就有必要记录很长一段时间（例如 1 秒）。将单个指数拟合到前 1s 、1

0s 、100s 和 1000s 。如果拟合的时间常数相同，则该过程是指数的。如果时

间常数与拟合的时间窗口呈线性关系，则电导可能遵循幂律动力学。信号的采集

应以尽可能高的速率进行。 

2.与步骤 A 中的测量一起，动作电位的长期电流钳记录应显示亚阈值振荡的

出现。在大多数情况下，这将是神经元适应时出现的 MMO。有必要记录很长一

段时间（超过 1 秒）。这些模式不会是静态的，但会随着更多峰发放的产生而继

续变化。 

3.在神经元峰发放生成机制中测试固有记忆的不同方式是通过以特定间隔

递送更短的去极化步骤。值𝜂 =  0.2的记忆轨迹在约 800s 内衰减 95％; 因此，

重复一系列在第一次扫描中间隔 2 秒和在第二次扫描中间隔 500s 的刺激将导

致由于幂律动力学而出现的峰发放模式。 

4. 如果一个电流被怀疑遵循幂律动力学但不能被隔离，那么可以阻止电导

并使用我们的算法结合动力学电流钳位技术[47]来恢复具有和不具有幂律特性

的电流，并将结果与控制实验进行比较。 

计算结果 

一个神经元可以产生的与其输入相关的峰值模式的数量决定了它的信息容

量[48]。在 Markov 过程中，神经元的峰发放活动历史依赖于其最慢的时间常数

的函数。这意味着峰发放响应，例如放电率，测量输入的幅度或时间。然而，如

果神经元不断地整合输入并且其条件反映了时间尺度上的积分，那么峰发放活动

可能会有所不同。我们的结果表明，如果电导遵循幂律动力学，那么神经元的峰

发放活动不仅会反映输入的幅度，还会反映这个输入的传递时间，因为这将反映

在变化的峰发放模式中。因此，幂律适应增加了神经元的计算能力。综合我们以

前和现在的研究结果，电压或膜电导中的幂律动力学增加了神经元的峰发放，并

且即使在具有少量电导的情况下也提供对信息编码的恒定适应。 
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