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摘要 许多工作在松弛振荡和其他简单的振荡器的概念气候模型已经完成。然而，
在气候数据的振荡模式往往更比可以通过这种机制来描述复杂。本文探讨通过混
合模式振荡的透镜在气候数据复杂振荡行为。作为一个案例研究，国家关于全球
平均温度，大气中的碳和海洋碳方程的概念气候模型进行了分析。该无量纲模型
是一个快/慢体系与一种快速可变（相当于冰体积）和两个慢速变量（对应于两
个碳店）。几何奇异扰动理论用于演示折叠节点奇点的存在。的参数政权，其中
（单数）的轨迹穿过折叠节点是在 0  。在这种参数制度，该模型具有类型的

稳定周期轨道一段1s极限情况下返回到奇异漏斗发现 0s  。据我们所知，这是

证明有能力生产的MMO模式的能力第一概念气候模式。

引言 已经有针对气候系统的各个历史时期解释振荡的研究显著量。索兹曼和 Maasch 具有一系

列上过渡，从振荡的变化与 40 kyr 的显性周期振荡用 100 kyr [1-3]的显性周期论文。根据索兹曼

和Maasch，在数据中的 40个 kyr 振荡从在天文迫使（准）周期性变化的线性响应的结果。他们

提出，于 100 个 kyr 周期过渡到 Hopf 分支产生的发生是由于吸引周期轨道。 PAILLARD 和

Parrenin还寻求解释中更新世过渡和晚更新世的冰间周期，具有不连续和分段线性模型[4]。他们

的工作，和霍格[5]的工作，在天文用途的改变迫使由于地球轨道产生振荡变化。十字架[6]和
Ditlevsen [7]在概念上的气候模型审查振荡。特别是，十字架[6]讨论了在冰河期模型张弛振荡器。

然而，据我们所知，该讨论仅限于单振幅或单模。

纵观图 1 中，各 100 kyr 周期包含的急剧增加通向的间期（由红色尖峰表示）。这种松弛行

为清楚地表明多时间尺度的根本问题的存在。也有在冰状态时，结构化的振荡中的重复每 100kyr
周期。大张弛振荡和小振幅振荡的存在表明这些可以是混合模式振荡（MMOs），随后的 1个小

振幅振荡（SAOS） 1L 个大振幅振荡（老挝）图案，则 2L 个大的尖峰， 2s 个小周期，等等。序列
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ss sL L L 是被称为MMOs[8]。我们建议 100 kyr 冰期间冰期循环以及最大的 SAOS 即不进入间

冰期州最大的周期可以解释为 MMOs。通过这表明 SAOS 从内在动力产生，我们建议给他们的

属性在天文迫使变动标准解释的替代方案。我们注意到，不过，既不解释必定会排除其他的，有

可能这两个内在和强迫振动结合起来。

本文测试的科学假说，气候数据的振荡行为可以解释为MMO游戏，和我们采取的数据图 1为个

案研究。德罗什等。调查可以产生在网游系统具有多个时间尺度[8]。从图 1中所示的数据集，

我们知道底层模型具有多个时间尺度结构的机制。如果我们想找到MMO游戏，模型必须至少有

三个状态变量。

假设我们能找到一个全球性的时间尺度分裂，有三种不同的方式有一个 3D模型与多时间尺

度：（一）1快，慢 2; （b）第 2快，慢 1;和（c）1快，1个中间，1慢（即，三个时间尺度模型）。

每个选项都可以创建通过不同的机制 MMO 游戏。 1个快，慢 2 模型变量可通过折叠节点或折



叠鞍节点与全球回报机制，创造MMOs反复发送奇点附近的轨迹。用 1个慢和快 2变量的模型

可以通过一个延迟的Hopf机制创建MMOs也需要在三个时间比例模型由于折叠鞍结型 II.MMOs
都让人联想到MMOs其中所述均衡中的一个是折叠奇点，虽然 SAOS的幅度更为明显在这种情

况下。

图 1. 温度异常从东方冰芯氘记录[9]获得。（对于这个图例颜色的引用解释，读者可以参考这篇

文章的网页版。）

为了验证我们的假设，我们必须取得微妙的平衡。该模型需要复杂的，足以表现出期望的行

为，但如果太复杂，我们将无法证明它确实如此。我们知道，从图 1中的数据是温度显示松弛行

为，很快两个元稳定状态之间振荡。假设冰量强烈的温度相关性，我们以同样的方式查看冰川周

期，即两个亚稳定状态之间振荡。在冰体积的双稳态机制的可能性已几十年来一直讨论的，特别

是通过Weertman [10]，MacAyeal [11]，Oerlemans [12]，卡洛夫和 Ganopolski [13]，十字架[14]，
和安倍-大内等[15]。 大气中的碳也应该在描述冰-间周期内的任何模型中发挥作用，通过索兹曼

和 Maasch [3]以及 PAILLARD 和 Parrenin [4]。我们认为，结合大陆冰盖物理的，概念模型，大

气的建议碳，和海洋碳。由于这种方法从未在基于气候模型中，我们的愿望是，分析是足够清晰

复制。这是我们选择这样一个简单的 3D模型的一个重要原因。事实上，我们省略时间依赖性迫

使诸如米兰科维奇周期，让这些影响到今后的工作。即便如此，最小的模型能够提供洞察网游背

后的关键机制。我们包括海洋碳作为第三个变量，因为该模型能够产生 MMOs。然而，我们无

法找到其他的最小型号的MMOs，例如深海温度。

我们的分析将在很大程度上依赖于模型和想法提出由MacAyeal [11]其中的物理单位以及一

些参数，是模棱两可的.他的方法来解释与突变模型冰川周期的物理意义是类似我们MMO接近，

没有 25 年的数学发展的好处。而不是使用独立地变化的参数作为产生慢动力学，我们夫妇

MacAyeal的模型（简化的）碳动态的手段。主要任务是，以获得“全球”时标冰盖演变和由 1 和

2 表示的碳方程的演变之间的分离。一般情况下，一个时标分离可以通过三维分析来揭示。该

方法应涉及小参数 i 到三维模型的物理参数。在实际应用中，如神经，通常可以得到的  我的“渺

小”一个手柄，因为有被接受的值或范围的许多物理参数。不幸的是，在古气候模型参数不作为

限制。我们依靠物理学家，地质学家和大气科学家的直觉来确定时间尺度的合理分离。

虽然它可能会感到不安没有更具体的说法，对于不确定性的参数值，甚至控制方程允许更多



的自由。考虑到这一点，我们需要比别人在古气候文献，如赵敏和Maasch [1-3]不同的方法。在

绝大多数的气候科学论文中，作者用模拟明智选择的参数模型。我们的方法是不同的，我们假设

一无所知除了他们是物理意义的任何参数。然后，通过分析，我们发现在何种条件下模型的行为

定性的数据等。这个想法是不是确定具体的参数值，而是找各种可能的参数。有两个优点这种方

法。首先，参数范围可以用来约束（或者进一步限制）以前的参数估计，这可能会告诉我们一些

以前对气候系统的未知。它可以用来通知参数选择为大型模拟。其次，参数范围是有用的，以消

除选项。也就是说，如果产生了正确的定性行为的唯一参数范围是完全不合理的，该模型需要改

变。

本文的要点如下：在第 2节，我们建立了模型，并提供来自古气候文献的相关背景。然后，

我们的无量纲化模型和一些参数的讨论假设。特别是，我们确定我们的无量纲模型为多时间尺度

的问题。我们分析这种模式在第 3节，着重于发现网游的条件。最后，我们在第 4节的讨论。

2. 模型

2.1 物理模型

我们先从形式
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表 1参数，变量和它们的单位的总结。

eX 是从一些平均值偏移大陆冰体积（ 3km ）。 A是 PGC在大气中，H 是 PGC在海洋的混合

层。常大气中的碳作为碳浓度在大气中以百万分之几的讨论。但是在讨论陆气通量时，我们将做

的，是有意义的讨论质量方面的碳，PGC的，因此选择[16]式。（1）处于MacAyeal的突变模型[11]
所用的方程的变体。参数  是决定冰片如何迅速放松到平衡时标参数。在 MacAyeal的制剂， 实

际上是依赖于 eX 和吨的变量，但是它被认为是小的和积极的。我们已经放弃了依赖，使  真正

的参数。大气中的碳和太阳辐射的影响由术语 0 0( )A B A 包封。参数 1B 和 2B 不给出[11]明确的，

定量解释。当 2B 为正时，冰盖动力学可以是在双稳态机制由于立方性质等式（1）。这双稳起着

展示了网游的能力具有重要作用。我们的双稳态的讨论从MacAyeal的略有不同。对于我们的目

的，在双稳态冰量需要时间尺度的分离-对应于冰盖动力学的相对释放速率和碳集合 - 即 WIL
LBE在一个无量纲的模型的显式（见表 1）。



等式（2）可以被分解为两个术语：陆地-大气通量
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请注意，海洋大气通量在等式（3）。也就是说，不管碳从除气（或通过吸收）海洋必须转移到（或

来自）大气中。海洋大气通量是一个非常复杂的过程。首先，海洋具有各种尺寸的许多碳库（例

如，混合层和深海[16]）。在海洋环流的变化改变被泵入混合层对什么是存储在深海的碳量。在

PAILLARD 和 Parrenin 的工作，在驱动冰间周期碳动态密钥非线性发生在海洋大气成分[4]。另

外，碳的海气交换是温度依赖性的，因为 2CO 的溶解度依赖于温度[17]。确认这是一个粗略的简

化，我们假设大气和海洋之间的碳交换如下一个简单的线性方程如在[18]中描述。近似缓慢非线

性机理与线性项已被证明在具有多个时间尺度系统照亮。从神经科学的一个特定例子是霍奇金赫

胥黎方程[19,20]的耦合 FitzHugh-N 近似。考虑到神经科学的理论 MMO 的历史发展中的作用，

这种近似看起来很自然。

地面，或土地气氛，通量取决于岩石圈和生物圈（除其他事项外）[21]。亚当斯和福雷[22];十字

架，贝茨 [23]，费斯切尔[24]，和莱顿福特 [21]所有在最后冰最大讨论减少陆地碳库。我们的模

型适应由莱顿福特 [21]所使用的制剂，假设存在一个临界冰盖体积 *
eX （对应于临界温度），其

中碳是缩编最有效的。尽管共识，即有在最后冰最大减小的陆地碳池，这样的定量仍有争议[24]。
量化辩论是我们之所以犹豫不决分配特定值的参数之一。究其原因，地面 PGC没有控制方程是

系统的总碳含量应保守。虽然可以在其中细分[16]，我们正在考虑三个碳店：大气，陆地，海洋

和。由于是一个保守的数量，只需要两个控制方程。

2.2 数学（无量纲）模型

在努力简化计算，我们设定

eX X 

所以 X 生长随着温度的升高，从而允许用于与图更容易的比较。注意类似地，我们引入

* *
eX X 

在变量 , ,X A H ，所述系统（1）-（3）成为
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其次，基于图作出的观察结果 1，模型（4 - 6）应该演变在多个时间尺度。时间尺度的这种分离

可以仅在一个无量纲的模型来识别。

因此，我们定义的无量纲量
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其中，
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然后方程（4-6）变得
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新的无量纲参数与方程的物理参数。 公式（4-6）：

图 2 模型中生成的 MMOs。 （a）中稳定 MMO轨道与参数 0.01  （b）稳定 MMO 轨道与参

数 0.1. 

任何时间尺度分离是通过 1 .  和 2 .r  来确定。正如前面提到的，在古气候问题的参数值是

一些争论的主题。在根据基于图 1我们的观察，我们假设在时间尺度除碳更快该温度演变，意味

着 0 1  .如果 (1)r O ，我们有 1速和 2慢变量，并且如果 1r  ，我们在这三个时间尺度的

情况下。取决于哪个参数保持键不具有 0 1  ，其他参数可以是小的为好。同样，我们的做

法是尽量少承担有关的参数，所以我们会记住这一点，因为我们进行分析。

备注 1.该模型的无量纲形式是科佩尔模式，即已知的是表现出网游[25,26]的电化学模型的变体。

在化学和神经科学许多其他模型也证明网游（例如，霍奇金改性-赫胥黎方程[27]）。实际上，在

其他地区的许多机制，如在化学反应或在神经模型门控离子通道的质量平衡行为类似于某些气候

机制，如质量守恒或穿过海洋大气表面二氧化碳的交换。

几何原理，用于分析与多个时间尺度动力系统 被称为 Fenichel理论或几何奇异扰动理论（GSPT）
[28,29] 用于研究奇异扰动的问题，例如系统（7）提供了有力的工具（9）。GSPT和吹胀技术[30-32]
提供关于全局行为严格的结果，如驰豫振荡[33]。图 2示出另一种类型的复杂行为振荡器称为混

合模式振荡（MMOs）。神经生理学实验已知产生类似的模式[34-38]。最近，这些复杂的振荡一

直使用的鸭翼理论[39]通过利用基本模型[40-44,32,45,46]的多时间尺度性质说明连同适当的全球

回报机制。这是现在一个被广泛接受的解释网游;参见，例如，[47,48]。

3. 分析系统

在本节中，我们将分析系统（7） - （9）。我们假定系统是单独与奇异扰动参数  .我们假设

( )nr O  的扰动 0, 1n n  （尽管分数幂可能是可接受的以及）。因此，我们使用的是 2慢/快 1

的方法，其允许的情况下，其中 ( )r O  。其中 r是小在适当的时候我们将在此案发表评论。

下面的数量都将在我们的计算中经常出现，所以我们定义
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3.1层的问题

为了开始分析，我们重新调整时间变量 s由 1  获得系统
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1   是快速时间尺度（而 s是缓慢的时间尺度）。只要 0  ，则新的系统（10-12）等效于（7-9）
在这个意义上轨迹的路径是不变-它们仅仅以不同的速度跟踪。然而，在单数的限制（即，作为

0  ）的系统是不同的。

当 0  时，系统（10-12）成为
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
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这就是所谓的层的问题。请注意，在 y 和 z方向的动力是微不足道的。临界流形，

0 { ( , ) 0 { ( )},M F x y y h x   

0M 是“ S ”形具有两个吸引分支米 { 1},AM x   和分支排斥 { 1 1}.RM x   

图 3奇异周期轨道的实例 （a）单数的轨道的投影到临界流形与该折叠线的投影。该漏斗是强鸭

式
s

 （表示为 SC）下方的阴影区域。虚线表示沿着漏斗办法 FN 内其轨迹弱特征值方向。

折曲线为 { 1}.L x    在折叠 L ，临界流形是基本 GSPT 理论通常双曲临界流形发生故障。正

如通常的情况一样，在科学和数学上有趣的行为出现在标准理论不适用。在我们的例子中，折叠

以便更复杂的动力学，如放宽振荡或MMOs。

3.2降维系统的层问题

它描述了快速动力学离开关键歧管，通过考虑等式的 0  的限制而获得（10-12）。（9）如 0 
临界流形，或慢动力学的动力学，是通过查看系统（7）获得。在单数的限制，系统变得
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' ( )

y h x
y f x my y z
z r y z




 
    
  



3.3 鸭式导致的MMOs
折叠节点（以及折叠鞍节点）可以产生的MMO 与合适的全局复位机构[42]。的节点（在 2D系

统）具有相同的符号，弱特征值 w 和强大的特征值 s 的两个实本征值，使得 w s| |<| |  。每个特

征值对应于接近折叠节点切线对应的特征向量的轨迹。这些特殊轨迹的几何形状在返回了关键作

用机制.本文表示（对应于 s ）由 s 强稳定的轨迹，同样定义弱稳定的弹道 w .
由于 s 是慢动力学的轨迹，溶液防止交叉它其他慢轨迹的唯一性。因此， s 分区米分成轨迹的

两个区域。具体地， s 中隔离在达到从那些达到节点之前越过折轨迹折叠在所述节点处。除了 s ，

接近一个稳定的点的轨迹沿弱稳定的弹道叠起来。所以，我们看到，在含有 w . 上的区域轨迹将

达到节点处的褶皱。关于 s 的相对侧的轨迹将折叠首先到达。强稳定轨迹 s 和折叠 L之间的区

域图 3（a）和 5由图中的阴影区域来表示），它包含弱稳定轨迹 w . 特被称为奇异液漏斗中，我

们经常指 s 作为漏斗的边界。由于 s 也被称为强鸭翼，它被标记在图“SC”。图 3（a）和 5在
该区域中的所有轨迹将达到在折叠节点折叠，而在 s 的另一侧上的所有轨迹跨越折叠而没有到

达节点[39]。

我们通过构建一个单一的周期轨道，由层问题，并在其中的每台稳定分支 AM  的段异轨道建立

一个全球性的回报机制。该层问题的异轨道采取轨迹从折叠 L到相对稳定的分支其投影 ( )P L 。

奇异周期轨道的一个例子示于图 3。假设有对 L折叠节点（不失一般性），我们可以通过以下

从节点到稳定分支 AM  快速纤维构造。从那里，轨迹遵循如由（17）中描述的，直到它到达所

述折叠 +L 上 AM  缓慢流动。如果在一个跳跃点到达 +L ，我们遵循的快肌纤维背到 -M 一个。我们

希望在M 上的着陆点一个是在漏斗，因为从折叠节点的任何单一轨道是返回到漏斗必然是奇异

周期轨道。

定理 1 假设以下假设在一个快速/慢速系统有，

（A1） 0 1  是具有 1/2 1 

（A2）临界流形是“S”形的，即， 0=M A R AM L M L M       ，

（A3）有上（稳定）折叠节点 N（不失一般性） L ，

（A4）有一个奇异周期轨道使得 MA
 在于单数漏斗至 N 的内部和（A5） 跨越 L横向。

则存在MMO的一个稳定的周期轨道类型 s1 ，这里，

(1 )s [ ]
2






在[49]中, Krupa 和Wechselberger显示，折叠的节点理论仍然适用于其中 1/2= ( )O  参数制度，如

果全局复位机构仍然是完整的（即， MA
 在于内部奇异漏斗）。注意，在这个参数的政权，在

MMO签名可能更复杂。图 11示出了几个由（7）中生成的更有趣的MMO 图案（9）当 1/2= ( )O  。

本节的剩余部分将集中在寻找对方程的参数条件。（7）-（9），以使系统满足（A1 - A5）。由于

μ以单数形式的限制计算，我们可以随时选择  足够小，以满足条件（A1）。还有，我们已经讨

论的临界流形的“S”形状，表明条件（A2）被满足。下一个任务将是发现的条件，使方程（7-9）
具有一个折叠的节点奇点。



3.4 折叠节点条件

图 1所述的数据显示发生了在低温下的小振幅振荡，所以我们寻求哪些参数（16）具有沿着所述

下折升的稳定折叠的节点。

图 4为  的不同值的时间序列，当 a 0.8, 3, 2.1, 4, 1, 1, 1.p b k r m        。

图 5 一种下界漏斗的边缘。折线 L又是红色。 ( )P L ，绿色画，是一组中的快速轨道上留下 AM  。

黑色实线 *Z 是强特征方向，而虚线是弱特征方向沿着该漏斗方法 FN 里面轨迹。 （对于这个图

例颜色的引用解释，读者可以参考这篇文章的网页版。）

3.5 漏斗

假设节点条件（a）的估计，从引理 2都满足（d）中，折叠的奇点会产生强烈的稳定本征值（特

征向量）和弱稳定本征值（特征向量）。让 s,w 是特征值，其中 s和w 分别表示强弱，然后

s 0w  

还设（ s,x w， s,z w）表示相应的特征向量。一个简单的计算示出了特征向量的斜率

6m 0i
i

i i

z r
x





  

3.6奇周期轨道

我们现在寻求的条件，使一个单一的轨道叶折叠节点，沿 ( )P L 在 AM  的土地，遵循降低的问题



对 L的轨迹，穿越 L横向，并返回到 AM  下面 Z上 ( )P L *。在 L和 AM  奇异性将发挥在确定保

证了奇周期轨道存在的条件主要作用.

图 6中的单数极限位置零值线的当 a 0.8, 3, 2.1, 4, 1, 1, 1.p b k r m        时，蓝色曲线表示

在 x零值线，黑色曲线表示与 z 零值线。蓝点是从节点奇异轨道的着陆点。上M A
 的零值线之间

的区域R 是局部正不变。 （对于这个图例颜色的引用解释，读者可以参考这篇文章的网页版。）

图 7MMO轨道为 =0.001 ， a 0.91, 1.05, 0.31, 2.2, 0.3, 0.6, 1.p b k r m        利用这些参数

=1.



图 8从定理 6满足条件（a）-（i）为 =1.3 的 apm-空间参数。

图 9 从定理 6满足条件（a）-（d）为 =1 的 apm-空间参数

3.7主要结果

定理 6 假设系统（7-9）满足条件（a）-（i）中。然后，对于ε足够小，该系统将具有MMO 型

的稳定的周期轨道 s1 对于一些 s 0.

3.8延伸的参数区域

虽然条件（a-i）是足够的，它们不是用于该模型表现出MMOs所有的必要条件。事实上，他们

是相当严格的。这是线性近似漏斗分析获得条件的直接后果。图 9描绘了相空间仅满足不涉及到

漏斗的线性近似的定理 6 的条件的部分。但是，不是从图 9中描绘的区域。所有的参数会产生



MMO轨道。

根据定理 6，描述的参数制度以外（一些 MMO 型的），诸如一个图 4 中的稳定的周期轨道，可

以更复杂，因为第 r 转机构的突出的单数周期轨道更靠近的结果边界漏斗的（即，更靠近强鸭 rs）。
在这一制度的行为也被 Brøns等人在[42]。对于生成图 4 中的轨道的参数， 0.1010 s 5  ， 。

然而，对于轨道MMO签名是 21 。这是因为返回机构发来的奇异极限漏斗的边界附近的轨迹。

图 10为MMOs, =0.1,a 0.8, 3, 2.1, 4, 1, 1, 1.p b k r m       

图 11 在三个时间尺度的情况下MMOs模式的例子。



4. 讨论

我们已经找到足够的条件，使得系统（7-9）具有与MMOs的 1个稳定的周期轨道。据我们所知，

这是已经被分析证明网游第一个基于气候模式。无量纲模型是具有添加的非线性的模型科佩尔的

变体。与标准科佩尔模型，该模型具有一个“S”形临界歧管和一个带折叠节点和全球返回机构

的参数制度。虽然在模型中的附加非线性并不因素考虑获得折叠节点，非线性效应在确定漏斗的

形状，发挥显著的作用，因此返回机制.从数学的立场来看，它是显著的额外的非线性呢不破坏

模型的功能，产生MMO 模式。

我们都能够找到定理 6解析，这是 MMO的问题一个罕见的条件。虽然是好的，有分析证明，

这种方法排除了参数空间中显著区域，其中MMOs可以找到。数值逼近强鸭翼，用于演示网游

的标准做法，帮助提供产生的 MMO参数政权的更完整的画面。该方法依赖于在同一时间改变一

个参数，因此很难真正绘制完成区域。

图中的时间序列。在 1和 10（c）是，它们都含有大量的振荡后面是一系列小的幅度振荡的

性质上相似。注意， 0  。在图 1中 10是不是真正的小。在图 2和 4中，我们绘制具有较小 
类似轨迹（保持固定其他参数）。图 3示出了用于所有这些例子中的单数轨道。我们专注于图中

的MMOs，因为它类似图 1的自  较大时，我们能看到小振幅振荡清楚。

该模型可以给我们介绍一下气候系统的一些见解。

模型中所要求的物理含义，即 1 1   是 2CO 的牵伸由于地面的机制是最有效的温度（或

冰体积）稳定冰和间状态之间的某个地方。通过对 要求我们了解他们之间的关系。这涉及从大

气除去 2CO 的量当行星是最有效的，在这样做的（b）中，陆地大气碳通量的时间尺度到海洋大

气交换（m）的比例，并且最小/大气中的碳（ k）的最大值。最后， r告诉我们一些有关碳在

大气中的碳在从吸收到除气海洋到交换机所需要的海洋的比例。如果 r为大，我们将不再有一个

折叠节点。可能的情况是， 1r  ，这使我们接近折叠鞍节点限制，并允许更复杂的行为。随 1r 
一些模拟示于图 11。
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