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摘要 许多生理系统的一个重要特点是，它们进化上多尺度。从数学的角度来看，
这些系统建模为奇异摄动问题。那是制造复杂的模式和节奏上的不同时间和空间
尺度动力学的相互作用。许多重要的生理功能都与时间相关的变化在迫使导致所
考虑的细胞的非自治行为。在兴奋的模型中观察到瞬态动力学是一个最好的例
子。在鸭式布局理论的最新发展的了解这些瞬态动力学提供了一个新的方向。关
键的观察结果是，谣言仍然很好地非自治倍数尺度动力系统定义的，而在一个自
治系统的平衡做的，一般来说，在没有相应的驱动，非自治制度坚持。因此，前
翼有显著塑造非自治多尺度系统解决方案的性质的潜力。在神经元兴奋性的上下
文中，我们确定折叠鞍型的鸭翼作为烧成阈流形.这是卓越的动态信息，例如一
个外部驱动器的时间演变在一个不变歧管鸭翼的位置进行编码。
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3.1 动机

生理节律与图案中央的生活。突出的例子是中心，神经元的活动模式，并调节生长和代谢的激素

的释放。虽然许多细胞在体内显示内在的，自发节律，许多生理功能从这些细胞的相互作用导出，

与彼此以及与外部的输入，以产生这些基本的节奏。因此，分析的固有复杂非线性过程的两个起

源和刺激的这些生理节律的影响是重要的。细胞信号是反馈的复杂的相互作用的结果回路对照和

修改通过离子流和电流，蛋白质和受体系统的细胞行为。具体反馈回路不同从一个小区到另一个，

从生理角度，信令似乎是极其细胞特异性。相应的数学细胞模型，然而，有一个令人惊讶的相似

的结构。这表明统一细胞信号和它的失败数学机制。大多数生理系统的一个重要特点是，它们进

化上多尺度。例如，心脏的跳动的节奏由后跟一个短间隔快速变化，这是节拍本身[34]的准稳态

的长间隔的。相同的特征，观察到神经元的[34,55]的活动模式和用于在细胞中钙信号[34]。那是

制造复杂的节奏和图案上不同的时间或空间尺度的动态的相互作用。生理系统的多尺度问题通常

是由奇异摄动系统[28,34,55]建模。多尺度几何理论动力系统-Fenichel理论[17，32，33，49]都具

有一个用于研究奇异扰动的问题提供了有力的工具。与创新吹胀技术[15,39,57]的同时，几何奇

异扰动理论提供对全球动力学严格的结果，例如在多个时间尺度问题[58]周期性和准周期性驰豫

振荡。当与上侬状图，该方法具有以解释作为周期性地迫 Van der Pol张弛振荡器[24]观察到张弛

振荡器混沌动力学潜在结果相结合。

动力系统理论中这种发展提供了有关如何复杂的节奏和模式，可以检测和控制解决问题的一

个很好的框架。该等效刺激可在不同的神经元激发性质上不同的尖峰图案的事实表明，本征特性

编码从一个神经元显著的不同而不同。霍奇金认识到这一点，并确定通过编码特性[29]区分三种

基本类型的神经元。通过 Rinzel和 Ermentrout [31,51,52]首创，分岔理论解释的重复（补品）焙

烧足够稳定的输入模式（例如当前步骤协议）的积分器（I型）和谐振器（类型 II）的多个时间

尺度的神经元模型。与此相反，微分器的动态行为（类型 III）的神经元不能由标准（自主）动

态系统理论来解释。该第三类型的可激发的神经元的编码输入的动态改变，因此它们非常适合于

像锁相和重合检测[42，53]的时间处理。听性脑干神经元参与了精确的定时的计算这样的神经元

的一个重要例子。信号的非自治（动态）性质是至关重要的，以确定一个类型 III神经元的响应。

本章的一个主要目的是，当我们比较平滑的动态电流协议，无论是兴奋或抑制施加步骤当前协议



以突出显示在所有神经元类型（I-III）的行为的深刻的差异。在动力系统，在其迫使或参数表现

出时间依赖性，人们仍然希望的相空间流至一些低维对象的收敛性;但该目的，称为拉回吸引

[36,37，50]，是现在本身依赖于时间的。识别相空间动态对象为分离有效，其作用是一个重大的

数学挑战。这样分离可以仅在一定的（有限的）时间尺度影响所观察到的动力学。

最近，鸭机制，经鉴定，导致瞬态动力学的多时间尺度系统[26,41,44,64]。鸭翼是在对应于

不同动态行为的区域的界限发生奇异摄动系统特殊解决方案。对前翼理论及其对多尺度的瞬态动

力学动力系统的影响是本章的重点。是什么让谣言如此特别（驱动）非自治的多尺度动态系统？

关键的观察结果是鸭式点（也被称为折叠的奇点）的仍远在非自治多个尺度动力系统所定义，而

一个自治系统的平衡会，一般来说，未在相应的驱动，非自主的系统存在。因此，前翼有显著塑

造非自治多尺度系统解决方案的性质的潜力。我们强调的观点在 Sect.3.3.2.1这重要的一点。

另一类在神经科学观察到复杂的振荡行为是混合模式振荡（MMOs）。这些振荡对应于已在

实验中[1,12,25,35,47]被经常观察到小振幅振荡和驰豫振荡图案之间的切换。最近，基于底层模

型的多时间尺度结构来解释这些复杂的动力学[2,3,6,22,43,57,61,63]采用鸭式理论与适当的全球

回报机制相结合。这是现在一个被广泛接受的解释网游;参见，例如，[5,8，14，16，27，38，54，
56，60]和当前审核[10]。

如下章节的轮廓：在 Sect.3.2我们回顾与特别强调鸭理论任意尺寸的几何奇异摄动理论。在

Sect.3.3我们回顾兴奋的系统。我们专注于那些无论是分段恒定或平滑变化的外部驱动器。前者

模型瞬时（快）改变而后来的模型平滑（慢）的变化。然后，我们勾勒出奇异摄动系统和非自治

（多尺度）系统的理论之间的关系。特别是，我们显示鸭理论如何可用于解释平滑动态通过识别

折叠鞍型作为激发的神经元的激发阈值歧管的鸭迫使协议兴奋性。几何理论应用于神经元和生物

物理模型。最后，我们的结论在 Sect.3.4。备注 3.1。第 3.2节提供的几何奇异扰动理论的全面审

查和假设如在[23]发现动态系统理论固体背景。虽然几何奇异摄动理论的基本观点是众所周知的

数学生物学/神经科学界，在本节介绍的理论似乎在某些点过技术和/尔特.我们表明，这些读者跳

过（部分一节），并通过 Sect.3.3上兴奋看完探索必要的理论依据。尽管如此，我们希望很多读

者会明白的介绍材料的严密性和普遍性。

3.2 几何奇异摄动理论

我们的重点是微分方程的一个系统，具有形式的明确时间尺度上拆分
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其中 ( , )w v 是状态空间变量且.变量 1 2( , ,..., )mv v v v 被表示快速，变量 1 2( , ,..., )kw w w w 被表示为

慢， /d dt表示时间导数图 1是编码慢速和快速变量之间的时间尺度分离一个小的正参数。系统

（3.1） t  变换以
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其中点表示时间导数 /d dt分别（3.2）系统（3.1）是拓扑等价和解决方案通常由慢速和快速段反

射一个时间刻度或其它的主导地位的混合物。我们分别（3.2）是指（3.1）作为单独一个扰动系

统。作为 0  ，（3.1）收敛的过程中快速段的轨迹到m维层的解决方案（或快速）问题
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而在缓慢段的（3.2）的轨迹收敛于解
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这就是所谓的减少（或慢）的问题 k维微分代数问题。几何奇异扰动理论[17，32]使用这些低维



子系统（3.3）和（3.4），以预测的完整. ( )k m 的动态/维系统（3.1）或（3.2）为 0  。

3.2.1 层问题

首先，我们着眼于层问题（3.3）。需要注意的是慢变量 w分别在这限制了系统参数。

定义 3.1 该集 : {( , ) | ( , ,0) 0}S w v f w v 

是一组（3.3）平衡的。一般来说，这种集合 S 定义一个 k维流形，即雅可比 ( , )D w v 求值沿着 S

具有满秩的，我们把它称为临界歧管。

备注 3.2 集合 S 可能是有限多 k维流形的结合。对于关键的歧管也保持了这样一组的所有定义。

由于我们假定 f 是平滑，这意味着在关键歧管是微分流形。奇异摄动系统的基本分类是通过所

述层问题（3.3）的临界歧管 S 的特性给出。

定义 3.2 一个子集 hS S 被称为正常双曲如果所有 ( , ) hw v S 分别的层的问题，即是双曲平衡，

雅可比相对于所述快速变量V ，表示为 vD f ，具有实部为零没有特征值。

- 我们称之为常双曲集 aS S 即吸引如果 vD f 的所有层问题描述对这一组的流动。

- rS S 被称为排斥如果 vD f 的所有特征值都为.
- 若 sS S 是正常双曲既不吸引也不排斥，我们说这是马鞍形。

对于常双曲歧管中文 hS S ，我们有沿中文 vD f 的特征值的均匀分裂成两个组，即，对于每个

hp S 小时雅可比 vD f 具有亩特征值与具有负实部，其中 um 毫秒米正实部和 u sm m m  特征

值。这使我们能够确定关键歧管中文的局部稳定和不稳定流形

定义 3.3 由 locW 表示的临界歧管中文的局部稳定的和不稳定的歧管 hS ，分别是 ( )loc hW S

( ) ( ), ( ) ( ),s s u u
loc h loc loc h locW S W p W S W p   

歧管 ( ), ( )s u
loc locW p W p /快速形成纤维的家庭（称为快速纤维化或叶理）用 ( ), ( )s u

loc h loc hW S W S 。

( )s
loc hW S /为 sk m 和; ( )u

loc hW S 是 .uk m

奇异扰动问题通常双曲歧管的几何理论被称为 Fenichel 理论[17，32]。这个理论可以保证正常双

曲歧管，临近 hS S 的持续性 ( )u
loc hW S 相应的局部稳定和不稳定流形密切 ( )s

loc hW S 如下：

定理 3.1（Fenichel的定理 1，比照[17,32]）。给定的系统（3.1）以 ,f g C 。假设 0  是一个

紧凑通常双曲歧管，可能具有边界。然后 0  足够小的下式成立：

（ⅰ）对于任何 r  时，存在一个 rC 平滑歧管时，流程（3.1），即 ( )rC O  /临近 hS 轰下局部不

变的。

（ⅱ）对于任何 r  ，存在 rC 平滑稳定和不稳定的歧管。

, ,( ) ( ), ( ) ( ),s s u u
loc h loc loc h locW S W p W S W p      

流（3.1）下局部不变，分别被 ( )rC O  接近至 , ,( ), ( ).s u
loc h loc hW S W S 

备注 3.3 ,hS  在一般情况下，不是唯一的，但是 ,hS  ，在于呈指数接近“彼此，即，所有的 r -

射流被唯一地确定。

备注 3.4 我们假设一个紧凑的，简单的连接， k维光滑流形与边界意味着它的边界是. 1k  维平

滑流形紧凑歧管具有结合称为过度流动不变的，如果歧管内的矢量场正切于歧管和沿边界它指向

到处向外。 Fenichel 定理的证明是基于这个定义。



3.2.1.1 折叠临界流形

普通双曲在 S 上的点失败，其中 vD f 已经（至少）一个特征值与实部为零，即分叉在层问题的

参数集W的变化下发生。一般地，这样的点是奇点理论[59]。
定义 3.4 （3.2）的（局部地）折叠的奇异摄动系统的临界歧管 S（3.5），如果存在一个集合 F，

其形成一个. 1k  在 k维临界歧管歧管 S 按定义

2

: {( , ) | ( , ,0) 0, ( )( , ,0) 1,

[( )( , ,0)( , , )] 0, [( )( , ,0)] 0}
v

vv w

F w v f w v rk D f w v m

l D f w v r r l D f w v

   

 

与相应的左，右空矢量 l和 r雅可比 vD f 的河集合 F表示临界歧管的折点。

阿倍对应于层的问题，其是一个动力系统的一般余维酮分岔的一个鞍节点分支。

3.2.2 降维问题

（3.4）是一个差分代数问题，并介绍了慢变量瓦特限制到临界歧管 S .结果的演化， S 限定了两

个子系统之间的接口（3.3）和（3.4）。
定义 3.5 鉴于减少的问题（3.4）。对临界歧管 S （3.5）的矢量场是

1C 映射 : kg S R ，其中 ( , )( , ) , ( , ) .w vg w v T S w v S 

换句话说，减小的矢量场（3.4）必须是在切丛临界歧管 S 的TS 的总（时间）衍生物 ( , ,0) 0f w v 

胜义论坛切线向量;被约束到切丛TS 。这导致降低的问题（3.4）以下表示：

v

( , ,0)
- ( )( , ,0)w

w g w v
D fv D fg w v







其中 ( , )w v S .设 adj vD f .分别表示的伴随矩阵 vD f 是 vD f 的辅因子矩阵的转置，adj. ( )vD f /
det( )v vD f D f I

备注 3.5 在这种情况下米 1, detv v v
fm D f D f f
v


   


是一个标量和 ( ) : 1vadj D f  .注意的方阵

的伴随两个被很好地定义正规和奇异矩阵。这是相对于其仅在常规情况下所定义的正方形矩阵的

逆矩阵的定义。

我们应用 adj. ( )vD f 到第二等式的两边在（3.9），以获得

v

( , ,0)
-det( ) ( ) ( , ,0)w w

w g w v
D f v adj D f D fg w v







其中 ( , )w v S 系统（3.10）提供了在任何（本地）原始降低问题（3.4）的表示的坐标上，歧管 S

控制图.

备注 3.6 坐标上的 n维光滑流形 S 控制图是一对 ( : )U  ，其中U 是 S 和的开子集是从 :U U  

微分同胚到打开集 ( ) kU U R  。一个众所周知的（通常使用）的例子是一个平滑函数的曲线

通过{( , ) : , ( )}n kx y R R x U y F x    。

假设临界歧管 S 是通常双曲线，即 vD f 具有满秩的所有. ( , )w v S 的隐函数定理意味着 S 被给定

为一个曲线图 ( )v h w 。换句话说， S 可以由慢可变基 kw R 给出 K单个图表中表示。在 hS 将

降低问题（3.10），然后该坐标图中由下式给出

( , ( ),0)w g w h w
Fenichel理论[17,32]保证在 hS 的缓慢流动的持久性;接近的以下列方式中文所述减少的流量：

定理 3.2（Fenichel 定理 2，比照[17,32]）。给定的系统（3.1） ,f g C 。假设 hS S 是一个紧



凑通常双曲歧管，可能具有边界。然后 0  足够小，定理 3.1（i）中，保持并如下：

（ⅲ）在 ,hS  将缓慢流动;?收敛于在 hS 小时减少的流量为 0  。

hS 是曲线图 ( )v h w 它遵循中文也是图 ,hS  ;对于足够小 1  。因此在 ,hS  缓慢流动满足

( , ( , ), )w g w h w  
而我们面对的是在 hS 的正则摄动问题;这是一个了不起的结果。因此，我们有

推论 3.1 减小的问题（3.11）的双曲线平衡持续为足够小的全部问题（3.2）的双曲线均衡 1  。

对于， 0. 

定理 3.3（Fenichel 定理 3，参见[17]）。给定的系统（3.1） ,f g C 。假设 hS S 是一个紧凑

通常双曲歧管，可能具有边界。然后 0.  足够小，定理 3.1（ⅱ）保持并如下：

（ⅳ）{ ( )}s
locW p 是（正）不变，即 ( ) ( )s s

loc locW p t W p t 

（v） ,{ ( ) | }u
loc hW p p S   是（负）不变，即 ( ) ( )u u

loc locW p t W p t 

这个定理意味着，在稳定流形{ ( )}s
locW p 的轨迹的指数衰减;朝向其对应的碱点 ,hp S  从未受扰

动的情况下继承。同样是在落后的时候真正在不稳定流形的轨迹 ,( )u
hW S  总结于下：

定理 3.4（Fenichel定理 4，比照[17,32]）。上界重新 0s  ，Re 0, 1,...,i s si m    ，对于临界

歧管中文的稳定特征值。存在一个常数 hS ，使得 0s  如果然后

||q || exp( )s st p t k t   

如果我们假设 h aS S 是那么吸引通常双曲歧管 Fenichel理论意味着系统（3.2）的动态完全描述

（一些短时间之后）通过动力学上的 k维慢歧管 aS 其领头阶可以通过 S 上的简化的流被完全确

定。这一结果证明某些模型减少技术通常在生化反应的数学生物学文献中找到。

3.2.2.1 折叠临界流形上的精简问题

类似于正常双曲线情况下，临界歧管 S 的（本地）图表示用于分析在折叠临界歧管的情况下，k

维降低问题（3.10）。从折叠临界歧管的定义（3.8）如下为存在（至少）一个慢变量 , {1,..., }jw j k

的，不失一般性，让 1w 是这种缓慢变化的。一个随后能够由 vD f ，以取代一列（我们假设，不

失一般性，该列是 vD f 中，使得沿 S（包括 F）米。在方案 vD f 分别，隐函数定理然后意味着 S
是（局部地）一个图形。在方案 vD f ，结合小号引线的这个图表示于缩小的投影。

3.3 结论

神经生理学和动力系统之间的协同增长。

数学方法的抽象和概括可能导致的鉴定和深刻的理解，有节奏的常见的数学结构，兴奋的级细胞

在今时今日研究了相当数量的挑战动力系统领域。我们面临着要来试图理解动力，刺激，耦合，

以及在网络模型同步模式根本性的挑战。神经元网络的创建时空格局，自发或驱动，其中神经调

节重塑的方式或完全改变这些模式的能力是理解神经动力学杰出的兴趣。

从动力系统理论，神经动力学的概念和技术的应用不断成熟，尤其是固定的节奏和稳态吸引。同

时，有越来越多的认识到，瞬态动力学发挥重要的生理作用。神经元[18,29,52]和网络的兴奋是



瞬态动力学的主要例子，特别是作为响应短暂的还是非固定的时变输入。在鸭翼理论[26,63,64]
最近的发展对于理解建模为多个非自治时间尺度系统中，这些瞬态动力学提供了一个新的方向。

它由一个增加的相空间尺寸组成，众所周知，非自治系统可以看作是扩展的自治系统。关键的观

察结果是折叠的奇点仍然良好限定的，而非受迫性系统的平衡不会在扩展的系统存在。因此，前

翼有显著塑造方案的性质非自治多时间尺度系统的潜力。我们想强调的观点这重要的一点。

归纳起来的意思是，折叠的奇点和相关的鸭嘴在多个尺度问题中产生局部瞬态“吸引”状态。

This是由于这样的事实，在折叠的奇点会达到和通过在有限时间缓慢这些折叠奇点的吸引域的轨

迹;折叠奇点不是平衡状态。在神经元兴奋性的上下文中并且如图[64]，我们确定折叠鞍型的鸭翼

作为烧成阈歧管。我们已经证明在 I型的不同行为制度比较秒杀神经元模型的动态这种结构的作

用，II和 III型兴奋性.对于 II和 III我们已经发现和表征刺激的特点是导致尖峰产生瞬态刺激，

最引人注目的是刺激必须上升速度不够快的激励。

动态迫使有能力创造折叠奇点形成这些有效或改变全球回报机制的潜力。因此，动态迫使其当地

吸引美国可以通过全球机制达成确定的具体性质。这种观点具有诸如听觉脑干神经元[42]，造型

异丙酚[41，44]和细胞钙动力学[26]在可兴奋生理系统的分析产生深远的影响。从数学的角度来

看，该时间是锻造（更多）理论[36,37]和几何奇异扰动理论[17,32]“成熟”。
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