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摘要：过去 15年来，人们一直在深入讨论利用非线性动力学来理解认知活实验和模型研究

表明，这些功能大多是大尺度脑网络在噪声环境下短暂活动的结果。动的观点。其中一个流

行的观点是亚稳态在认知功能的执行中起着关键的作用。当时用动力学理论去描述瞬间认知

过程时，主要面对的问题是瞬时行为的再现性与灵活性之间的根本矛盾。本文提出了一种基

于功能依赖亚稳态认知状态相互作用的瞬态认知动力学理论描述。这种短暂活动的数学图像

是一个稳定的异宿通道，即异宿骨架附近的一组轨迹，由连接周围环境的鞍点和不稳定的分

隔物组成。我们提出了一个基本的数学模型，一个强耗散动力系统，并给出了满足稳定性和

灵活性竞争要求的认知瞬变鲁棒性和再现性的条件。在此基础上，我们描述了一个有效的解

决序列决策问题的方法，它表示为一个固定时间的博弈：一个参与者在不断变化的噪声环境

中采取序列行动，以使累积报酬最大化。在计算机仿真中，噪声对增益的优化起着重要的作

用。
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一、引言

研究大脑活动的动力学方法有着悠久的历史，目前是人们非常感兴趣的方法之一[1-7]。
认知功能是通过合作活动方式的产生和转换来体现的。不同的大脑区域根据特定的认知功能

以不同的方式参与这些过程，并且可以在不同的认知模式中占主导地位。然而，不同认知过

程背后的机制可能依赖于相同的动力学原理，例如，见[8]。

认知功能的执行是基于时间的基本不对称性，通常被比喻为时间之箭（arrow of time）。
这与因果对的时间顺序密不可分。因果关系和时间方向之间的对应关系要求认知系统交互的
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组织具有特定的特征，在微观层次上要求特定的网络互连。这个组织的一个关键要求是存在

非对称的相互作用，因为即使在大脑静息状态下，认知模式的不同子系统之间的相互作用也

会产生非平稳的活动，这种活动必须是可重复的。支持时间顺序的模式交互作用的一种可能

机制是非互惠竞争。大脑中的竞争是一种普遍现象（参见[9]了解人类记忆系统中的一个显

著例子）。在网络复杂性的各个层次上，竞争的生理机制主要是通过抑制连接来实现的。对

称互反抑制导致多重稳定性，这不是一个合适的动态机制来描述可复制的瞬态。正如我们在

[5，10]中所示，非对称抑制是神经网络中可重复瞬态的起源。

最近，功能磁共振成像（fMRI）和脑电图（EEG）为理解和建模认知开辟了新的可能

性[11-15]。实验记录揭示了大脑动力学的详细（空间和时间）图像，对应于一系列心理和行

为任务的时间性能，这些任务通常是短暂的和连续的[16-18]。有几个小组建立了大规模的认

知动力学模型。基于实验数据，这些模型展示了认知动力学的特征，如不同认知模式之间的

亚稳态和快速瞬变[15，16，19-24]。有实验证据支持，亚稳态和瞬态动力学是关键现象，有

助于大脑皮层过程的建模，从而更好地理解动态的大脑[18，25-30]。

许多认知过程的共同特征是：（1）传入的感官信息在空间和时间坐标上都有编码，（2）
认知模式敏感地依赖于刺激和执行功能，（3）在相同的环境下，认知行为具有确定性和高度

可重复性，（4）认知模式对噪音有很强的鲁棒性。这些观察结果表明：（a）具有这些特征的

动力学模型应该是强耗散的，这样当刺激存在时，它的轨道会迅速“忘记”认知网络的初始状

态；（b）动力系统执行认知公式是通过瞬态轨迹而不是跟随时间之箭的吸引子。本文提出了

一种以亚稳态为基本元素的瞬态认知活动的数学理论。

本文的结构如下。在结果部分，我们首先提供了亚稳态及其瞬态的形式化描述框架。我

们介绍了一种鲁棒的、可重复的瞬态认知数学模型，并给出了分析这种瞬态行为的基本动力

学模型。然后，我们将此模型推广到考虑不确定性的情况，并将其用于决策分析（decision
making）。在讨论中，我们重点讨论了一些开放性问题以及我们的理论在不同认知问题中的

可能应用。在方法部分，使用严格的数学方法来制定稳健性和再现性的条件。

二、结果

2.1 亚稳态与认知瞬变动力学

认知过程的动力学模型可以将特定地认知功能的认知状态（i=1，...，N）的激活级别

Ai(t)≥0作为变量。模型的相空间是具有明确的度量的的集合，其中轨迹是按照时间顺序排列

的认知状态集合。为了建立这个模型，我们在这里介绍了一些理论思想，它们将亚稳态、稳

定和可重复的瞬态与非线性动力学的新概念联系起来，即稳定的异宿序列和异宿通道[4，5，
10，32–34]。主要观点如下：

（1）大脑活动的亚稳态可以用鞍点（即鞍不动点或鞍极限环）表示在动态模型的高维

相空间（取决于认知功能）。

（2）反过来，可重复的瞬变可以由稳定的异宿通道（SHC）表示，该通道是异宿骨架

附近的一组轨迹，由连接周围环境的鞍点和不稳定分界线分割组成（见图 1）。

（3）SHC概念可以解决基本的抗噪声的鲁棒性和对信息输入的敏感性之间的矛盾。即

使是近距离的信息输入也会在大脑中产生不同的模式。因此，对应的稳定异宿通道的拓扑结

构敏感地依赖于刺激，但异宿通道本身作为相空间中的对象（类似于传统吸引子），在结构

上是稳定的，并且对噪声具有鲁棒性。
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基于这些思想，我们用竞争亚稳态模式方程来模拟交替认知状态的时间演化。这些模式

的结构可以在功能神经影像学实验中得到反映。实验证据表明，为了执行特定的认知功能，

大脑从不同的大脑区域招募活动[35-37]。这种网络的动态表现为认知模式之间的一系列转换，

即，如我们所假设的，一个特定的感兴趣的认知功能的 SHC。

作者总结

认知过程的时间结构建模是理解认知的关键步骤。在不断变化的环境中，认知功能，如

顺序学习、短期记忆和决策，不能仅仅用基于非线性动力学经典概念的传统观点来理解，非

线性动力学描述了静态或有节奏的大脑活动。许多认知功能的执行是一个短暂的动态过程。

任何潜在的认知过程的动力机制都必须在相似的环境条件下从一个实验到另一个实验都是

可重复的，同时，它必须对内部和外部信息的变化敏感。我们在这里提出一个新的动态对象，

可以代表稳健和可复制的瞬态大脑动力学。我们还提出了一类新的暂态动力学分析模型，可

用于时序决策。

图 1. 稳定的异宿通道的示意图。SHC 是由在鞍点链附近凝结的轨迹及其连接周围鞍点

（圆）的不稳定分隔线（虚线）构成的。粗线表示 SHC 中的轨迹示例。间隔是系统需要

从亚稳态 k移到 k+1 的特征时间。

2.2 数学图像和模型

我们在这里提出，可重复认知活动的数学图像是一个稳定的异质通道，包括亚稳态，在

相应动力学模型的相空间中由通过不稳定分离连接的鞍点集合表示（见图 1）。注意，图 1
的拓扑结构提醒了一个“混沌的巡回”[38]。然而，仅基于Milnor 吸引子，我们无法证明 SHC
的主要特征是再现性现象。

为了使我们的建模更加透明，让我们以流行的节奏性神经元活动的动力学图像为例，即

极限环。在神经系统的每一个复杂程度上，它的描述和分析都可以在一些基本模型的框架内

完成，比如相位方程。在这个框架中可以回答的问题非常多样：在小型神经系统的同步，如

CPGs，产生脑节律[39]等。我们在这里的方法是相似的。我们提出了一种新的数学模型来描

述可重复的瞬变，这种模型可以应用于网络复杂度金字塔的不同层次。这种范式是稳定的异

宿通道。SHC作为一个极限环，在不同的系统复杂度水平上可以用相同的基本方程来描述。

当然，变量 Ai(t)≥0的意义在每个水平上是不一样的。
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在介绍可再现性瞬态认知动力学分析的基本模型之前，重要的是讨论不依赖于该模型的

SHC的两个一般特征。这些是：（i）SHC结构稳定性的起源，以及（ii）在中等噪声下鞍点

附近的长通过时间。

为了理解 SHC的稳定性条件，我们必须考虑到鞍点附近的初等相体积沿稳定的分隔线

被压缩，沿不稳定的分隔线被拉伸。我们把鞍点的特征值记作：
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 称为鞍点值。如果 1iv （压缩比拉伸大），鞍点被称为耗散鞍。直觉

上很清楚，如果异宿链中的所有鞍都是耗散的，则轨迹不会离开异斜通道。对异质通道结构

稳定性的严格分析支持我们的直觉（见方法）。

瞬变过程的时间特性问题与鞍点动力系统小随机扰动的“退出问题”有关。这个问题首先

由 Kifer[40]解决，然后在几篇论文中进行了讨论，特别是在[41]中。鞍不动点附近的局部稳

定性分析允许我们估计系统在鞍点附近花费的时间：

  /1ln/1)( p （1）

其中 )( p 为平均通过时间，  为噪声水平，  为鞍点的不稳定分割线对应的特征值。一个

生物学上合理的模型，能够在相空间中产生由 SHC表示的稳定和可重复的行为，必须（i）
便于解释结果并与实验数据进行比较，（ii）在计算上可行，（iii）有足够的控制参数来处理

不断变化的环境和不同认知功能（如学习和记忆）之间的相互作用。我们认为我们所寻找的

动力系统必须是强耗散和非线性的。这种模型的主要动力学特征是不同亚稳态之间的竞争。

因此，在这个基本模型的相空间中，必须有几个（通常是许多）由不稳定分离相连接的鞍态。

这种链代表了活动从一种认知模式到下一种认知模式的顺序转换过程。这个过程可以是有限

的，即以简单吸引子或重复吸引子结束。如果我们选择变量  tAj 作为不同模式的激活量，

我们可以假设鞍点被布置在一个N维相空间的轴上，而连接它们的分离轴被布置在一个(N-n)
维流形上(n< N-1)，它是相空间的边界。

我们将使用两种满足上述条件的模型：（i）兴奋性和抑制性神经簇的Wilson-Cowan 模

型[42]和（ii）广义 Lotka-Volterra方程-一个描述多参与者竞争现象的基本模型[32，43]。两

种模型都可以用一般形式表示为：
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其中   0tA j 为第 j 个簇的激活水平，  z 是一个非线性函数，例如 Wilson-Cowan 模型的

sigmoid函数和广义 Lotka-Volterra模型的多项式函数。连接矩阵 ij 依赖学习的刺激和改变。

)(I 是表征认知状态依赖于输入信息 I的一个参数。参数  表示其他类型的外部输入或噪

声。在一般情形下，  tAj 是一个向量函数，其分量的数目取决于单个脑区内在动力学的复
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杂性。认知模式动力学可以解释为一种非线性的相互作用，这种作用是相互合作和竞争的。

为了说明方程 2相空间中稳定的异宿通道的存在性，我们考虑一个由三个竞争神经簇组

成的简单网络。这个网络可以用Wilson-Cowan模型描述为：












 



N

i
ijijj AAA

1

 （3）

其中 0jj ， 0ij ， 0 ， 3N .

网络也可以用以下形式的 Lotka-Volterra模型来描述：

)(
1




N

i
ijijjj AAA  (4)

其中 0ji . 在下面的所有例子中，我们假设连接矩阵是非对称的，例如 jiij   ，这是 SHC

存在的必要条件。

图 2 说明了 N=3的这两个模型的动态如何产生鲁棒性的序列活动：两个模型的相空间

都有 SHC。Wilson-Cowan模型和 Lotka-Volterra模型的主要区别在于吸引子的类型。系统 3
包含 SHC中的稳定极限环和稳定不动点（ 0 的坐标原点）。相反，在系统 4的相空间中

有一个吸引子，即 SHC。

这两个模型都证明了即使在许多交互模式下也具有鲁棒的瞬态（顺序）活动。图 3给出

了这种动力学的一个例子。这张图显示了一个由 100个兴奋和 100个抑制模式组成的双组分

Wilson-Cowan网络的动力学。这些模拟中使用的参数与文献[44]中报告的参数相同，其中连

接是从伯努利随机过程中提取的，但是连接的概率相对于平衡的激励抑制网络略有变化。系

统的组织方式是这样的：模型的子组进入一个固定的组分中，剩余的产生连续的活动。该模

型本身具有足够的普遍性，可以被翻译成其他概念和想法，正如本文以认知模式的形式提出

的那样。

图 2. 三个耦合团簇相空间中的闭稳定异宿序列。（A）Wilson-Cowan 簇（B）

Lotka-Volterra 簇。

图 4说明了 N=20模式下模型 4瞬态时序动力学的再现性。此模拟对应于以下条件：（i）

jiij   ，（ii） 1iv （细节见[10]）。在这个图中，每种模式都用不同的颜色表示，而活动

水平则用颜色的饱和度表示。对方程组进行了十次模拟，轨迹每次都是从随机的的初试条件
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超立方体 20
2.0:0R 开始。注意模式间顺序激活的高再现性，包括开关之间的时间间隔。

由于具有 N较大的系统 4的复杂性，上述条件不能保证系统中没有其它不变集。然而，

我们在计算机模拟中并没有发现它们。有关 SHC 结构稳定性的严格证明，请参见“方法”一
节。

必须强调的是，SHC可能由具有多个不稳定流形的鞍点组成。根据[40]和[45]，如果一

个动力系统受到小噪声的影响，那么对于通过鞍点附近的初始点的任何轨迹，沿着一个强不

稳定方向逃逸该区域的概率几乎为 1，因此这些序列也是可行的。强不稳定方向对应于鞍点

线性化的最大特征值。换言之，每件事的发生方式都与 SHC相同；只有用鞍点的强不稳定

流形来代替 SHC中不稳定的分离性。

正如我们之前提到的在方程或者 4中的变量   0tAi 可以用几种不同的方式来解释。其

中一项与实验工作有关的工作如下。使用 fMRI数据的功能的主成分(PC)（见[46]），在主正

交 PCs的基础上建立认知“相空间”是可能的。在相空间瞬时 t的这样一点处表征了瞬间的功

能性认知状态。随后瞬间的状态集合是一种认知轨迹，代表了短暂的认知动态。

图 3. 用 Wilson-Cowan 方程模拟 200 种认知模式的鲁棒瞬态动力学。（A）显示了三种认

知模式的激活水平（E14、E11、E35），（B）显示模式间顺序切换的时间序列：显示了总

共 200 个交互模式中的 10个不同模式。

图 4. 模型 4 中对应于 SHC 的 20 个亚稳态模式的瞬态序列动力学的再现性。图中显示了

10次试验的时间序列。每个试验的模拟都是在不同的随机初始条件下开始的。由于鞍座

的耗散性，初始条件仅在开始时影响轨迹（详情见[10]）。
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顺序的decision making

决策必须是可重复的，以便记忆和学习。另一方面，决策系统也必须对来自环境的新信

息敏感。这些要求从根本上讲是矛盾的，目前的方法[47-50]不足以解释对 DM使用顺序活

动。在这里，我们提出了一类新的适合于分析顺序决策（SDM）的模型，它基于 SHC概念，

是模型 4的推广。

决策理论[51]的一个关键发现是，个体的行为从风险厌恶（当预测到可能的收益时）转

移到风险寻求（当预测到可能的损失时）。特别是，Kahneman 和 Tversky[52]进行了几个实

验，以测试不确定性下的决策。研究表明，当考虑到潜在利润时，决策者会规避风险，而当

考虑到潜在损失时，决策者会成为风险寻求者。其他经典范式认为，无论是在预测潜在利润

还是在预测可能亏损的情况下，决策者都应始终规避风险。

SDM模型

为了说明 SHC概念如何应用于特定认知功能的执行，让我们考虑一个简单的固定时间

（T*）游戏：玩家在不断变化的环境中采取连续的行动，以便获得最大的回报。游戏的成

功取决于决策策略。从形式上讲，SDM模型包括：一组环境状态  I ，(ii)一组动力学变量

0jA ，表征与决策策略执行相对应的认知模式的活动水平；（iii）表示累积奖励的标量，

它取决于在可用时间 T*内实现的步数，以及沿不同瞬变（即不同选择）步数的瞬时奖励值。

根据环境条件，游戏可以在步骤（k+1）结束，也可以根据不同的选择继续使用一种或多种

不同的方法。很明显，要获得最大的累积奖励，玩家必须在游戏时间 T*内通过尽可能多的

步骤。因此，使游戏成功的策略必须基于两个条件：

(1)在时间内，游戏不必要在吸引子（稳定的不动点）处结束；

(2)玩家必须在时间 T*期间遇到尽可能多的亚稳态。

策略

很难用解析的方法估计哪种策略最适合解决第一个问题。它可以在计算机模拟中完成，

但我们可以对第二个问题进行预测。让我们假设我们有一个成功的游戏，为了简单起见，每

个状态的奖励是相同的（正如我们的计算机模拟所示，如果每个步骤的奖励不同，结果不会

发生质的变化）。因此，相空间中的博弈动力学可以用系统来描述：

       ttAAAItAA jj

N

i
ijijkjjj  





















 

1

 （5）

    k
m
ijkj ISI  0 ，  kmm ,,1 (6)

其中 0jA ， km 是在 kt 决策步时， j 的容许值的数量， m
iS 是在 kt 步时，环境信息 kI 决定的

刺激， j 是一个乘性噪声。我们可以认为游戏是一个连续的过程，它由一个排列在异宿通

道中的轨迹表示（见图 1）。鞍邻域对应于决策步骤。显然，这些步骤的数量随着博弈速度

的增加而增加，这取决于系统在鞍（亚稳态）附近花费的时间，如等式 1所示：   /1ln/1 kkt  ，
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其中  是摄动水平（在 kt 决策步骤时，博弈轨迹与鞍座之间的平均距离）， k 为对应于该鞍

座的不稳定分离的最大增量。根据这一估计，我们可以作出明确的预测。如果系统没有在游

戏进行到一半时停止（见上面的问题 1），为了获得最好的奖励，玩家必须选择  kI ，对应

最大的 k ，并且要有一个最佳的噪声水平（不要太多以避免离开异宿信道）。假设在控制下

一步决策的输入 I中有噪声。由于

       t
d
dAIAtIA

I
jjj 

  （7）

这种加性信息噪声在动力学模型的右侧表现为乘性噪声。

计算机建模

模型参数的选择是在  10,50 j 内均匀分布中选择。作为概念的证明，序列的具体顺序

并不重要。因此，序列顺序是从鞍点 0 到 N，它是通过一个连接矩阵得到，因此，

51.0/ 00
11   iiii  ，i=2,...,N， 5.0/ 00

11 -iiii    ，i=1,...,N-1，   2/ 00
1

0
1   jjijjji  ，

 1,,1  jjji 。注意到存在无穷个矩阵可以产生相同的序列。构成每个鞍点或决策步骤所

有可能扰动或刺激的基础的所有其他参数都取自均匀分布  9,4m
iS . 这些参数的具体选

择对本文所示的结果没有任何影响。为了简单起见，我们假设每个决策步骤的外部扰动是不

相关的。动力系统 5和 6采用标准显式变量 Runge-Kutta方法进行积分。

当轨迹达鞍点附近在半径 1.0 范围内到时，使用决策函数。在本例中应用的规则是高

风险规则，具体实现如下。在每个鞍点时，我们计算了增量        qjiqjqjiqj   ， kmq ,,1 ，

使得选择特定的 q，在每个鞍点得到最大的  iqj 。换句话说，我们选择最大的增量，它对应

离开鞍点 iS 最快速度，因此以最短时间达到下一个鞍点。
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图 5. 利用乘性噪声估计不同噪声水平下的累积奖赏。（A）累积奖励，计算为系统在游

戏最后时刻（这种情况下是 100）之前所经历的认知状态的数目。对于每一级噪声，生

成 1000 个不同的序列（N=15，共 15个选择）。（B）用所有生成序列的平均 Levenshtein

距离计算序列的再现性指数。距离越小，1000 次不同的运算序列就越相似。计算成对距

离并取其平均值，以获得由误差条表示的平均值和标准偏差。

为了评估模型，我们分析了不相关乘性噪声（uncorrelated multiplicative noise）的影响.
结果如图 5所示。正如理论预测的那样，噪声在游戏中起着关键作用，并且存在一个最优的

噪声水平。对于低噪声，系统以较慢的方式穿过大多数鞍点（见方程式 1），而对于噪声值

的增加，游戏中涉及的亚稳态的数量减少。图 5A显示了不同噪声水平的累积奖励。研究了

两种有趣的情况。正如我们从图中所看到的，对于特定的噪声水平可以得到最佳的累积奖励。

对于中等水平的噪声，系统进入部分的重复序列，因为两个或更多的不稳定方向允许系统以

随机的方式移动到两个或多个不同的位置。所获得序列的再现性测量如图 5B所示。我们可

以看到，与对应于最大累积回报的序列相比，生成的可再现性最强的序列的噪声水平稍小。

估计序列间的再现性，我们使用了 Levenshtein 距离，这基本上找到了将一个序列转换成另

一个序列的最简单方法[53]。该距离适合于识别序列的重复性，并在多个应用中使用。有时，

序列会变得重复，而在其他情况下，它只是死亡。图中的误差线通过标准差表示。虽然

Levenshtein 距离显示的误差条不太大，但累积的回报确实如此，因为噪声水平通常进入极

限环，到底最大的时间。这更有可能找到两种极端：（i）快速结束（ii）到达一个极限环。

关于习惯的形成，重要的是要注意，记忆的序列受到外部刺激，可以在任何给定的时间

改变方向。这一事实反映在图 5所示的结果中，其中 Levenshtein 距离不精确到零。形成 SHC
的异宿框架可以被打破，对于给定的噪声，甚至可以重复自己而产生极限环。因此，在风险

决策规则下，该模型确实存在由外部扰动集引起的备选方案。

这个简单的游戏演示了一种具有多个亚稳态的瞬态认知动力学。我们建议其他类型的顺

序决策可以用相似的动力学机制来表示。

讨论

本文从理论上描述了一些认知功能的动力机制。任何一个非常复杂的过程的理论模型，
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比如一个认知任务，都应该强调那些最重要的特征，并且应该淡化那些不重要的细节。主要

的困难是把彼此分开。为了建立我们的理论，我们选择了两个关键的实验观察：亚稳态认知

状态的存在和可再现认知过程的传递性。我们还没有将构成执行特定功能的认知模式的大脑

不同部分分开。我们还没有将构成执行特定功能的认知模式的大脑不同部分分开。这种粗粒

度理论的主要目标是建立一个瞬态认知动力学的一般框架，该框架基于一种以自然方式包含

不确定性的新型模型。我们讨论的基于 SHC的可再现瞬态动力学包含两个不同的时间尺度，

即鞍点附近的慢时间尺度和鞍点之间转换的快时间尺度（见图 1）。考虑到这一点，可以建

立一个不是基于 ODEs而是基于 Poincare映射的动力学模型（参见文献[5]），这对于复杂系

统的建模是非常有效的。

无赢者竞争动力学（由一系列的鞍态表示，这些鞍态的邻域通过其不稳定流形连接形成

一个异宿序列）是许多瞬时认知活动的自然动力学图像。特别是我们希望提到大脑中的瞬时

同步[54]，在这里作者研究了在自发 EEG中α活动的不同相位同步状态之间的转换动力学。

Α或熊被描述为一系列全同步状态（头皮上的准稳定模式）。我们认为这种动态可以用无赢

者竞争原则的框架来描述。文献[55，56]从理论的角度分析了部分同步相团簇之间的异质网

络。SHC概念允许考虑即使在具有不同基础频率（如 gamma 和 beta频率）的同步状态之间

的转换。

认知功能可以相互影响。例如，当我们建模 decision making 时，我们必须考虑注意力、

工作记忆和不同的信息源。尤其是，各种背景线索与行动和奖励的动态关联对于做出有效决

策至关重要[57]。这里的一个关键问题是如何组合几个奖励预测，每个预测都基于不同的信

息：有些奖励预测可能只依赖于视觉线索，而另一些则可能不仅利用视觉和听觉线索，还利

用受试者采取的行动。由于不同奖励预测的准确性在学习过程中动态变化，因此预测的组合

很重要[58]。从更广泛的角度来看，该理论的下一步必须考虑模型 4等代表不同认知功能执

行的模型之间的相互作用。

本文讨论的动力学机制有助于解释脑成像技术获得的实验数据，也有助于设计新的实

验，帮助我们更好地理解高级认知过程。特别是，我们认为，基于 fMRI数据主成分分析的

认知相空间重构将有助于找到特定认知功能的动态模型参数值。在模型变量和功能磁共振成

像数据之间建立直接关系对于实现新的辅助神经反馈协议将非常有用[59-62]，它可以打开各

种新的医学和脑机应用。

方法

稳定的异宿序列

我们考虑一个一个常微分方程组：

 xXx  ， dx  (M1)

其中向量场 X是 2C -光滑。我们假设系统 M1有 N 个平衡点，记为 Q1,Q2,...,QN，使得每个

Qi都是一个具有一维不稳定流形 u
Qi

W 的鞍型的双曲点，该流形由 Qi和两个“分离”组成，

i
u
Q QW
i
\ 的连接着部分，是通过 i 和

i 来定义的，我们假设 s
Qi i

W
1

 ，是 Qi+1的稳定流形。

定义：集合 
  i
N
ii

N
i Q

1
11:  称作异宿序列。
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我们把矩阵
iQ

DX 的特征值记作  i
1 ,...,  i

d 。根据上面的假设，其中一个是正的，其余的

是负的实部。不失一般性，我们假设它们的顺序为：

       i
d

iii  ReReRe0 321  

我们将使用以下的鞍点值（见方程 1）：.
 

 i

i

iv
1

2Re





对于有兴趣了解这些结果细节的读者，作为第一步，我们建议阅读参考文献[63，64]。

定义 M1 ：同宿序列  称作稳定的同宿序列（SHS），如果

1iV ，i=1,...,N (M2)
文献[10，32]表明条件M2意味着 的稳定性，在这个意义上，从邻域内 Q1一点出发的

轨迹任然保持在附近，直到它来到 QN的邻域。事实上，沿着这条轨迹的运动可以看作是平

衡点 Qi=1,...,N之间的一系列转换。

当然条件 s
Qi i

W
1

 表示系统 M1不是结构稳定的，它只能出现在参数的异常值或者特

殊形式的系统中。作为这样一个系统的例子，可以考虑广义 Lotka-Volterra模型 4（见[10，
32]）。

稳定的异宿通道

我们考虑另外一个系统：

 xYx  ， dx  （M3）

同样有 N个鞍型平衡点 Q1,Q2,...,QN具有一维不稳定流形 iii
u
Q QW
i

   ，且 1iv ，

i=1,...,N。在 Qi的一个半径为  的开球记作 iU （当然可以考虑一个 Qi的任意小的邻域），它

不包括不变集，除了 Qi。稳定流形 s
Qi

W 把 iU 划分为两部分：一部分为 
iU 包括一片的 i ，另

一部分为 
iU 。假设  




1ii U ，i=1,...,N-1，用 
 1,ii 表示 


 jji U1\ 连接的组成，包括 Qi

和 1,,1,  
 iijU jii  。在 d 中用  

 1,iiO 表示 
 1,ii 的 邻域。

定义M2：设     






  j

N
jii

N
i UOV 11,

1
1,   .我们说系统M3有一个稳定的异宿通道在   ,V 内，

如果存在一个初始点的集 
1\UU 合，使得对于每个 Ux 0 ，存在 0T ，其中对于 M3的解

 0, xtx ， Tt 0 满足以下条件：

i.   00,0 xxx 

ii.对于任意的 Tt 0 ，     ,, 0 Vxtx 

iii.对每个 Ni 1 ，存在 Tti  ，使得    ii Uxtx 0,

因此，如果和足够  和 小，对应  0, xtx 的轨迹的移动可以被看做沿着不稳定 
 1,ii 的分

离片在鞍点 iQ ，i=1,...,N之间的转换。

因此，具有 SHC 的性质在结构上是稳定的：如果系统 M3 具有 SHC，那么接近系统

M3的 C1也具有 SHC。
我们在附加条件下证明这个事实。记作的相交。它是一个线段一端是，另一端为，它属
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于。定义，稳定流形的一部分，，其中是中集合 B 的邻域，边界由组成，一个维的球，“平
行”与，和一个“圆柱”同胚于，其中为维球，的值为[0，1]。我们用表示这个圆柱。下面引理

的证明是相当标准的，可以在鞍点附近使用局部技巧来实现（见[63-65]）。

引理M1.存在 10 0   ，使得对于任意的 0  和任意的 Ni 1 ，存在 0 i 和 ii v 1 ，

以下结果成立：如果 ii  ~ ，  iiCx ~0  则

i
iii Pxxdist  ~)),,(( 0  (M4)

其中 dist 表示在 d 中的距离， 0i 表示时间，  0, xx i 表示M3的解从 
iU 穿过 0x 存在

的点。

线段 
 1,ii 有两个端点：一个是 iP，另一个为 

  11 ii UR ，固定 0  。

引理M2.存在 1iK 和 0i ，使得如果  iPOx
i
~0  ， ii   ~0 ，有：

i.存在 0~ it ，使得   
 10,~ ii Uxtx

ii.下面不等式成立

iiii KRxxdist  ~10 )),,~((  (M5)

iii.每个点  0, xtx ， itt ~0  ，都属于 
 1,ii 的  

ii
K ~ -邻域。

引理是有限时间区间上常微分方程的解对初始条件连续依赖定理的直接推论。

现在固定 i 和 i ，使之满足引理M1。我们提出一系列的假设保证 SHC的存在。

假设 NM ，点    s
locNNNNN WBCR ,\~  。

引理M2意味着存在 11
~

  NN  ，使得    NNN Cxtx ~,~
01  ，对于每个  10 ~

1 
 NPOx

N
，固定

一个数 11
~

  NN  ，使得

11
~~ 1

 
NN

N   （M6）

假设 1NM .点    s
locNNNNN WBCR ,11111 \~

   .

同样，存在 22
~0   NN  ，使得    1102

~,~
  NNN Cxtx  ，对于每个  20 ~

2 
 NPOx

N
，固定一

个数 22
~

  NN  ，使得

22
~~ 2

 
NN

N   （M7）

继续假设我们有

假设 iM .点    s
lociiiii WBCR ,11111 \~

   .

我们选择 ii  ~ 使得

ii
i   ~~  (M9)
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其中 i
~ 是被固定的，所以    110

~,~  iii Cxtx  提供了  iPOx
i
~0  .

下面的定理是由引理 1、引理 2、假设 2MM N  ，并选择 ii  ~,~ 和直接推论得出：

定理M2. 在上述假设下，系统M3在   ,V 内有一个 SHC，其中
ii

K  ~max ，且初始点集

   11~ |UPOU
i

（见定义M2）.

推论：存在 0 ，使得每个系统

   xZxYx 

其中 1C
Z 同样在   ,V 内有一个 SHC，可能有一个较小的开放集 U的初始点。

推论的证明基于：

i. 原始系统和扰动系统的鞍点的局部稳定流形和不稳定流形是接近的

ii. ODE的解对参数光滑依赖性定理

iii. 关于定理M2所有假设的开放性

条件  1~
 iii CR  且 1~ i ，一般来说看起来有点拘谨。然而对于拥有一个 SHS的系统

的一组开放扰动，它们肯定会发生。

定理M3. 如果系统M1有一个 SHS，则在向量场的 Banach空间存在一个具有范数的开集U，
使得系统

   xZxYx 

有一个 SHC，对于每个 UZ  。

证明：可以用一个相当标准的结构来证明。对于系统M1，由于 s
Qi i

W
1

 ，在点    i
ix0 附

近的局部坐标中，系统M1可以重新写成

 
 xgx
xfxx




2

11




(M9)

其中 Px 1 ， 1
2

 dPx ，  21, xxx  ，不等式 01 x 决定属于 i 的
s
Qi

W
1
边界。记作“截断函数”：

  xx i ,0 ，一个 1C -光滑函数 d ，使得如果  
10  ixx ，则    1xx i ,0 ，如果  

2
ixx  0 ，

则    0xx i ,0 ， 10 21   。现在系统

    
 xgx

xxxfxx i
i




2

011 ,

  (M10)

系统M10将有一个分离片 
 1,ii ，如果 10  i ，它满足假设 iM ，对于 i=1,...,N-1，我们以

这样的方式对系统M1进行扰动，得到系统M3，它拥有 SHC，前提是所有的 0i ，并且

足够小。
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