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我们想描述一个MMOs的参数机制，这个MMOs的 SAOs由于沿着鞍焦点 p的不稳定

流形  pW u 螺旋运动而产生，并且是唯一的或者是其中的一部分。对这个问题的分析似乎比

折结点的分析要复杂得多，而且是刚刚开始。我们提供了一些定位这些参数机制的见解。首

先，我们将奇异 Hopf分岔的标准型（3.7）式中的 v作为主要的分岔参数，并寻找 v的取值

范围，在这个范围里可以找到MMOs。如果 Hvv  处的 Hopf分岔是超临界的，那么对于足

够接近 Hopf分岔的参数，  pW u 的极限集就是分岔稳定的周期轨线。由于一种新型的分岔，

观察到MMOs的起始点在距离 Hopf分岔  Ov  处发生[87]。这种新型的分岔发生在某个

参数机制中，在该机制中 p为鞍焦点且  pW u 与二维排斥 Fenichel流形 rS 相切。如果不仔

细观察，人们可能认为动态系统中的两个不稳定对象不能相交。然而，回想一下，  pW u 由

当 t 时接近 p的轨线组成，而 rS 由在慢时间尺度上保持  1O 量级时间慢速的前向轨线

组成。因此，单轨线可能满足以上（两个情况）。图 11 展示了系统（3.7）在参数

   01.0,17.1,5045.0,008870.0,007057.0,,,, cbav 时，  pW u 和 rS 之间的切线的一个例子

（注意到，  Ov  ，因此， 510587.8 Hv ）。其中展示了在  pW u (红色线)上从靠

近 p处开始并在截面  3.0:  y 处结束的轨线集合，以及在临界流形的排斥分岔上开始

并在上结束的 rS 上的轨迹的集合；有关计算这些流形所使用的方法的细节，请参阅第 8.1

节。图 11(b)展示了  pW u 和 rS 与相交的两条曲线的的切线。

图 11：平衡点的不稳定流形  pW u 与参数为    01.0,17.1,5045.0,008870.0,007057.0,,,, cbav 的排斥慢流形 rS 之间的切面图。子图(a)显示了

 pW u (红色)和 rS (蓝色)的轨线，它们终止于由 3.0y 定义的绿色截面处。子图(b)中显示了  pW u (在被计算的轨线上的点标记为“o”)和 rS (在

被计算的轨线上的点标记为“ x ”)的交点。

一个MMO的周期轨线Γ沿着  pW u 形成的 SAO的数目取决于 与 p的距离有多近，

以及 p的复特征值的实部与虚部的比率。接近 p的唯一方法是沿着其稳定流形  pW s ，所以

如图 9 所示的MMO必须非常接近  pW s 。MMO和  pW s 之间的最小距离 d 类似于在折结

点的情况下轨线距主强鸭解的距离 。与折结点的情况不同，在  pW u 附近观测到的 SAO
的最大振幅与 d 基本无关。当 0d 改变时，SAOs的周期长度增加，并且该周期从小到不

能够检测到的振荡时就开始了。关于标准型（3.7）式的参数是如何影响 d 的相关研究很少，

但是在 Guckenheimer的论文[87]中的图 8 说明了 d 以复杂的方式依赖于参数 c。已知存在一

个参数区域，在这个区域内MMO轨线的全局回归接近  pW s 。然而，由于在超临界 Hopf
分岔附近没有立即发现MMOs，所以在MMO轨线上，复特征值的实部与虚部的比值仍然

（被限制）远离 0。这就防止出现极其长的瞬时的振荡，这些振荡像在次临界 Hopf分岔附

近发现的振荡一样任意缓慢地增长；参见第 5 节以及[89，图 5]。



用于产生 SAOs的奇异 Hopf和折结点机制不是互斥的，并且这两种机制可以存在于具

有  21Ov  的过渡区域中的单个MMO中。所发现的具体行为部分取决于奇异 Hopf分岔

附近的平衡点 p是具有一对复特征值的鞍焦点还是具有两个实特征值的鞍点。图 21 中展示

的MMO包含一些 SAOs，它们位于吸引和排斥慢流形之间的旋转扇区内，并且一些 SAOs
位于鞍焦平衡点的不稳定流形上。另一方面，我们注意到，SAOs不能与只有实特征值的鞍

平衡点相关联；这种情况发生在参数区域   2
1

cav  里（按照前导顺序），此时  21Ov  。

因此，在这种情况下，SAOs仅与  1Ov  (即，  1O )的折结点类型机制相关联。Krupa
和Wechselberger[144]对过渡区  21Ov  进行了分析，并指出如果全局回归机制投影到漏

斗区，则折结点理论可以推广到该参数区。

具有单个快变量的慢-快系统，就像我们过去研究折结点和奇异 Hopf分岔那样，没有

快速振荡。它们的快速子系统是一维的，直线上向量场的轨线被约束为单调的。这就意味着

这些系统中的 LAOs总是张弛振荡，这种振荡的轨线不沿着快速变量方向，而通过临界流形。

因此，具有看起来不是张弛振荡的 LAOs的MMOs的模型必须至少具有两个快速变量；图

1中展示的 BZ 反应的振荡就是这样的例子。下一节讨论具有三个时间尺度的系统。这样的

系统可以看作一个或两个快速变量之间的中间变量，并且它们确实具有 1L 的“简

单”MMO的特征。

3.3.在三个时间尺度系统中的 MMOs

当奇异 Hopf分岔的标准型(3.5)式和(3.7)式的系数 v、a、b和 c为  O 量级或更小时，

则 z相对于 y变化缓慢，且系统实际上有三个时间尺度：快、慢和超慢。Krupa、Popovic和
Kopell[139]用几何方法和在 0 ca 情形的渐近展开的方法来研究了这个系统。他们观察

到了 SAOs的振幅相对较大的 MMOs。他们的分析是基于伸缩系统，该系统具有两个快变量

和一个慢变量。为了使三时间尺度结构显式化，我们设置 vv ˆ ， aa ˆ ， bb ˆ 且 cc ˆ 。

将 3.2 节中的奇异 Hopf标准型（3.7）式重新用 xx 2
1

 ， yy  ， zz 2
1

 ， tt 2
1

 缩

放，得到（3.8）式：
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系统（3.8）仍然是一个奇摄动系统，但是现在有两个快变量 x和 y和一个慢变量 z。如果

 21ˆ Ov  或更小，即  23Ov  或更小，则平衡点位于原点附近的  1O 邻域内。如果该平

衡点是鞍焦点类型的，那么它在动力学中起着重要作用；尤其是，它经历  Ov ˆ 的 Hopf
分岔，即  2Ov  。

图 12：系统（3.9）取三个不同的 z 值的相图。图中显示了几个轨线（黑色）和一个近似于分隔线的轨线（灰色）。对于每个 z ，在    2,, zzyx  处

有一个平衡点 p 。子图(a)–(c)分别表示 2z 、 25.0z 和 0z 的情况，其中 p 是稳定结、稳定焦点和由连续周期轨线族包围的中心。这个轨线

族的边界是最大鸭解。



我们首先考虑 z作为参数的系统(3.8)的二维边界层问题。它通过系统(3.9)导出的，如

下：
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该系统与对平面鸭解问题分析中所得到的系统完全相同，与系统(2.7)相比较，只是参数  被

z代替。系统（3.9）对于每个 z值都具有唯一的平衡点 p，且由    2,, zzyx  所确定。在

图 12 中的(a)、(b)和(c)中分别展示了系统(3.9)在  yx, -平面中取三个不同 z值的时的相

图，即 2z 、 25.0z 和 0z 。对于 0z ，平衡点 p是  yx, -平面上的吸引不动点；

在 1z 时，它是结点，在 10  z 时，它是焦点；注意到，这个信息（ z的取值范围）还

决定了  21ˆ Ov  到（前导阶）的系统(3.8)的平衡点类型，同样的参数也可以用来确定 3.2

节中鞍-焦平衡点的流域边界。平衡点 p的流域边界是一条无界轨线，该轨线在图（a）和（b）

中是以灰色表示。当 0z 时，向量场（3.9）具有时间反转对称性，这导致存在周期轨线

族。的确，函数
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是一个整体，水平曲线 0H 是一条抛物线，它把围绕 p（原点）的周期轨线与位于抛物

线之下的无界轨线分开，并且在有限时间内，当 x 时，变成无界轨线。

当 z保持较小的值且与 x和 y相比变化缓慢，系统（3.8）可以看作系统（3.9）的摄动。

在这种情况下， H 的变化可以用来监测轨线的 SAOs。我们在（未缩放的）奇异 Hopf标准

型（3.7）中，用MMOs的研究数值来证明这一点，其中我们主要关注于在参考文献[139]

中研究的 0 ca 的情况。而且我们固定 005.0b 和 0 ，并改变参数 v的值。然后

我们得到 byvz  ，这个式子表明当 y变大时， z会增加，但是当系统产生 SAO且 y变
小时， z会减小。的更准确地说，我们希望在产生 SAOs时， z的平均值会增加，而在产生

LAOs时， z的平均值会减少。 z的变化应该足够大，以驱动轨线穿过慢流形并引起 SAOs
和 LAOs之间的转换。

图 13：参数为    01.0,0,005.0,0,,, cba 的系统（3.7）的稳定周期 MMOs 图。第一行(a1)是在 00015.0v 时， x 为时间序列，具有特征 4l 的周期 MMO，

并将其投影到(a2)中的  yz, -平面上；类似的第二行(b)是 v = 0.00032 时的投影，其中周期 MMO 具有特征 19 。

图 13(a)展示了一个周期性的具有特征 4l 的MMO，该振荡是在 00015.0v 时被发现的

(它是  2O 量级的)。注意，对于该参数的选择，在平面 03.0y 上 0z 。在子图（a2）

上，轨线在  yz, -平面上的投影表明，z大约是从-0.003713 下降到-0.004143，而轨线产生

了四个个 SAOs，并且 z在单个 LAO期间增加了。注意到系统（3.7）还具有两个平衡点，



它们的 z-坐标为  bv ，在这种情况下它们的 z坐标等于 3 。然而，子图(a2)中所

示的MMO模式只局限于原点附近(在 z方向上)，所以这两个平衡点对动力学没有影响。

当 v增加时，在 0z 时的 y值增加了，并且轨线倾向于更快地通过 SAOs区域。图 13

（b）展示出了一个当 v = 0.00032 时而获得的周期性的特征 19 的MMO。这里的 v值接近于

取值范围的最大值，在一个取值范围中的参数值取    01.0,0,005.0,0,,, cba 时会有

MMOs存在且 0z ， 064.0y 。正如子(b2)中所展示的投影那样，z的平均值在每个 LAO
期间增加( z 减少)，但是在它越过阈值进入 SAOs区域之前会产生 9个 LAOs。另一方面，

单个 SAO会将轨线带回 LAOs的区域。

图 14：将参数为    01.0,0,005.0,0,0003.0,,,, cbav 的系统（3.7）在区段 0x 的回归图。子图(a)显示返回几乎是一维的沿着一条由

004626.01153.0  zy 近似给出的直线。在子图(b)中，绘制了具有  004.0,0043.0 z 的初始条件返回的 z -坐标与其初始 z -值的关系。

对于  00032.0,00015.0v 的中间值，系统显示具有各种特征的非周期性MMOs以及周

期性MMOs。这些特征可以通过到 0x 的截面的近似一维（回归图）来分析。返回到这个

截面，随着 x的减小，它会与一条薄带重合；这种情况如图 14(a)所示，此时 0003.0v ，

系统应该会产生非周期性MMOs。图 14(a)中的薄带近似可由 004626.01153.0  zy (此时

0x )拟合。如果我们在  004.0,0043.0 z 时，在这条线上取 600 个初始条件，则它们

返回横截面的下一个值落就会到两个段上，这两个段接近初始线并且  004.0,0043.0 z 。

图 14(b)描绘了这些返回，显示了 600 个初始条件的回归中的 z坐标 outz 与其初始 z坐标 inz ；

还显示了对角线 inout zz  。图 14(b)表明，线段附近的回归图可以通过（秩一图）来近似，

在这个秩一图中具有两个斜率接近于一的线段，且被初始值 inz ≈-0.004055 的陡峭段分开。

回归图在该图的左“分岔”上 z值会随之增加，而在右分岔上 z值会随之减少。这在上述的

情况中，因为较大的 z值对应于 SAOs产生，而较小的值对应于 LAOs产生。没有碰到图陡

峭部分的轨线会在两个分岔之间来回重复。当 v变化时，回归图的“形状”在性质上保持相

同：两个分岔仍然具有接近于一的斜率，但是它们与对角线的偏移不同。大约当 00013.0v
时，代表 SAOs的右分岔图像映射到自己，而当 00034.0v 时，左分岔图像映射到自己，

且系统只有大周期的且无 SAOs的张弛振荡。在存在MMOs的 v取值范围内，一维映射[41]

的捏合（kneading）理论可以应用于由数值生成的回归映射，以预测MMOs的特征。

进一步深入了解 004055.0 inzz 处的回归图的陡峭段来自于对吸引和排斥慢流形的交

点处的计算。我们从在吸引分岔上的初始条件( 23x )计算正向轨线，从临界流形的排斥分

岔上的初始条件计算反向轨线，直到它们与截面  0x 相交。因为轨线快速收敛到吸引慢

流形和排斥慢流形，它们与 0x 的交点给出了慢流形曲线与 0x 的交点的良好近似。这

两条相交曲线的交点坐标大约是  zy, =(0.0050941,0.0040564)。因此，这一点位于产生图

14（b）所示的陡峭段的区域内。根据定义，吸引和排斥慢流形的交集是最大的鸭解。在排

斥流形一侧的截面 0x 的初始条件产生了 SAOs，而另一侧的轨线产生快速跳转到吸引慢

流形的另一侧( 0x )。因此，我们已经从数值上证实了鸭轨线将图 14(b)所示的回归图的

两个分岔分开；与图 7(a)进行了比较，图 7(a)说明了在折结点附近计算的一维回归图有几

个陡峭部分，这些部分对应着主强鸭解和问题的最大次鸭解。



3.4.动力学 Hopf 分岔的回旋机制产生的 MMOs

回顾 3.3 节，系统（3.8）中的 SAOs与 LAOs之间的突然（不连贯）过渡是三时间尺

度结构作用的结果，这样的结构允许我们把系统看成具有两个快变量和仅有一个慢变量，这

种具有两个或更多个快变量的系统可能在边界层方程中具有 Hopf分岔。现在我们考虑这种

情况，并假设边界层方程的一对复特征值沿着简化系统的轨线穿过虚轴。由于在快变量方向

上的复特征值，在慢流形周围的轨线会产生振荡。这种振荡的幅度最初会减小(此时复特征

值的实部是负的)，然后再次增加(在实部变为正之后)。我们把情况称为动力学 Hopf 分岔

（dynamic Hopf bifurcation）。我们的主要目标是确定MMOs何时具有与动力学 Hopf分岔

相关联的 SAOs。注意到与具有单个快变量的系统不同，这种类型的 SAO既不与临界流形

的折奇异性相关，也不与 0 的系统的（奇异）Hopf分岔相关。

一个著名的动力学 Hopf分岔的例子是时滞 Hopf分岔现象。为了简单起见，我们在这

里讨论一个具有一个慢变量和两个快变量的系统，这可能是最低维数的情况了。考虑一维临

界流形 S 上边界层方程发生 Hopf分岔的 L段。这意味着边界层方程沿 L的线性化具有一对

横跨虚轴的复特征值  i 。在超临界 Hopf分岔的情形下，由慢变量参数化的边界层方程

吸引周期轨线的单参数族从点 LL 0 开始产生，其中 0 。如果整个系统的轨迹线  tu 接

近 L，该 L段靠近距离 0L 的距离为  10 OLLu  的点 LLu  ，则  tu 将在慢时间尺

度上以指数方式接近 L。边界层方程经历 Hopf分岔，但在分析系统中，在 Hopf分岔发生

后，  tu 在  1O 距离上保持接近 L [169]。发生这时滞(delay)是因为  tu 从 L被排斥需要  1O
时间，特别是  tu 不会立即跟随从 0L 开始产生的边界层方程的周期轨线。慢速分析确定了一

个确定的“跳跃”点（称为缓冲点（buffer point）），在该点  tu 离开 L并接近周期性轨线，

如果  tu 没有更早地离开 L并接近周期轨道。在时滞 Hopf分岔中沿 L有 SAOs，但在 0L 附近

它们以指数方式变小，且从 L到周期轨线的跳跃可能在 SAOs的单个周期内发生。因此，时

滞 Hopf分岔附近的 SAOs通常非常小，以至于在实例中无法观察到。这种情况让我们联想

到与  1O 折结点相关的MMOs。更具体地说，定理 3.2 预测了最大特征 1l k MMO，但

是由于在 aS 上向主弱鸭解 w 强收缩，实际上只观察到最后的旋转，可以参见图 7(b4)。

在许多示例中，例如在第 6 和 7 节中的那些示例中，实际上可以在动力学 Hopf分岔附

近观察具有 SAOs的MMOs，该动力学 Hopf分岔的振幅比较大，易于被观察到。我们采用

Wallet在参考文献[235]中使用的术语“回旋”来描述通过具有振荡的动力学Hopf分岔的轨

线，振荡的幅度保持在可观测阈值。我们讨论了在一个慢变量和两个快变量的系统中回旋以

及它是如何产生MMOs的。考虑动力学 Hopf分岔的边界层方程线性化得到的模型系统

(3.10)：

（3.10）










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z
zyxy
zxyx





该方程在极坐标下是可分的，对于平面 0z 中具有初始条件的轨线满足 trr  。因此，

一般解是      22exp0 trtr  ，这意味着解的振幅在 0z 时减小，而在 0z 时增大。我们

得出结论，
 

   210 exp
1

r
r

 ，并且振荡在 
1 的时间间隔内几乎具有恒定的振幅。如果轨线

的 r -坐标在 z值为  O 时减小到 1r ，则与动力学 Hopf分岔相关的振荡的最小振幅仍可

被观测到。这些振荡的振幅和  与接近动力学 Hopf点的距离的耦合表征了回旋状态并将其

与时滞 Hopf分岔区分开来。当  在系统中固定时，时滞 Hopf点和回旋之间的区别变得模糊，

但是在许多例子中还是很清晰的。



系统（3.10）描述了 SAOs，在边界层方程中发生动力学 Hopf分岔的点附近具有非常

明显的非零振幅。然而，它不能解释MMOs中在产生 SAO期间开端时和结束时的特征性突

变，例如第 6 和 7 节中的突变，因为这些突变依赖于不属于系统(3.10)局部分析的机制。目

前还没有全面研究确定由回旋产生的 SAOs的突然开始和结束可能的几何机制。本文没有讨

论这个问题，而是重点研究了生成MMOs的 SAOs的局部机制。尽管如此，下面的示例说

明了一种突然跳离回旋的 SAOs的机制。考虑通过展开余维-2 的 Bogdanov–Takens分岔[90]

的“动力学”部分，定义系统(3.11)。

（3.11）
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如前面一样，我们把 z看作是一个缓慢变化的参数。当 0 且 0 时，系统有两条

平衡直线，由 x 和 0y 所定义。一个超临界 Hopf分岔沿平衡线 0x 的部分出现。

在该分岔中产生的周期轨线族终止于同宿轨线。而且  yx, 平面上总是存在一个有界区域，

在该区域内围绕平衡点发生振荡，这就是回旋区域。边界层方程在 0x 时的(鞍)平衡线扰

动到鞍型 Feniche流形，在这个例子中它的稳定流形和不稳定流形引导入口和出口到回旋处。

正如我们所见到的那样，振荡的数目及其最小振幅由初始条件和  的大小决定。这在图 15

中用 1.0 的系统(3.11)的轨线和  的不同值加以说明了，所有这些都从位于回旋区域之

外的初始条件    12.0,8.0,1,, zyx 开始。注意到 x和 y是  1O 量级的，所以一个回旋产

生的条件是 z 是  阶的。在图 15(a)中，当 006.0 时，我们没有发现回旋的产生，但是

观察到衰减很快、在一段时间内非常小的振荡，然后在轨线跳离之前再次快速增长。另一方

面，在子图(b)中，当 012.0 时，振荡先衰减然后逐渐增大，并且它们始终保持可观测的

大小。我们得出结论， 刚好足够大，足以描述一个回旋区域，在跳跃发生之前通过它可产

生七个 SAOs。对于更大的  值，相同的初始条件会产生几乎保持恒定振幅的振荡；这种情

况可以参见图 15(c)中，其中 02.0 。注意到由于在边界层系统中通过 Hopf分岔附近区

域的较快的移动，所以我们现在在轨线跳开之前只发现三个 SAOs。

图 15：具有初始点    12.0,8.0,1,, zyx 的系统(3.11)的轨线的 x -坐标的时间序列。(a)–(c)分别为当 1.0 时，对应 006.0 、 012.0 和

02.0 的情况。

有趣的是，把与回旋相关的 SAOs与那些发生在折结点附近或奇异 Hopf分岔附近的

SAOs相比较。这两种 SAOs的第一个区别是，对于回旋来说，振荡周期是  O (慢时间)，

而对于其他两种情况，振荡周期是  O 。其次，一个回旋的最小振幅和 SAOs的数目是由奇

异摄动参数和到时滞 Hopf分岔点的全局回归距离决定。对于折结点，特征值的比值  和全

局回归到强鸭解的距离 决定了 SAOs的最小振幅和最小数目，而对于奇异 Hopf分岔，SAO
的这些性质仅由全局回归到鞍焦平衡点的稳定流形的距离决定。最后，对于一个回旋来说，

SAOs的终止取决于全局机制或 SAOs的振幅的某些（给定）定义的阈值。没有区分与折结

点相关联的终止机制，但平衡点的不稳定流形与排斥慢流形的交点通常限制了奇异 Hopf分
岔附近的 SAOs的振幅。



3.5.SAOs 局部机制概述

现在，我们总结一下本节关于产生MMOs的局部机制的主要结果。对于具有单个快变

量的系统，支持产生 SAOs的局部机制必须涉及两个时间尺度的混合。我们对在折结点和折

鞍点附近产生MMOs的区域进行划分:

1.折结点（Folded Nodes）：如果参数满足适当的量级条件（  1Ov  ），使得整个系

统的平衡点不在折结点附近，那么应用 3.1 节的理论，SAOs是由于慢流形的扭曲而产生的。

2.奇异 Hopf（Singular Hopf）：正如 3.2 节所介绍的那样，在奇异 Hopf分岔(  Ov  )

附近的动力学趋向于相当复杂状态。当轨线遵循鞍焦点的不稳定流形时，就会产生 SAOs。

3.过渡区（Transition regime）：折结点区和奇异 Hopf区被中间值为  Ov  的过渡区

分开。参考文献[144]对折结点理论进行了推广，可以发现在参考文献[144]中的参数  不仅

表示特征值之比，而且还可以用于描述爆破（blown-up）系统中平衡点到折结点的距离。在

这种过渡区域中，SAOs可以穿过折结点的旋转扇区，也可以沿着鞍焦平衡点的不稳定流形

螺旋离开。

在具有至少两个快变量的系统中，回旋提供了生成 SAOs的不同的局部机制。这里，边

界层方程具有复特征值，且 SAOs与系统的快速方向一致。目前，把回旋作为MMOs生成

机制的相关系统性研究较少，理论上研究也不够完善。

最后，具有三个时间尺度的三维系统可以展示本节所讨论的所有机制。换言之，一个三

时间尺度系统可以被认为是具有两个慢变量，在这种情况下，可以找到折结点和奇异 Hopf
机制，或者，作为备选方案，可以认为具有两个快变量，这允许发生回旋。

下面的四个部分是说明的在不同的局部机制产生MMOs的案例研究：

◎在第 4 节中，Koper模型是一个三维慢系统，其中具有折结点和超临界奇异 Hopf分
岔。

◎在第 5节中，三维简化 Hodgkin-Huxley模型也具有折结点，但还具有亚临界奇异 Hopf
分岔。

◎在第 6 节中，peroxidase-oxidase反应（PO 反应）的四维 Olsen模型显示与回旋有关的

MMOs。

◎在第 7 节中，Showalter-Noyes-Bar-Eli模型是一个展示MMOs的七维系统。组织产生

这些MMOs的全局机制是未知的，但我们在这里可以明确的是，MMOs中的 SAOs是由于

一个回旋。
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