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我们介绍了相关的标准形式和模型系统，并就产生的 SAOs的本质提供了精确的说明。

这门学科的性质决定了其中一些分析是技术性很强的。然而，这种分析使我们能够估算某些

量，这些量是可以从数值模拟和实验数据产生的，并在产生MMOs例子中可以测量的。具

体来说，我们考虑的是 SAOs的数量以及每个周期的振幅变化。每个局部机制的这些特性都

用基本的几何概念进行了说明和讨论，并在第 4-7 节中给出了研究案例。此外，在第 3.1-3.4

节中，我们将展示在存在将轨线带回具有 SAOs的区域的全局回归机制（global return
mechanism）的情况下，各个局部机制如何导致MMOs产生的。这种全局回归机制是在模型

中被发现的；参见第 3.2 节和第 4-5 节的研究案例，研究的是具有 S 形的慢流形。我们还考

虑了与进出 SAOs区域相关的邻近慢流形的轨线的几何结构。

3.1.在折结点处的 MMOs

折结点仅仅是针对在慢时间尺度上的系统（2.1）的奇异极限（2.4）而定义的。然而，

它们与MMOs直接相关，因为当对充分小的正值  ，系统(2.1)的轨线会穿过一个折结点处

具有小振荡的区域。Wechselbe
-rger和合作者在[31,214,237]中对折结点进行了详细的分析，而 Guckenheimer、Haiduc[88]
和 Guckenheim
-er[86]则计算了在折结点附近的慢流形的交点并绘制了沿着穿过这些区域的轨线的流形

图。从定理 2.3 中，我们知道折结点处的特征值之比 10   是决定折结点附近动力学的

一个关键量。特别是， 控制振动的最大数量。上述研究采用标准形式描述了折结点附近的

振荡动力学。这些标准形式的两个等价形式是（3.1）和（3.2）：
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注意到  是系统（3.2）的特征值之比，并且 0 且 0 表明了在系统（3.1）和（3.2）

中没有平衡点。如果把系统（3.1）中的  zyx ,, 用  wvu ,, 替换掉，并记时间变量为 1 ，则

通过以下的坐标变换
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因此系统（3.1）中的次鸭解的数量会随着参数 v而变化：当 v较小时， v2 ，将 x， y，
z， t再次缩放为 xx 2

1
 ， yy  ， zz 2

1
 ， tt 2

1
 ，并应用于系统（3.1）中，为

了便于记号，把横杠去掉，得到系统（3.4）
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因此，对于不同的  取值，系统（3.1）的相图通过线性映射在拓扑上等价。系统（3.4）的

标准形式描述了折结点（这里是原点）附近的动力学，特征值之比  与系统（3.3）所给的

相同。从 0x ， y 的区域处过来的轨线穿过折结点区域的过程中会产生一些振荡，这

些振荡是在向 0x ， y 区域处延伸之前产生的。在这个系统中没有返回到折结点区域

的轨线。我们先关注小振荡的数量。如果对于某个 Nk  ，使得 3212 1   kk  ，

则在系统(3.4)中折结奇异点的  1O 附近，主强鸭解 s 绕主弱鸭解 w 扭转 1 次，第 i个次要

强鸭解 i ， ki 1 ，绕主弱鸭解 w 扭转 12 i 次。系统（3.4）对应于一个在系统(3.1)

和(3.2)[214,237]中的  O 邻域。(扭转相当于半旋转。)在图 6中描述了系统(3.4)当

025.0v 时的这种扭转。注意到当 025.0v 时对应的 0557.0 。因此，当 8k 时，满

足 32953.1712 1   kk  ，所以根据定理 2.3，存在八个次鸭解 i ， 81  i ，

以及强鸭解和弱鸭解 ws / 。图 6 展示了在一个三维的区域的系统(3.4)的吸引分支 aS 和排斥

分支 rS ， z轴取在  到 之间的相图， z 和 z 的两个平面记为  和 - ，其中

14.0 ；有关如何完成这些计算的详细信息，请参见第 8 节。尽管简化的标准形式的系

统(3.4)不再依赖于  ，我们仍然要了解慢流形的  相关，以便把它们从临界流形的吸引

分支和排斥分支中区分开来；此外，吸引慢流形 aS 和排斥慢流形 rS 可以被看做是系统(3.1)

或系统(3.2)的慢流形。这两个流形都是 Fenichel流形的拓展形式，并且它们说明了慢流形

如何在临界流形的折曲线附近相交；折曲线是 z轴。由于标准形式系统（3.4）的对称性：

   tzyxtzyx  ,,,,,, 

这两个慢流形 aS 和
rS 关于 y轴旋转 90 度，它们就是彼此的像。图 6(a)中相交曲线为鸭轨

线；被黑色标记的是主强鸭解 s（黑色）和前三个是次鸭解 1 (橙色线)， 2 (红色线)和 3 (青

色线)。嵌在其中的(b)图展示的是 aS 和
rS 在平面  0:f  zn 上相交的曲线，其中包含位

于原点的折结点。在平面 nf 上鸭轨线被确定为交集点；只有主强鸭解 s 和三个是次鸭解

31   被标记出来，但是请注意，在图的中心还有其他的互相非常接近的鸭解（包括弱鸭

解 w ）。



图 6：当 025.0v 时的系统(3.4)在折结点附近的不变慢流形。吸引慢流形 aS (红色)和排斥慢流形 rS (蓝色)都是 Fenichel 流形的扩展。主要强

鸭状 s (黑色曲线)和三个次要的鸭解 1 (橙色线)， 2 (红色线)和 3 (青色线)是 aS 和 rS 的前四条相交曲线；插图（b）显示了这些对象如何与正

交于折曲线  0,0  yx 的截面相交的。

进入折区域的轨线被限制在由 aS 和
rS 及其两条相交曲线围住的带状区域中。相交曲线

是最大鸭解，并且这个轨线受到这两个有界鸭轨线振荡影响。为说明有多少鸭解，以及它们

究竟产生多少振荡，我们在图 7(a)中展示了系统(3.4)在 025.0v 时的流形图。由于流形

沿着 aS 强收缩，对于沿 rS 不延伸的轨迹，穿过折区域的流形图沿一个方向强收缩。因此，

流形图几乎是一维的，并且可以用一些始于临界流形且远离折曲线的轨线来近似。图 7(a)

所示流形图是通过对线段  75.025.3,400,20 2  zxyx 上的 500 个等间隔的初始

值分别到平面 10x 进行积分而获得；所绘制的是最终值相对于初始值的 z -坐标。在这个

流形图中可以看到不连续性的十个片段。这些不连续的分段标记在线段

 75.025.3,400,20 2  zxyx 的扇区上，这些扇区对应于不断增长的 SAOs；实

际上，每个分段对应于慢流形的吸引分支 aS 上的二维的扇区 iI ， 90  i 。图 7(a)中右

侧的外部扇区 0I 在左侧由主强鸭解 s 界定；扇区 1I 由主强鸭解 s 和第一个最大次鸭解 1 共

同界定；扇区 iI （ 8,,2 i ）由最大次鸭轨线 1i 和 i 界定，最后一个（左外部）扇区 9I
在右边由 8 界定。在主强鸭解 s 和最大次鸭解 i 的一侧， 80  i ，轨线沿着排斥慢流形
rS ，然后随着 x值的减小跳跃。在 s 和 i 的另一侧，轨线跳回到吸引慢流形，并在流向 y

之前，通过折结点区域再进行一次振荡。图 7 中的四个图(b1)-(b4)展示了四条轨线投射到

 yx, 平面上的部分；它们的初始值是    inzzyx ,400,200,,  ， inz 是图(a)中所标记部分的 z
轴对应坐标，即(b1)-(b4)分别对应 25.1inz ， 5.1inz ， 75.1inz 及 25.2inz 。

子图(b1)中的轨线选自扇区 2I ，由 1 和 2 界定；该轨迹产生 2 次振荡。在图(b2)中的轨线

来自扇区 5I ，并且实际上它产生 5 个振荡。图(b3)和(b4)中的另外两条轨线分别产生 7次

和 9 次振荡，但是在这些振荡中，有一些因为太小而不可见。



图 7：当 025.0v 时的系统(3.4)的旋转扇区数目的数值研究。子图(a)通过绘制 z -坐标 outZ 第一次回归到具有等间隔初始值为

   inZzyx ,400,20,,  的 500 条轨线在截面 10x 的图,其中 75.025.3  inZ 。子图(b1)–(b4)显示了投影到  yx, -平面上的四个轨线，这些

轨线对应于子图(c)中标记的点，其中面板子图(b1)中 25.1inZ ，子图(b2)中 5.1inZ ，子图(b3)中 75.1inZ ，子图(b4)中 25.2inZ 。

图 7 中的扭转扇区的实际宽度非常接近，导致与  相关的伸缩常会获得系统(3.4)。当

在系统(3.1)和系统(3.2)中的方程依赖于  时，扇区的宽度也会依赖于  。事实上，除了最

大扭转对应的扇区外，所有扇区宽度都非常小，最大扭转对应的扇区被 k 和主弱鸭解所界

定。对于产生振荡的旋转扇区宽度的渐近分析，系统（3.2）更方便些，因为去奇异化的慢

流的特征值是  和-1。Brons，Krupa和Wechselberger[31]发现以下结果。

定理 3.1(旋转扇区的宽度)考虑系统(2.14)，假设该系统有一个折结奇异点。在距离折

曲线  1O 处，所有次鸭解都位于主强鸭解的
  2
1 




O 邻域内。因此旋转扇区的宽度 iI
（ ki 1 ）为

  2
1 




O 且扇区 1kI 的宽度是  1O 。
注意，当 0 (折鞍点极限)时，旋转扇区的数目会无限增加，并且它们的宽度上限

减小到  21O 。

3.1.1.具有全局回归机制的折结点

全局回归机制可以保证轨线再次回到到折结点漏斗，从而产生MMO。在这种情况下，

我们产生一条辅助轨线，如图 8所示的那样。从折结点开始，随着快流形，直到它返回漏斗

中，然后流形再回到折结点。我们把流形（全局回归点）到奇异强鸭解 s
~ 的距离记为 ，

这个距离是在距离折曲线  1O 距离的横截面上测量的，在（折点处）辅助轨线返回到漏斗。

在满足一定的技术条件下， s1 模式的MMO就形成了，其中 SAOs的数目 s可以根据定理 3.1

预测出来；这个定理也表明了辅助轨线最有可能通过最大旋转的扇区 1kI ，这里的 k是由特

征值比  所决定的。综上所述，我们得到了以下结果。

图 8：产生 MMOs 的辅助周期轨线 c 的示意图，该 MMOs 具有由折结点奇异性产生的 SAOs。辅助周期轨线 c 在与弱奇异鸭解 w
~ 相关的最大旋转扇

区中沿着临界流形(red)的吸引分支 aS (red)靠近折结点。当轨线到达折结点（黑点）时，它沿着一层跳跃并继续进行全局回归。



定理 3.2(泛型特征 11 s 的 MMOs[31])考虑系统(2.14)满足以下列假设:

(A0)假设 10   ，并且充分小，  2
1

，对于 Nk  ，有

3212 1   kk  。

(A1)临界流形 S 是(局部)一个折曲面。

(A2)相应的简化问题具有折结奇异点。

(A3)存在一个辅助周期轨线(如图 8构建的那样)，它是由层界问题的快纤维组成，是

一个全局回归段的一部分，他也是从距离奇异强鸭解 s
~ 为 处开始的漏斗内的吸引流行 aS

的一部分。(在到折曲线 F距离  1O 处测量的)。

(A4)假设存在一个适当的横截面。 则存在一个稳定的 11 k 特征的 MMO。

(A4)中所提到的横截面假设在一般情况下难以确切的表述。在一个 S 形流形的环境下，

它涉及到两个折曲线在吸引慢流形相对分支上的投影，并且这些流形沿这些分支，关于这一

点可以参考文献[31]。

定理 3.2 不仅要求对充分小的  满足 10   ，而且还要求 2
1

  ( 10   )。

然而,  在应用中通常为  210O 量级的,为了该定理得以应用， 必须接近 1。因此，这种最

大MMO特征在实际应用中很少见到。此外，具有特征 11 k 的MMO的 SAOs往往太小，不

容易看到。

图 7 说明当轨线接近折结点时（靠近强鸭解的折结点），其中的 SAOs的振幅是很大的，

并且是位于 iI 之间的，其中 ki  。由定理 3.1 可知， ki  的扇区 iI 的最大宽度上界由
  2
1 




O （ 3
1 ）所界定。当 为

  2
1 




O 时，实际上可以找到伴有 ki  的 SAO的稳定

的MMO，关于这一点有下面的定理[31]。

定理 3.3(具有特征 il 的稳定的MMOs)假设系统(2.14)满足定理 3.2 的假设条件

(A0)-(A3)，并还满足假设条件（A5）:

(A5)当 0 时，全局回归点在奇异强鸭解 s
~ 上，并且当 0 时，回归点会以一定

的速度（非零）穿过奇异强鸭解 s
~ 。

假设
   02
1




 O 。若充分小的  满足 10   ， Nk  ，有

3212 1   kk  ，则对于每一个 i， ki 1 ，存在子扇区 ii II 
~

，其宽度为
  2
1 




O ，此宽度对应的距离区间为  
ii  , ，如果   ii  , ，则存在一个具有特征 il 的

稳定的MMOs。
定理 3.3 指出，当 增加时（假设  在这种参数变化中保持不变），我们应该会观察到

一系列特征 il 的稳定的MMO，相应的 SAOs越多。在从特征 il 到特征 1l i 的MMO的转换中，

即在区间  
ii  , 和区间  



 11, ii  之间的区域中，我们期望发现更复杂的类型，它们通常是

特征 il 和特征 1l i 的混合。从几何上讲，当将图 7(a)的流形图向上或向下移动时，会筛选出

不同的稳定的MMOs；由于一般  -相关的系统的旋转扇区 11 k 的宽度比其他扇区大得多，

因此当参数 引起变化时，应该期望通过对扇区 iI （ ki  ）的转换会非常快地。

如果  21 O ，即假设条件(A0)不成立，那么只要全局回归点落在漏斗区域内，

 1O 时，我们仍然期望会有特征 11 k 的稳定的MMO产生；注意到，  211 Ok  ，并

且这种MMO的 SAOs的振幅将再次变小。如果  21 O 且  21 O ，则产生含有较大

幅度 SAO的混合MMO的可能性更大。例如，在第 4 部分中图 20 展示了在 Koper模型中特

征 32ll 型的MMO。在这个MMO，全局回归非常接近次最大鸭解 2 ，首先稍微向左（进入

具有两个 SAOs的旋转扇区 2I ），然后稍微向右（进入具有三个 SAO的旋转扇区 3I ），就

会得到这个特征的MMO。



迄今为止所有的理论没有涵盖折结点附近的所有可能的动力学。如果高阶项包含在标准

形式（3.1）–（3.2）式中，则当  21 O 或更小时，在折结点的  21O 邻域中可能出现

平衡点。这一观察激发了我们对三维奇异 Hopf分岔的研究。

3.2.奇异 Hopf 分岔导致的 MMOs

慢-快系统（2.1）的平衡点总是满足   0,,, yxf ；一般地，它们位于某个区域中，

该区域与临界流形 S 相关，是法向双曲的区域。然而，慢-快系统的一般单参数族中，平衡

点可以跨越 S 的折。当这种情况发生时，在平衡点跨越折曲线处的折奇异点是慢-快系统的

实际平衡点。在具有两个慢变量的广义向量场中，由此产生的折奇异点是折鞍点，该折鞍点

正好存在于平衡点跨越折曲线处的特定参数值上，它被称为 II 型折鞍点。这与 I 型的折鞍点

是有区别的， I 型的仅仅是指简化流形的鞍点分支，这就意味着它不涉及全系统的（真正）

平衡点。这种区别是因为我们在折鞍点和折结点的例子中观察到简化系统的奇异点不必是全

慢-快系统的平衡点的投影。然而， II 型折鞍点是整个系统的实际平衡点。重要的是这意味

着，当 0 时，系统有一个奇异 Hopf分岔，它一般发生在参数空间中距 II 型折鞍点分岔

 O 处。

为了获得奇异 Hopf分岔的标准型，根据折结点的标准型（3.1）式，并加入高阶项，

从而获得（3.5）：

（3.5）










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xzy
xyx



 2

类似于系统（3.1）那样，对（3.5）式中的变量作如下变换：

xx 2
1

 ， yy  ， zz 2
1

 ， tt 2
1



系统（3.5）变为如下形式：

（3.6）
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xyx

2
1

2
1

2



这个缩放的向量场提供了一个折奇异点邻域的  21O 的缩放，在这个邻域里期望会有 SAO
发生。缩放从第一个方程中去除了  ，而第三个方程的系数 a、b和 c变得与  相关；v保持

不变。注意到当 0 时， y的系数趋向于 0 的速度比 x和 z的系数趋 0 的速度要快。这个

特性使得慢速系统的标准型的定义有些问题：状态空间变量和奇异摄动参数  的缩放相互影

响。这些与  相关的尺度在折点和折奇异点的“blow-up”分析中起着重要作用。

与折结点的标准型（3.1）式相反，系统（3.6）对于所有 v值都具有平衡点。如果  1Ov  ，

则这些平衡点远离原点，其坐标为  21O 量级或更大。由于要研究折奇异点附近的动力学，

系统(3.6)中的  相关项在这个参数域中几乎不起作用，该系统可以看成是折结点标准型

(3.4)式的微摄动后得到的；因此，如果  1Ov  ，则定理 3.2 和 3.3 是适用的。另一方面，

如果ν=O(ε1/2)或更小，则存在一个平衡点位于相空间的  1O 区域内。这个平衡点是由系

数 a 和 c 所决定，并且在折奇异点附近的局部动力学中起着重要作用[87，144]。特别地，

对于  Ov  [87]，平衡点经历奇异 Hopf分岔。因此，对于参数值  21Ov  或更小，系

统（3.6）中第三个方程的高阶项是至关重要的。



因此，经历奇异 Hopf分岔的系统的最合适的标准型是什么？（几个组）已经导出了系

统（3.5），但是由于在缩放后  具有较高的阶数，所以使（该项）下降。然而，该项出现

在系统（3.5）Hopf分岔的第一 Lyapunov系数  中的最低阶项的公式中，因此如果我们希

望确定奇异 Hopf分岔的完全展开[87]，则该项必须保留。

发生在奇异 Hopf分岔附近的MMOs具有与通过折结点机制生成的MMOs稍微不同的

特性。Guckenheimer和Willms[95]观察到亚临界(普通)Hopf分岔可能导致参数空间的一大

片区域汇集到具有不稳定的复特征值的鞍平衡点的小邻域中。在轨线接近平衡点后，SAOs
的量级随着轨线螺旋离开平衡点而增加。类似的MMOs有可能穿过过奇异 Hopf分岔附近，

此时平衡点是一个鞍焦点，吸引 Fenichel流形上的轨线汇集进入靠近平衡点的一维稳定流形

的区域，SAOs随着轨迹螺旋离开平衡点（鞍焦点）而发生。我们在此回顾我们对奇异 Hopf
分岔和附近经过的MMOs的理解，这仍然是不完整。

图 9：参数为    01.0,17.1,3251.0,3872.0,0072168.0,,,, cbav 的系统（3.7）的 MMO 周期轨线（黑曲线）的相图。临界流形 S （灰色）是在 0x 和

3
2x 处有折的 S 形表面。轨线由两个靠近 S 吸引分支的慢段和两个快段组成，其中 SAOs 位于靠近平衡 p 的区域，而 S 排斥分支 rS 正好经过

0x 处的折。子图(a)显示了三维视图，子图(b)是在  yx, 平面上的投影。

因为没有全局回归机制，标准型（3.5）式不能产生MMOs；在该系统中，轨线在有限

时间内离开平衡点和折曲线流到无限大的区域。这种特性可以通过向使临界流形为 S 形的标

准型中添加三次项来改变，类似于 Van der Pol方程：

（3.7）
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对奇异 Hopf分岔的标准型的这种修改作为MMO的“简化”模型导出。如图 9 所示，系统

（3.7）在原点附近只引入一个小摄动，但是 S 形临界流形创建了离开原点附近的轨线可能

返回的可能性。图 9 展示了在具有参数 v的系统(3.7)中MMOs总体结构的一个例子，也就

是说，其中的参数

   01.0,17.1,3251.0,3872.0,0072168.0,,,, cbav

注意到  Ov  。 S 形临界流形 S 是图 9(a)中的灰色线；(b)中展示的是图 9(a)的顶视图。

流形 S 具有两条折曲线，一条在 0x 处，一条在 3
2x 处，它们将 S 分解为一个排斥分

支和两个吸引片分支。对于我们的参数选择，在排斥片分支上存在靠近原点的鞍焦点平衡点

p（该原点是折结奇异点）。平衡点 p具有一对不稳定共轭复特征值。图 9 中的黑色曲线是

一个稳定的MMO周期轨线，记为 ，它与平衡点 p相互作用如下：从 0x 处的折刚好经

过，即在原点附近且 0x 的区域，轨线 沿着其二维不稳定流形从平衡点 p螺旋形离开，

并反复与临界流形 S 的排斥分支 rS 相交。当轨线 与排斥慢流形(未示出)相交时，它便跳

到 3
2x 的临界流形 S 的吸引分支 aS 上。然后，轨线跟随这个分支到达 3

2x 的折



处，之后它跳到 0x 的临界流形 S 的排斥分支 rS 处。然后，轨线返回到平衡点 p附近，

并重复这个周期运动。

图 9 所示的MMO周期轨线只是系统（3.7）中的多种复杂动力学类型之一。对于系

统（3.7）超临界 Hopf分岔产生的小振幅稳定周期轨道，存在（参数区）。这些周期轨线

的后续分岔可能是倍周期分岔或环面分岔[87]。倍周期(级联)会产生可能与混沌MMOs相
关的小振幅混沌不变集。例如，图 10 显示了系统(3.7)在参数

   01.0,17.1,2053.0,2317.0,004564.0,,,, cbav 时的混沌MMO轨线，（该轨线）是由奇异

Hopf分岔产生的周期轨线的倍周期(级联)产生的。由于时间序列的非周期性，它看起来是

混沌的，如图 10(a)中的 x坐标所示。在图（b）上显示了  yx, 平面上的二维投影。注意到

这个轨线既不接近平衡点 p也不接近原点的折奇异点。当 v从图 10 中使用的值(其中 v值已

经是  O 量级)减小时，轨线的大振幅周期变得不那么频繁并且很快消失，导致小振幅混沌

（吸引子）。在第 4节讨论了系统(3.7)的一个重新缩放的子族，给出了复杂动力学的进一

步例子以及与该系统相关的MMOs的组织方式的一些分析。

图 10：参数为    01.0,17.1,2053.0,2317.0,004564.0,,,, cbav 的系统（3.7）的混沌 MMO 轨线图。子图(a)显示从 100t 到 200t 的轨线的 x 坐标

的时间序列，子图(b)显示轨线在  yx, -平面上的投影。
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