
简化 Hodgkin–Huxley系统中的 MMOs

Martin Wechselbergerǁ

作为下一个案例研究，我们考虑著名的 Hodgkin–Huxley 方程的三维简化形式，该方程

描述了鱿鱼巨轴突中动作电位的产生；参见[118，198]和[45]中的推导，在这这参考文献中

使用了相同的示例。该简化模型仅描述电压(V )、钾通道( n )的激活和钠通道( h )的失活，

钠通道(m )的激活非常迅速，并且几乎瞬间达到平衡状态  mm (V )，这可以通过简化的

中心流形[198]进行数学证明。钾通道( n )和钠通道( h )门的演化被认为是缓慢的，而电压V

的演化被认为是快速的。为了证明这种时间尺度分离，我们通过引入无量纲电压变量 v =
vk

V

和无量纲时间
tk

t 来无量纲化 Hodgkin–Huxley方程，其中 vk =10mV 是参考电压尺度，

tk =1ms 是快参考时间尺度；这就给出了系统(5.1)

（5.1）
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表 1 Hodgkin–Huxley等式（5.1）的初始参数值

Nag kg lg NaE KE LE h n C

120.0 36.0 0.3 50.0 -77.0 -54.4 1.0 1.0 1.0

其中无量纲参数 vxx kEE  ， Naxx ggg  ，  hnmx ,, ，  NavgkII  ，

  tvNat kgkC  : 。初始 Hodgkin–Huxley 参数值在表 1中列出，因此

101.0120
1  ，且系统（5.1）表示以 v为快变量，以  hn, 为慢变量的奇摄动系统。

函数  vx 和  vtx ，  hnmx ,, ，描述了门变量的（无量纲）稳态值和时间常量，其中
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初始的具有伸缩参数 1 mnh  的 Hodgkin–Huxley 方程没有显示 MMOs[105]，但

如果 1,   hh 或 1,  ehh  超过了一定阈值，则会观察到MMOs[45，198，199]。这

里，我们关注当 0.6h ， 0.1n ， 2.1C （因此 01.0 ）的具体情况。我们使用初

始 Hodgkin–Huxley方程的电流 I（单位为 2cmA ），即重新缩放系统（5.1）的 I 作为唯一

的自由参数。此外，为了便于与其他研究进行比较，我们用无缩放电压 vV 100 表示输出，

单位为mV 。

从数学的角度来看，MMOs是由于在 359.8 HII 处存在（次临界）奇异 Hopf分岔

和在奇异极限 0 处存在折结点而产生的。（5.1）的临界流形定义为
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分支 ,aS 是稳定的，中间分支 rS 不稳定的， F 表示折曲线[198]。该流形上的去奇异简化系

统由下式给出：
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在生理相关范围内，对去奇异简化流的相平面分析表明，对于 83.4 FSNII ， F 上存在

折结奇异点。此外，可以看出，当 6.15 rII 时，全局回归机制向漏斗区域投射；见[198199]。
因此，折结点理论预测在当 0 时的奇异极限下 I 值收敛到 rFSN III  的范围内存在

稳定的MMOs。

图 23： 0.6h ， 0.1n ， 2.1C ， 12I 的三维简化 Hodgkin–Huxley 方程(5.1)的最大次鸭轨线 5 和 6 。(a)显示了两个鸭轨线在  Vn, -平

面上的投影，还显示了强奇异鸭解 s
~ 和弱主鸭解 w 。 5 和 6 在(b)的  Vh, -平面上的投影分别显示了五个和六个振荡。

图 23(a)显示了 I =12 的折结点的奇异性，该折结点大致位于  nhv ,, =(0.593，0.298，

0.407)处，然后投影到  Vn, -平面上。两条黑曲线穿过折结点的强奇异鸭解 s
~ 和主弱鸭解

w 。另外两条曲线是在折结点附近计算的扩展慢流形的交点时发现的最大次要鸭解 5 和

6 ；另见第 8节和[45，图 6]。它们在  Vh, -平面上的投影，显示了 5 和 6 的振荡性质，

如图 23(b)所示。注意，图 23(a)中的主弱鸭解 w 的最终振荡显示了鞍焦点诱导的 SAO的

明显特征。实际上，由于在 359.8HI 处的奇异 Hopf分岔，相对靠近折结点存在鞍焦平衡

点  414.0,379.0,589.0q 。从 I =12 向 HII  递减，导致 q向折结点移动，并且与图 21(c)

相比折结点诱导的 SAOs和鞍焦点诱导的 SAOs的混合将更加明显。

当 I 变化时， I =12 的平衡点 q保持不变。图 24(a)显示了部分分岔图，在这里我们绘

制了V 对 I 的最大值。类似于[45]中的分析，对于所有 I 都存在唯一的平衡点，这些平衡点

当 HII  且 I 270.772（约数）时是稳定的。 HI 上的（奇异）Hopf分岔（标记为 H ）产



生了一系列鞍型周期轨线。这一族周期轨线在 I 6.839， I 27.417 和  SLII 14.860 处

经历三次分叉（ SL），此后两个非平凡的 Floquet乘子的模小于 1，并且相关的稳定周期轨

线对应于该领域中已知的（放电）。图 24(a)显示了第一个 SL之后很快在 I 7.651 处出现倍

周期分岔( PD )， I 7.651 是 Floquet乘子中的一个，这两个乘数在第一个 SL之后都不稳

定。因此， PD后的周期轨线是不可定向的，并且是鞍形的。注意，第二个 SL（图 24(a)

中未显示）必须在第二个 SL之前产生。

图 24： 0.6h ， 0.1n ， 2.1C 的三维简化 Hodgkin–Huxley 方程(5.1)的 MMO 周期轨线。(a)显示分岔图，其中绘制了最大 V -值相对于电流 I

的图。在由倍周期分岔 PD 和极限环分岔 SL 的鞍结点所限定的 I 范围内，存在 MMO 周期轨线的等值线。等值线呈交替的浅蓝色和深蓝色。（b）显

示 Hopf 分岔附近的扩大图。所有等值线在 087.8SLI 处都具有折分岔。（c）所示的周期轨线  在 12I 都是稳定的 MMO，（d）展示了  的最大 V -

值 mV20 。

MMOs以一系列 I 对应的周期轨线的孤立族存在；图 24(a)显示了这些等值线中的 11

个等值线呈交替的浅蓝色和深蓝色。单个等值线上的所有周期轨线具有相同数量的振荡。每

个等值线包含一个较短的停滞期（平稳期），在该停滞期（平稳期）内 mVV 40 附近有最

大V ， mVV 40 附近相关的MMOs是稳定的，且是特征 s1 。对于我们选择特定的 0.01=ε ，

我们发现稳定的MMO间期在左侧为 HI ，右侧为 SLI ，即 860.14359.8  I 。回想一下，

基于当 0 的奇异极限的理论，对于 6.1583.4  rFSN III ，预测 s1 模式的稳定

MMO周期轨线的存在；即使  相对较大，匹配结果也是出奇的好。当 I 下降到 HI 时，稳定

特征 s1 MMO中的数 s趋于无穷大，因为由于 Hopf奇异性形成了同宿轨线；参见[45]。此

外，存在具有更复杂模式的稳定MMO特征 2111 ss ；参见[199]。比较图 19 中第 4节中的

Koper模型；MMO周期轨线沿着等值线经过几个分岔（主要是极限环分岔的倍周期和/或鞍

结点）。最大V 值表示各个MMO周期轨线的最大振荡幅度。注意 mVVV F 20


的等值

线的折结构，它近似于动作电位的复极阈值。该值还对应于上折曲线 F 的V -值，在该V 值

处，轨线跳回。对于停滞期（平稳期）上的MMO，LAOs对应于一个完整的动作电位，而

随后的 s个 SAOs是亚阈值振荡。

图 24(b)显示了在 Hopf分支附近MMO周期轨线的等值线如何累积扩展，该 Hopf分支

是理论预测特征 s1 的区域，即MMO具有一个大（位移）的和 s个 SAOs。这是通过全局回

归机制随着 I 的变化而投影到临界流形 S 上来组织产生的。如果回归投射到一个次要流形

上，那么周期轨线的一部分跟随次要流形到慢流形的不稳定分支 rS 上。然而，只有到达上

折曲线 F 区域的鸭周期轨线才是最大次鸭结。因此，相应的次要鸭解族可以分成两组：一

组是具有最大


 FVV 回跳鸭解的次要鸭解，另一组是具有最


 FVV 跳离鸭解的次要鸭解。

这是在此应用中的一个重要区别，因为虽然跳离鸭解将创建动作电位，但是跳回鸭解将不创

建动作电位。

我们沿着图 24(a)和(b)所示的等值线之一来阐述鸭解。如图 24(c)所示，在 12I 时的

停滞期（平稳期）上存在稳定的MMO周期轨线；它的特征是 61 ，它位于等值线上，该等值

线对应于总共有七个振荡的周期轨线。注意，的大（位移）高于阈值。与图 23（b）比较，



的六个 SAOs是由于全局回归在旋转扇区上起作用了，该旋转扇区由当 12I 时的最大次

鸭解 5 和 6 界定（未在图中示出）。当周期轨线继续沿 I 增加的方向延伸，最大V 值就会

减小，LAO 从动作电位变为亚阈值振荡。图 24(d)显示了当最大V 值大约为 mV20 时的 (此

时是不稳定的)。观察到 仍然总共有七个振荡，但是此时其中两个具有快速段。这些快速

的片段是跳回的鸭解。更准确地说，周期轨线 由 6 鸭解族的回跳鸭解的一段组成，该段

连接到强鸭解族的回跳鸭解的一段，该段又返回连接到初始形成段，从而形成闭循环。可以

把图 24(d)中的归类为具有特征 52 的MMO，因为只有五个振荡是由于靠近折结点的（通

道）而具有非常小的振幅，而由于回跳鸭解，存在两个明显可区分的更大的具有快速段的振

荡。然而，的这些较大的鸭振荡都不能产生完整的动作电位，这意味着下文中有关这个应

用的所有振荡都被归类为 SAOs。

图 25：由十个振荡组成的周期轨线族的延拓。延拓的起始点和结束点在 12I 处，折点为 087.8I 。（a）显示了沿这部分等值线计算的 90 个周

期轨线的 V 时间序列的三维“瀑布图”；黑色周期轨线位于折点处。蓝色轨线对应于折点和 Hopf 分岔对应的 I -值之间的等值线部分，即 359.8HI 。

（b）显示沿  VI , -平面分支的最大 V 值，箭头指示延拓的方向。（c）显示折处的周期轨线以及投影到  Vn, -平面上的共存小周期轨线。

图 25 显示了沿着图 24(a)中等值线的下部的周期轨线的特征，它们非常接近从 Hopf分
岔分岔出来的鞍形周期轨线的分支。更具体地说，图 25(a)显示了沿着等值线的下部的 90

个周期轨线的时间序列的“瀑布图”，当 12I 时沿着该等值线一共发现 10 个振荡。分岔

的这个部分如图 25(b)所示。这个等值线的折点在 087.8 SLII ，相关的周期轨线用粗体绘

制在图 25(a)中。当 HSL III  分岔部分的周期轨线用亮蓝色显示。沿着等值线这一部分的

周期轨线与在等值线高峰附近发现的MMOs截然不同，也就是说，它们由 SAOs和跳回鸭

解组成，总共有 10 个。图 25(c)显示了折处的周期轨线在  Vn, -平面上的投影，还显示了

产生于 Hopf分岔的分支上的共存的小周期轨线。该图表明折处的周期轨线正在接近小周期

轨线的同宿循环。

MMOs的研究起源于化学反应中振荡的研究，特别是在 20 世纪 70 年代和 80 年代，当

时人们感兴趣的是确定这些系统中的非周期动力学是否是确定性混沌还是噪声的产生的结

果。以 BZ反应为研究对象，建立了复杂动力学系统的定量模型。尽管如此，这些为反应建

立精确动力学模型的尝试只是部分成功。这些模型具有多个时间尺度，使得很难根据当时存

在的理论来解释它们的动力学。从那时起，GSPT的进展表明，对这些模型的重新研究可以

在已被抛弃的问题上取得重大进展，而没能在一代人之前得到解决。新技术也可能使实验能

够比 1980 年代更精确地测量这些反应的动力学。然后，现在，研究这些反应的动机之一是

开发研究生物系统动力学的方法。

这次调查研究的重点是通过特殊点附近的通道产生 SAOs的局部机制，这些特殊点通常

可以在多时间尺度系统中找到。MMOs 是在返回机制之前产生的，返回机制允许轨线一次

又一次地通过 SAOs区域。我们这里只考虑返回机制，该机制在一次大的偏移之后立即将轨



线带回 SAO区域，这对应于一个单 LAO。然而，MMOs可能在产生 SAOs时期具有更一般

的特征，该特征伴有多个 LAOs的。迄今为止，对于 1L 的MMOs的产生机制研究甚少。

对于一些具有两个慢变量和一个具有 S 形临界流形的快速变量的三维系统，从 SAOs周围的

区域返回到其自身的全局回归是非常规则的，并且可以通过大约一维线性映射来近似。这个

场景预计不会产生许多 1L 的复杂特征。对于具有三个时间尺度[139，140]的系统，也被分

析出了类似的效果，其中被找到的唯一特征是 12 ， 22 和 L1。这些结果也得到了其他几个三

维模型[123、126、182、198、199]和在[6]中实验的数值证据的支持。

目前文献中很少对 1L 的更复杂的MMO特征进行详细分析。这种情况似乎最常发生

在高维化学反应中，如 BZ 反应[159,157,158,106]、Briggs–Rauscher 反应[122]和 PO 反应

[154,151]；参见第 7 节。我们讨论了一种获得把 1L 的 LAOs作为MMO一部分的可能性：

在MMO轨线重新进入 SAO 区域之前，快子系统中存在几个大的振荡。正如 3.3 节所述的

那样，这要求至少在相空间的某些部分中存在二维快速动力学。我们注意到，在具有两个或

更多个快速变量的系统中， 1L 的MMOs的存在类似于在突发系统[111]中发现的振荡。在

具有MMOs的慢速系统的边界层方程中，很少会去尝试分析跟随周期轨线族的 LAOs的起

始和终止相关的机制。对于突发，Terman和 Lee的论文[217]是一篇很具有代表性的研究。

更一般地，对于在具有至少两个慢变量和两个快变量的系统中的MMOs来说，人们期望发

现大量的不同的全局回归机制，这些机制可能在 SAOs存在的各个时期导致产生多个 LAOs。

对具有两个以上慢变量的慢系统的研究才刚刚开始。Wechselberger在论文[238]中将鸭

解理论推广到这类系统中。以及 Harvey 等人在[99]中利用这些结果来研究细胞内钙动力学

的模型。

在模型中的MMOs 的大部分分析都是基于分岔序列的数值研究和用一维映射的迭代对

这些序列进行解释。理论上，本文所举的回归映射的性质的例子可以分解为两个映射的组合，

第一个描述流经产生 SAOs的小区域，第二个描述从该区域出现的轨线的全局返回。这些映

射相当复杂，值得进一步研究。在具有 SAOs的区域，它们可能具有不连续性和间断，其中

轨线趋向于小的吸引子，并且跟随鸭解的轨线的情况通常很难计算。在回归映射的一维近似

中的分岔和混沌的更多分析可能有助于进一步表征实验数据中观察到的MMOs的潜在机制。

完成此类分析的一个重要系统是 Koper模型及其作为具有全局返回的奇异 Hopf分岔的修正

标准式的推广。

动态系统理论的一大亮点是它成功地判别了捕获于大类系统中被发现的行为的本质的

简单模型。尽管如此，我们分析像化学反应动力学或棘突神经元的现实模型那样复杂的模型

的能力受到数值方法的有效性的限制。我们在这里已经演示了如何将用于慢系统的高级数值

方法用于研究多达四个维度的系统。然而，对高维、多时间尺度系统的动力学分析方法的进

一步发展是十分必要的。在具有低维吸引子的情形中，用更好的方法使系统化模型简化对研

究分析是有帮助的。在更一般的情况下，计算不变流形的数值方法和高维系统中轨线的快速

分解也有助于MMOs 的分析。特别地，这种数值技术对于研究新型返回机制以及因此产生

具有更复杂 LAOs和 SAOs特征的MMOs将是至关重要的。
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