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1.引言

动力系统理论主要是用来研究微分方程解的定性性质。该理论通过研究平衡点和周期轨线的

分岔，从而确定这些方程的极限集是如何依赖于系统参数的。MMOs可能是周期性的轨线，

但我们会提出一些已然超越经典动力系统理论可以来论证的问题。具体来说，人们试图把

MMOs分成 SAOs和 LAOs两个时段来分析，从而确定这两个时段的振荡在该系统的状态空

间中所表现出的几何特征，并确定它们之间的转换方式。由于这两种振荡转换的速度比这两

种振荡本身的振荡速度快得多，使得我们不得不寻求具有多个时间尺度的MMOs模型。

早期对模型系统中的MMOs的研究通常仅限于将MMO特征编排的方式作为参数进行分类，

分类结果是多种多样的。Barkley在参考文献[16]中提出了一个例外：他评估了多时间尺度

模型对MMOs所产生的作用，他所评估的MMOs产生的行为已被 Hudson，Hart和 Marinko
观察到，并在参考文献[106]中有所提及。他把从一些实验中产生的 MMOs 和在参考文献

[207]中被 Showalter, Noyes和Bar-Eli所提出的刻画BZ反应的七维模型与三维的多时间尺度

模型作了比较。Barkley无法给出在较大的模型中能够体现MMOs定性特征的三维模型，但

这种具有人们所渴求性质的的模型随后慢慢被建立起来。本文讨论了其中两个模型，尤其剖

析了 Koper在参考文献[123]中提出并研究的模型。Koper模型类似于一种标准奇异 Hopf 分

岔（singular Hopf bifurcation），一个余维-1 的分岔产生于具有两个慢变量和一个快变量的

动力系统中。我们所关注的焦点是MMOs的 SAOs是在一般的多时间尺度系统中局部现象

产生的副产物。类似于在分岔理论中的标准形式那样，以其最简单的表现形式来理解MMOs
的多时间尺度的动力学会引起对更复杂系统中的MMOs的特性的深入理解。我们再次研究

了 Showalter, Noyes和 Bar-Eli的模型，从而强调多时间尺度在研究MMOs中的作用。

2.几何奇异摄动理论

我们考虑下面的一个慢-快向量场，它的动力系统方程形式如下：
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其   nmyx RR , 是状态空间变量， pR 是该系统的参数，并且  是一个远小于 1 的正

参数，表示不同时间尺度的比例。函数 mpnm RRRRRf : 和
npnm RRRRRg : ，假设它们足够光滑，即无穷次可微（属于 C ），变量 x是快

变量，变量 y是慢变量。系统（2.1）可以通过把慢时间尺度 转换为快时间尺度 
t 重新

缩放为如下形式：
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已有几种观点被采取用于研究慢-快系统，第一种观点是使用匹配渐近展开等技术进行

渐近分析。第二种观点是几何奇异摄动理论(Geometric singular perturbation theory，GSPT)
采用几何方法研究不变流形、奇异点的标准型以及它们的开折分析。Fenichel在不变流形的

基础工作为 GSPT奠定了基础，因此他在不变流形的研究成果也被称为 Fenichel理论。第三

种观点被一群在斯特拉斯堡的法国数学家采用。就是通过非标准分析对慢-快系统进行研究，

他们对慢-快系统有了许多重要的发现。本文只关注了用 GSPT方法来研究慢-快系统获得的

结果。这个结果对研究MMOs是很有必要的。还有其他一些重要的技术是 GSPT的一部分，

比如交换引理[113,115]，爆破法[57,143,237]，慢-快标准型理论[10]，这些在本文中没有

被具体说明。

2.1.临界流形和漫流

慢-快系统的解通常是通过解的增长速度的变化来表现出慢和快的时段特征。当 0
时，系统（2.1）的快时段的收敛轨线是快子系统或边界层方程的解，如下：
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另一方面，当处于慢时段时，系统（2.2）的收敛轨线为系统（2.4）的解。
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这个微分方程（DAE）称为慢流（slow flow）或者简化系统（reduced system）。GSPT的目

标之一就是用快子系统（2.3）和慢子系统（2.4）来理解整个系统（2.1）或（2.2）的当 0
时的动力学。在系统（2.4）中的代数方程定义了临界流形（退化流形，critical manifold）：

  0)0,,,(,:  yxfRRyxS nm

我们注意到 S 可能会有奇异点，但是在这里我们假设 S 没有奇异点，所以 S 是一个光滑的流

形。 S 中的点是边界层方程（2.3）的平衡点。

如果 S（或M ）是法向双曲线（normally hyperbolic），当正值参数  会足够小时，Fenichel
理论[71]保证了临界流形 S（或 S 的子集M ）作为系统（2.1）或(2.2)的慢流形的持续性。

法向双曲率的概念更一般地被定义为不变流形，这个定义有效地说明了对流形的吸引和/或

排斥比流形本身的动力学更强；具体的定义见参考文献[68,69,70,97]。当只有一个时间尺

度时，法向双曲线通常很难去判定。然而，在我们的慢-快系统环境中， S 完全由平衡点构

成，并且当所有 Mp  是边界层方程的双曲平衡点时，S 的子集M 的法向双曲性的条件就

会被满足，也就是说，雅可比矩阵   0,, pfDx 没有实部为零的特征值。如果对 Mp  ，

  0,, pfDx 的特征值实部小于零，我们称法向双曲 S 的子集M 是吸引的（attracting）；同

样，如果对 Mp  ，   0,, pfDx 的特征值实部大于零，我们称法向双曲 S 的子集M 是排

斥的（repelling）。如果M 是法向双曲并且既不吸引也不排斥，我们称之为鞍型（saddle type）。

边界层方程的双曲性在 S 里的点处失效，S 在慢变量空间上的投影是奇异的。一般来说，

在奇点理论的意义上这些点是折点[10]。在折点 p 处, 会有   00,,  pf 并且矩阵

  0,, pfDx 的秩为 1m ，   0,, pfDx 与左、右零向量 和作用，使得

     0,0,,2    pfDxx ，     00,,2    pfDxx 。临界流形轨线到快变量仿射空间的这些不平等状态类似

于二次函数。奇点理论更有力地说明了存在局部坐标系使得函数 f 转换成 2
11 xy  。在 n维

临界流形 S 中，折点形成了一个余维-1 子流形的集合，特别是当 1m 和 2n 时，折点形

成平滑曲线，该曲线分隔了吸引分支和排斥分支的二维临界流形 S 。在本文中，我们不考虑

S 在慢变量空间上的投影的退化奇异点。



除了折点外，隐函数定理表明 S 是函数   xyh  的局部曲线图，而且简化系统（2.4）

可以被表示成如下形式：

（2.5）   0,,, yyhgy 

我们也可以把系统（2.4）保持成 DAE 结构，并把它记为（2.6）式，作为 S 的限制向量场。
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1 。当 f 是奇异的时，向量

场(2.6)会爆破（blows up）。它可以通过用  fDxdet 的方式来缩放时间，从而实现去奇异

化（desingularized），我们选择正负号，使得轨线的方向在 S 的吸引分支上保持不变。这种

去奇异化系统在我们的许多分析中都起着重要作用。如果 S 是法向双曲的，不仅仅是 S ，慢

流形在 0 时也保持着这种特性；以下基本定理是更为精确的说明这一点。

定理 2.1（Fenichel 定理[71]）设 0MM  是一个紧的系统（2.2）临界流形 S 的法向

双曲子流形（可能有界），并且 rCgf , ， r 。则对于充分小的正值  有下列结论成立：

（F1）存在一个局部不变流行 M 微分同胚到 0M 。局部不变的意思是 M 具有轨线进入

或离开所穿过的边界。

（F2） M 距 0M 有一个  O 量级的 Hausdorff 距离。

（F3）当 0 时， M 上的流收敛于M 上的慢流。

（F4） M 是 rC 光滑的。

（F5） M 是法向双曲的，并且 M 与作为 0M 的快变量有相同稳定的性质（吸引，排斥，

或鞍型）。

（F6） M 一般是不唯一的。在与 M 的边界保持固定距离的区域中，所有的流形都满

足（F1）-（F5），并且每个流形之间会存在一个 Hausdorff 距离  KeO  ，其中 0K 且

)1(OK  。
法向双曲流形 0M 与局部稳定和不稳定流形相关联，关系如下：
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其中  pW s
loc 和  pW u

loc 分别表示在 p点处的作为边界层方程的一个双曲函数平衡点 p的局部

稳定和局部不稳定流形。这些流形对充分小的正值  存在局部稳定和不稳定流形  pW s
loc 和

 pW u
loc ，如果用  MW s

loc 和  0MW s
loc 代替 M 和 0M （或者用  MW u

loc 和  0MW u
loc 代替 M 和

0M ），结论(F1)-(F6)依然是成立的。

我们称 M 为 Fenichel流形。Fenichel流形是慢流形（slow manifolds）的一个子类，是在当

0 时，快时间尺度会趋向于 0 的向量场中的不变流形。我们按习惯把奇异极限中的对

象标记下标 0，而相关的摄动对象标记下标  。几何上，一个 Fenichel流形 M 的稳定流形

 MW s
loc 组成点的轨线会提前靠近  MW s

loc ；类似的，  MW s
loc 组成点的轨线会延后靠近

M 。

2.1.1.在 Van der Pol方程中的临界流形和慢流

让我们用一个例子来说明这些 GSPT的一般概念。具有常数受迫项的 Van der Pol方程

是最简单的系统中的一个，在这个系统里面的相关概念都是很直白（显然）的，这些概念历

史上可能也是第一次给出，Van der Pol方程如下：
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在这个慢-速系统中虽然快慢变量各一个，但是当这个系统第一次被发现时[50]，它所展示

出来了复杂的动力学确实令人惊讶。在系统（2.7）中，通过令 0 ，我们得到了一个包

含一个代数方程的简化系统，该代数方程定义了系统（2.7）的临界流形（2.8），这个流形

是三次曲线：
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除了三次曲线上的局部极值点（极小值点和极大值点）  32,1 p 外，该曲线是法向双

曲的，上述的临界流形 S 有一个服从于快变量 x的折，在极值点 p 处法向双曲性是不满足

的，因为 21)0,,,( xyxfx 
  在极值点 p 等于 0。因此，在极值点 p 为折点而且在极值

点 p 处自然地将临界流形分解成如下三个分支：

    


 ,, ara SpSpSS 

其中  1:,  xSS a  ，  1:,  xSS a  并且  11:  xSS r  。从

 0,,, yxfx
 的正负情况中我们可知分支 ,aS 和 ,aS 都是吸引分支， rS 是排斥分支。图 2

中的灰色三次曲线就是临界流形 S ,我们注意到临界流形 S 和它的吸引/排斥分支不依赖  ，

因此在子图（a）中 0 的情况和子图（b）中 1 的情况是一样的。任何不在 S 上的点

的动力学完全受快变量 x的方向的控制，这些点在图 2 中已用水平双箭头表示出来；注意到

临界流形 S 的中间部分是排斥分支，两边无界的部分是吸引分支。

图 2：Van der Pol方程在 0 （a）和 1 （b）的情况下的相图。展示了临界流形 S （灰色实曲线）和 y 零值线（虚线）；双箭头表示快流的

方向，单箭头表示慢流的方向。子图（a）展示了当张弛振荡（黑色线）围绕着不稳定平衡点时的辅助流形。子图（b）是在局部极小值点 p 处带

有折奇异点的奇异 Hopf分岔时期。

在 Van der Pol方程(2.7)中，为了得到临界流形 S 上的慢流(2.5)，实际上不需要精确地解

出 ,aS 、 rS 和 ,aS 上的三次方程  xcy  中的 x。使用快变量 x来表述慢流(简化流)更方便。

为此，我们对     00,,,  xcyyxf  关于慢时间尺度 求导，得到如下形式：

 122  xxxxxy 

以上有关 y 的等式结合（2.7）式中第二个等式，我们可以得到（2.9）式：

（2.9）   xxx  12 或
12 



x

xx 

图 2 中灰色曲线的箭头表示的是临界流形 S 上的慢流方向。慢流依赖于  ，因为流的方向也

由临界流形 S 的 x 时的局部平衡点决定。慢流是定义在 ,aS 、 rS 和 ,aS 上的，但在

1x 时不成立(只要 1 )。我们可以通过对因式  12 x 收缩时间，达到对漫流的



1x 附近去奇异化的目的。这样就得到了去奇异化慢流的等式 xx   。同时也注意到，

这样的时间收缩会使排斥分支 rS 上的时间方向反转，因此，当将去奇异化系统的相图与慢

流的相图相关时，必须注意。

现在我们来关注一下图 2(a)中 0 的情况，这种情况在 1 的范围中是具有代表

性的。(2.7)式的 y 零值线，是通过 0y 来定义的，图中黑色垂直虚线表示的就是 y 零

值线( x 零直线就是 S )，并且原点是唯一的平衡点，在平衡点（原点）处可以得出  的值。

图中的闭曲线是一条奇异轨线，这条轨线是由起始于两个折点 p 处并连续到 S 的部分组成

的。边界层方程轨线的连续相互关联的部分和慢流形一起被称为辅助线流形（次流形，

candidate）[20]。奇异轨线沿着 S 上的慢流到一个折点，然后它跳跃了，也就是说，它做了

一个流向快轨线部分的转换，流向了 S 的另一个分支。利用相同的机制，又把奇异轨线返回

到 S 的初始分支，当 0 时，奇异轨线摄动到一条 Van der Pol系统中的周期轨线，该 Van
der Pol系统与该奇异轨线（辅助流形）之间有个 Hausdorff距离  32O 。Van der Pol将张弛

振荡（relaxation oscillation）引入用于描述在慢和快阶段运动交替的周期轨线。

2.2 奇异 Hopf分岔和鸭爆炸（Canard Explosion）

慢-快系统的动力学在临界流形上失去法向双曲性的点附近是十分复杂的，和我们所知

道的拥有单时间尺度的系统完全不同。本节讨论一种被称为鸭爆炸（canard explosion）的现

象，这种现象发生在平面慢-快系统中，也是发生在一个奇异的 Hopf分岔之后。我们首先

讨论(2.7)式 Van der Pol系统这个例子。

2.2.1.在 Van der Pol系统中的鸭爆炸

正如上所述，在图 2(a)中的相图在 - 值取值范围中是具有代表性的。然而，在图 2(b)

中的 1 时的相图是退化的。线性稳定性分析表明，当 0 时，     3
3
1, ，yx 是唯

一的平衡点，在这个平衡点处可以求出 1 范围内的λ值。当 1 时，就会发生 Hopf
分岔。一个动力学系统的 Hopf分岔的特征在于当参数改变时，在平衡点处有一对纯虚数特

征值以非零速度穿过虚轴[148]。结果，我们发现了一族从分岔点产生的周期轨线。我们把

这两个一般情况区别如下：分岔周期轨线稳定的超临界(supercritical)Hopf分岔和分岔周期

轨线不稳定的亚临界(subercritical)Hopf分岔。Hopf分岔的类型由 Lyapunov系数（Lyapunov
coefficient）的符号决定（这个系数与 Hopf标准型中三阶项有关），对于 Hopf分岔而言，

Lyapunov系数要求为非零。在一般的 Hopf分岔附近，周期轨线的振幅与参数到分岔点距离

的平方根相（比较）差不大。对于(2.7)式Van der Pol系统来说，超临界的Hopf分岔在 1H
时发生，并且在参数区间 1 分岔周期轨线内是存在。

当正值参数  较小时，对如何观察(2.7)式 Van der Pol系统的稳态动力学随  的改变从

稳定焦点到张弛振荡的分析是慢-快系统理论的一个重要发展。图 3(a)展示了，当 05.0
时，以  为参数且产生于 Hopf分岔的周期轨线的数值延拓结果。可以预料得到，在 0.1H
处，靠近 Hopf分岔周期轨线(深灰色曲线)很小的。然而，当  减小时，周期轨线又会非常

迅速的增长，在增长过程中，周期轨线会沿着慢流形 rS 延伸一段时间。事实上，对于图 3(a)

中黑色轨线  的值约为 0.993491，也就是说，  的值可以取到 6位小数。注意，我们仅仅

展示了一个中等大小特征的增长轨线：图 3(a)中最大的周期轨线仅仅包含折点 p 。当让 
继续减小时，这个周期轨线会继续快速增长，直到它达到张弛振荡的形状；就像图 2(a)那

样。



图 3：当 05.0 时，在 Van der Pol方程中的周期轨线的数值延拓。子图（a）展示的是周期轨线的一部分：深灰色轨线是典型的在 H  时 Hopf

分岔附近的小极限循环，所有的黑色轨线都是在  0.993491 的小参数区间内产生的。子图（b）和（c）是对应于超临界和亚临界奇异Hopf 分岔的

分岔图；这里， A 表示极限环的振幅。

当平衡点移动越过折点 p 时，在 1H 处，会产生 Hopf分岔。此时的 Hopf分岔被称

为奇异 Hopf分岔。在 Hopf分岔处的特征值具有  21O 的量级，使得周期轨线在 Hopf分岔

处产生，其周期介于快  1O 量级和慢  1O 量级时间尺度之间。这个周期轨线的大小在长度

为  KeO  (对于某个固定正值 K )的参数值  的区间内从直径  21O 迅速增长到直径  1O ，即

 O 会接近 H 。图 3(b)和(c)分别是超临界情况(这种情况已经在 Van der Pol系统中发现)

和亚临界情况下奇异 Hopf分岔的  可能的分岔草图；纵轴表示周期轨线的最大振幅。这两

个分岔草图突出了上述的特性。有一个非常小的  区间，其中振荡的振幅以平方根方式增长，

这在 Hopf分岔附近是可以预测的[148]。然而，振荡的振幅急剧增长，直到它达到对应的

张弛振荡才会停下来。

在 Hopf分岔附近的周期轨线的振幅的快速增长被称为鸭爆炸（canard explosion）。鸭爆

炸的名字来源于鸭爆炸时的一些周期轨线看起来有点像鸭子[50]。事实上，在图 3(a)中最

大的周期轨线就是这种“鸭形”轨线的一个例子。更一般地说，不管它的实际形状如何，如

果它在慢时尺度上沿一个排斥慢流形（延伸）运行一段  1O 量级的时间，就把它称为鸭轨线。

如果它连接吸引和排斥慢流形，鸭轨线被称为最大鸭解（maximal canard）。由于慢流形不是

唯一的，所以这个定义取决于特定的吸引和排斥慢流形的选择；这一点可以参照定理 2.1

的(F6)。其他的情况产生的轨线是以指数方式接近彼此的。在(2.7)式 Van der Pol系统中，

流形 ,aS  和
rS 在最大鸭轨线中相交的点附近的参数空间中发生  KeO  -封闭式鸭爆炸。它

与参数值 1 相关联，其中平衡点位于临界流形 S 的折点 p 处，参见图 2(b)。

2.3.一般平面系统中的奇异 Hopf分岔和鸭爆炸

在(2.7)式 Van der Pol 系统中，在 1 时产生奇异 Hopf分岔，此时的平衡点就是折点。

在一个一般慢-快平面系统族中，奇异 Hopf分岔不会精确的产生于折点，而是产生于相空

间和参数空间中，在与距离平衡点和折点重合处  O 的地方。将(2.7)式 Van der Pol系统的

慢系统修正为下式，可得到一个一般系统族：

ayxy  

在这个修正后的系统中，平衡点和折点仍然在 1x 处重合，但在 ax  1 处会发生 Hopf
分岔。对于平面慢-快系统，存在使用几何或渐近线的方法对鸭爆炸及其相关奇异 Hopf分
岔的详细动力学分析；我们将这些结果总结如下：



定理 2.2（在 2R 中的鸭爆炸[143]）假设一个平面慢-快系统有一个一般折点

  Syxp pp  , ，也就是在 p 处满足以下关系：

（2.10）   00,,  pf ，   00,, 
 pfx ，   00,,2

2


 pf
x

，

  00,, 
 pfy

假设临界流形在 pxx  时是局部吸引，在 pxx  时是局部排斥，并且 0 时在 p 处满足

（2.11）       .00,0,,00,0,,00,0, 







  pgpg
x

pg


则分别会在 H 和 C 出发生奇异 Hopf分岔和鸭爆炸，其中

（2.12）  231  OHH 

（2.13）    2311  OKHC 

系数 1H 和 1K 可以通过标准变换或者通过 Hopf分岔的第一个 Lyapunov系数计算出来。

H 和 C 的奇异极限是相等的，对于任意的充分小的正值  ，在 Hopf分岔点的线性系统

[90,148]中有一对奇异特征值（singular eigenvalues）：
      ;;; i

其中   0;  H ，   0; 

 
 H ，且

在慢时间尺度 中，   





;lim
0 H ；在快时间尺度 t中，   0;lim

0






H 。

图 4：具有吸引分支 aS （红色）和排斥分支 rS （蓝色）的临界流形 S 在折曲线 F （灰色）处相接。横向于 S 的快流用双（大）箭头表示，而靠

近折结点的 S 上的慢流用单个（小）箭头表示；参见图 5（b）。 aS 的深色阴影区域是漏斗，是由穿过折结点的所有点组成。

2.4.在有一个快变量和两个慢变量的系统中的折奇异点

平面系统的鸭爆发生在指数型小参数区间内。然而，只要存在一个以上的慢变量，鸭轨

线就可以在  1O 范围内存在。为了说明这一点，我们考虑(2.1)式当 1m 和 2n 的特殊情

况，如下：



（2.14）
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我们假设(2.14)的临界流形  0 fS 有一个吸引分岔 aS 和一个排斥分岔 rS ，这两个分岔

在折曲线 F处相交，如图 4所示。我们还假设在临界流形 S 上的折点 Fp  在奇异点理论的

意义上都是一样的，也就是说它们满足下面的条件：

          满秩
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
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x
fp

x
fpf zy

慢流在去奇异化前，在折曲线上没有被定义。在大多数折点上，轨线会接近或远离临界流形

S 的吸引和排斥分支。在一般系统中，可能存在孤立点，这样的点被称为折奇异点，在该点

处慢流轨线会穿过去。折奇异点是去奇异化的慢流的平衡点。如上所述，去奇异化的慢流可

以表示成（2.15）式：

（2.15）





























































.

,

,

2

1

21

gf
x

z

gf
x

y

gf
z

gf
x

x







（2.15）被限制在 S 上。如果下式成立
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则折点 Fp  是折奇异点。图 4是在 S 上的慢流系统，并且图中 F上的粗实心点就是折奇异

点，在该点处 F由吸引变为排斥（满足慢流形）。

在(2.15)系统中的折点 p 的稳定性有不同的可能性。设 1 和 2 是临界流形 S 上(2.15)

系统雅可比矩阵的特征值，讨论折奇异点 p 处的情况，如下：
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R
R



图 5：折鞍点（a）和折结点（b）附近的局部线性化慢流的相图；由特征方向定义的奇异鸭解图显示为粗线。相应的非奇异慢流分别显示在(c)和(d)

中。

图 5(a)和(b)中，分别展示了(线性)慢流的相图，在(c)和(d)中，分别展示了相对应的去奇

异化的慢流相图。(a)和(c)中的是折鞍点相图，(b)和(d)中的是折结点相图。注意到，图

5(a)和(b)的相图可以通过将 rS 上流方向反转获得，其中 0
 fx ，即通过反转(c)和(d)

中去奇异化的慢流相图的上半边的方向箭头则有图 5(a)和(b)的相图，其中 0x 。在慢流形

上，沿着折鞍点或者折结点的特征方向连接着临界流形的吸引和排斥分支，并在有限（缓慢）

时间内穿过折奇异点的轨线，称之为奇异鸭解（singular canard）。我们注意到，对于折焦点

的情况，没有奇异鸭解，这就是为什么这里没有展示折焦点的相图。对于折结节点的情况，

一般具有 21   形式的不等式，我们写 ws   ，用 s和 w替换数字下标，以强调强（ s）

和弱（w）的特征方向。进一步注意到，在图 5(b)中折结点的情况，强奇异鸭解（strong singular
canard） s

~ 和折曲线 F围出了一整个扇形区域(阴影部分)，在该区域里的轨线从 aS 区域穿

到 rS 区域，并穿过折结点。该扇形区域和整个(2.14)系统所对应的区域合起来称为折结点

的漏斗（funnel）。图 5(b)中的线性系统应与图 4 进行比较，图 4展示了折结点附近的非线

性慢流形，因此，也有一个漏斗，由穿过折奇异点的整个扇形组成。

当 0 时，奇异鸭解为整个系统的最大鸭解（maximal canard）的次鸭解（secondary
canard）。这将在下面这个定理[19,23,31,214,237]中具体描述。

定理 2.3（在 3R 中的鸭解）对于快-慢系统（2.14），当  为充分小的正值时，下列结

论成立：

（C1）折焦点处没有最大鸭解产生；

（C2）在这鞍点处，两个奇异鸭解 2,1
~ 会摄动到最大鸭解 2,1 ；



（C3.1）在折结点处，设 1: 
s

w




 ，奇异鸭解 s
~ （强鸭解）会摄动到最大鸭解 s 。

如果 N1 ，则奇异鸭解 w
~ （弱鸭解）也会摄动到最大鸭解 w 。我们称 s 和 w 为主鸭

解；

（C3.2）在折结点处，设  Nk ，且满足 3212 1   kk  ，  121-  k 。则

除了主鸭解 ws, 外，存在其他 k个最大鸭解，称之为次鸭解；

（C3.3）在折结点处，当 N1 ，为奇数时，主弱鸭解经历了一个跨临界分支，当

N1 ，为偶数时，主弱鸭解经历了一个叉式分支。

定理 2.3 的证明是基于对折结奇异点附近慢-快系统的标准形式的分析。回想一下，最

大鸭解对应于一个折结奇异点附近的慢流形的吸引分支 aS 和排斥分支 rS 的(横向)交叉。通

过引入合适的坐标后，标准系统变成了一个正则摄动问题，变分方程沿着“blown-up”的奇异

鸭解（ 0 的问题）成为经典的韦伯方程（Weber equation），韦伯方程在数学物理方法中

经常用到。韦伯方程的性质意味着当 N1 时， aS 和
rS 会发生横向交叉，因此，(根据

(C2)-(C3.1)可知)当摄动量  足够小且 10   时，存在最大鸭解。(C3.2)和(C3.3)的证

明更加复杂，这个证明是基于一个扩展的Melnikov理论[236]，该理论说明了当 N1 时，

次鸭解的分岔来自于主弱鸭解。
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