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摘要 本节讨论用于计算许多图中所示的二维慢流形以及平衡点的稳定和不稳定流形的数

值方法。慢流形计算是使用数值积分和边界值方法来计算沿着慢流形的轨线段，轨道段只是

向量场轨线的有限部分；因此，它有两个端点和一个相关的积分时间。在计算慢流形的上下

文中，每个这样的轨线段被选择为在临界流形上远离其折的一个端点，其中我们希望临界流

形是慢流形的良好近似。实际上，Fenichel定理暗示临界流形和慢流形之间的距离是  O ，

并且轨线以指数速率在适当的时间方向上从临界流形流动到吸引或排斥慢流形；参见定理

2.1。因此，除了一端存在从临界流形到慢流形的快速过渡的短  O 段之外，预计计算的轨

线段将尽可能接近慢流形。对于平衡点的稳定流形和不稳定流形，选择轨线段分别位于与稳

定或不稳定特征值相关的线性特征空间中。与这种近似相关的计算误差在远离终点时也迅速

变弱；参见分析了这些近似误差。

计算作为轨线段族的不变流形的一种简单有效的方法是使用初始值解算器作为具有初

始条件的基本算法，初始条件选择在不变流形中横向流的点网格上；我们称之为“扫描”法。

尽管该方法简单，但在某些情况下不能产生令人满意的结果。特别地，轨线相互之间的强收

敛或发散使得初始网格的选择有问题，并且可能产生期望的流形的非常不均匀的“覆盖”；

参见[1，2]。在多时间尺度系统中，没有吸引力的 Fenichel流形的快速指数不稳定性使得初

值解算器无法通过正向积分来跟踪这些流形。这些问题促使使用结合了连续性边界值方法作

为计算不变流形的备选策略[32，33]。在本文中，我们使用了两种策略。本节详细介绍用于

计算具有一个快变量和两个慢变量的系统的吸引和排斥慢流形的方法，以及当参数变化时鸭

轨线的延续。

1.1.扫描不变流形

具有单一快变量的系统的 Fenichel流形或是吸引的或是排斥的。因此，在临界流形上具

有初始条件的前向轨线将快速的覆盖吸引的 Fenichel流形并且在临界流形上具有初始条件

的后向的轨线将快速的覆盖排斥的 Fenichel流形。因此，其中一种计算三维流的两维吸引和

排斥 Fenichel流形的方法是在适当的时间方向上将初值求解法应用到初始条件的网格上，该

网格沿着临界流形的横向慢流的曲线。我们在图 11 中使用这种扫描方法计算 rS ；还参考了

[63]早期使用这种方法计算二维不变流形的例子，Wechselberger，Guckenheimer和 Haiduc
（还把这种方法应用到）折结点的示例。

当合并到延拓框架中时，如果临界流形不是封闭形式的，并且不能预先选择初始条件的

网格，也可以使用扫描方法。延拓方法[51]提供了成熟的算法，这些算法在求解欠定方程组

时像牛顿方法那样用选择新起点的策略来扩展方程求解方法。更准确地说，假设
mnm RRF : 是由 nm  个变量的m个方程确定的光滑函数。隐函数定理指出 F的零点在偏

导数矩阵 DF 具有满秩m的点附近形成一个光滑的 n维流形M ，并且给出了M 的切空间的

一个公式。大多数延拓方法是针对处理 1n 时的情况，其解集是一条曲线；对于 1n 的情

况，请参见[4]。一般来说，这些方法是基于预测-校正的过程：给定M 上的一个点，切线

（或更高阶）信息被用来为求解器选择一个新的种子，以找到M 上的一个新点。上面描述

的扫描方法基于特定坐标或方向的相等增量来选择连续步长，但是也可以使用更复杂的步长

调整。我们还使用扫描方法来计算图 1中的全局不稳定流形  pW u 。在  pW u 的切空间中，



初始条件的网格沿射线分布，网格的端点位于线性化系统与该射线轨线的连续交点。扫描法

在这里应用的很好，因为所选择的轨线段提供了  pW u 的足够的“覆盖”。

1.2.有边界值解算器的轨道段的延拓

AUTO 软件[52]的核心算法是 BVP 解算器和隐式方程解的数值延拓。AUTO 软件的 BVP
解算器使用配置方案，其中解段由在用户指定的网格的网格间隔上定义的分段多项式（用户

指定的程度，通常在 3 到 5 之间）表示。在配置点求解 ODE 给出了一个由牛顿法求解的多

项式系数的大方程组。AUTO软件使用所谓的伪弧长延拓来跟踪或延续所选参数中此类方程

的解，其中步长是自动调整的，具体细节参考[51]；BVP 解算器和数值延拓的结合允许我们

找到并继续形成相关的（部分）不变流形的轨线段的单参数族。前面部分描述的扫描方法也

可以在 AUTO软件[52]中实现，从而通过配置来解决初始值问题。本节中描述的方法对轨线

段的两个端点施加边界条件，这使得该方法在更广泛的上下文中更通用和适用；参见[32]。
本文描述如何建立两点 BVPs 来计算慢流形和相关的鸭轨线。

我们考虑缩放形式（1.1）式的两点 BVPs，
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其中 npn RRR ：g 是足够光滑的， RT ， pR 是参数， L和是 nR 的子流形。

参数T 重新缩放时间变量，使得轨线段始终对应于时间间隔  1,0 中的轨线。因此，两个端点

的边界条件总是适用于  0u )和  1u ，并且T 是相关联的(未缩放的)总积分时间。为了得到一

个具有孤立解的适定问题，边界条件的数目应该等于方程的数目( n，因为 nRu  )加上自由

参数的数目(对于参数  和总积分时间T ，最多 1p )。我们对（1.1）式的单参数解族感兴趣，

这意味着我们允许一个更少的边界条件（或者一个额外的自由参数）。注意，总积分时间T 通

常是未知的，并且可以被视为额外的自由参数。

我们首先考虑二维吸引和排斥慢流形 aS 和
r
S 的计算。为了简化解释，我们假设我们有

一个具有两个慢变量和一个折结点的三维慢系统。在此背景下，参数  保持不变，并且通过

施加总共三个边界条件，我们得到了轨线段的一个参数族（具有未知的总积分时间T ）。这

意味着，(1.1)式中的 L和的维数总计为 3n 。我们的方法是选择 L作为临界流形上的曲

线（例如，一条直线），这需要两个边界条件，而作为面（例如，平面），这需要一个边界

条件，使得相关的轨线段的单参数族覆盖慢流形的所需部分。例如，为了进入折结点区域，

我们设 L是横截于慢流的临界流形吸引分岔的曲线，是在折结点处正交于折曲线 F的面。

同样的方法也适用于 r
S ，其中我们在临界流形的排斥分岔上选择 L，注意，对于当 0T 时

的这样一组轨线段。我们注意到，这些选择也可以与扫描方法或者检测由函数的水平集定义

的“停止条件”的初值解算器一起使用。慢流形可以通过选择横截面来扩展，横截面在位

于折结点之外的点上与 F正交。图 6、20 和 29 给出了这种可视化的示例；还可以参见[42、
43、45]。

与所有延拓部分一样，找到初值解是一个重要的问题。当延拓 BVP 的解时，显式解可

能可以从其中被构造初值解中获得；参见[43]中的例子。然而，一般来说，没有显式解是已

知的，并且必须以不同的方式找到初值解。我们使用同伦方法产生一个初始轨线段；主要思

想是通过两个辅助 BVPs来延续中间轨线段，第一个 BVP 从折曲线 F上的点到该段获得轨道

段，第二个 BVP 将 F上的端点沿着临界流形移动到离 F适当的距离；详见[42]。



现在我们用 Koper 模型（4.1）来阐明这种方法，它也在第 4 节中用于案例研究。我们

设参数    10,7,1,1.0,,, 21 k ，注意到在[123]中 0 ，这与第 4 节中考虑的 7- 的对称

情况相关。如第 4 节所描述的那样，在这个模型中有一个折结点，它在一些被观测到的 MMOs
中导致 SAOs产生；在原始坐标中，它的坐标如下：

（1.2）  8.0,9.0,142,2,1fn 
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我们计算 aS 和
r
S 作为由系统(8.1)给出的 BVPs的解，其中 g由系统(4.1)的右侧所定义。作为

边界条件，我们对 aS 和
r
S 使用相同的截面，分别用线 aLL  和 rLL  表示，定义如下：

（1.3）   ，： 8.0,, 3
fn  zRzyx

（1.4）  5.1:  xSLa 

（1.5）  2.0:  xSLr 

图 33 展示了计算结果。我们分两个同伦步骤在 aS
1 上找到第一个轨线段，如图 33(a)所示。

从平凡解  10fn  tPu ，出发，利用总积分时间 0T ，我们延拓从（4.1）中求解出的

并满足   fn1 u 和   Fu 0 的轨线段族。我们停止计算，在 AUTO软件中由自定义的函数

检测，而且

    .76.0,,:
~

0 3  zRzyxu a

图 3：参数为    10,7,1,1.0,,, 21 k 的 Koper 模型(4.1)的慢流形 aS
1 和 rS

1 的计算。（a）显示了红轨线段的同伦族，该同伦族将截面 fn 与临界

流形 S（灰色）连接。该族中的第一条（最上面）曲线是由一个单独的同伦计算得到的，该同伦发现轨线段在距 fnP 的适当距离处沿 F 结束。第二

个同伦步扫遍了红色曲线族，在最后一个（最低，暗红色）轨线段结束，该轨线段的终点位于曲线 aL 处。（b）显示了将 fn 与临界流形的排斥分支

连接的轨线段（蓝色）的类似同伦族。最后一个（最右边，青色）轨线段从 rL 开始。(c)显示了 aS
1 和 rS

1 以及三个次鸭解 1 ， 2 和 3 。（d）显

示了 fn 中用于探测鸭轨线的 aS
1 和 rS

1 的交点曲线。

图 3(a)中的 F上具有它自身端点的轨线段是这个轨线段族的最后一个计算结果。同伦的第二

步使   Su 0 远离 F 且（近似）平行于 ，即我们接着延拓从（4.1）中求解出的且满足

  fn1 u 和   aa SLu 
~~0  的轨线段族。当到达 aL 时，延拓停止，这在 AUTO软件中

由自定义的函数再次检测到。该族中的轨线段如图 3(a)(红色曲线)所示；只有最后一个轨线

段 au (最低部的，暗红色的)位于 aS
1 上，以便于很好地近似；这个轨线段是开始流形计算的

那个。为了在 rS
1 上获得第一轨线段，我们进行了类似的计算，其中使用中间段

 87.0:
~

 zr ；这在图 3(b)中已示出，其中轨线段 ru (青色)作为 rS
1 上的初始解。

一旦发现第一轨道段 au 和 ru ，我们开始对吸引慢流形 aS
1 进行(8.1)和(83)，(8.4)的延拓，

对排斥慢流形 rS
1 进行(83)和(8.5)的延拓。结果如图 33(c)所示， aS

1 和 rS
1 与 fn 的交曲线如

图 33(d)所示。在子图(d)中的 fn1
aS 和 fn1

rS 的横向交点对应于次要鸭轨线；子图(c)
中的三维视图显示了其中三个，标记为 1 ， 2 和 3 。

1.3.找出并追踪鸭轨线



折结点附近的最大鸭解是二维吸引和排斥慢流形 aS 和
rS 的横向交叉曲线。我们这里简

要地讨论如何检测鸭形轨线，并随后在系统参数中延拓它们；参见[42，43，45]。为了表示

出最大鸭解，我们必须使用折结点处或在其附近的折曲线的公共截面来计算 aS 和
rS 。公共

截面使得我们获得鸭轨线的表达式，即为与轨线段 aa Su (具有相关的总积分时间 aT )与轨

线段 rr Su (具有相关的总积分时间 rT )都相关的部分 cu ，其中 au 和 ru 满足

  ra uu 。用这种方法定位的相互关联的轨线 cu 可以在系统参数中延拓，且而无

需在每一步重新计算慢流形。回想一下，AUTO软件总是将 BVP 缩放到时间间隔[0,1]内，所

以我们适当地重新缩放 cu 上的时间，并在系统(8.1)中令 ra TTT  。然后我们可以在满足边

界条件(8.6)、(8.7)的情况下开始延拓(在系统参数中)，边界条件决定了 cu 为孤立解。事实上，

只要   ra uu 这种延拓通常就会开始，Σ中的任何小间隙在首次牛顿步长迭代后被迫

靠近。(1.6)和(1.7)这两个边界条件迫使轨线段 cu 保持非常接近临界流形 S 的吸引分支的状态，

直到接近折曲线 F，然后接近于 S 的排斥分支直至 rL 。图 34 显示了 Koper模型（4.1）的鸭

式延拓，其中我们记 1 为第二个自由参数（连同T ），并且保持    10,7,1,,2 k 固定。

图 34(a)显示了在面 fn 部分中具有(几乎)相等端点的两个轨线段 au 和 ru ；它们已经被

检测为最大次要鸭轨线 4 的良好近似，然后由连接轨线 cu 表示。为了增加或减少 1 ，我们

延拓 4 ，以及其他六个最大次鸭解，参见图 33。图 34(b)显示了这七个分岔，标记为 71   ；

在图中垂直轴表示总积分时间T ，它清楚地区分了分岔。当 71   沿着 1 增加的方向延拓时，

每个分岔都检测到了 1 中的折；我们已经在第 5 节中弄清楚了这一点，在其他系统中[45]也
观察到了。图 34(c)是一个“瀑布图”，显示了当 1 变化时，最大次要鸭轨线ξ4 如何沿分岔

发展；具体地说，用适当的偏移宽度 i 绘制了沿分岔 4 连续计算的轨线段的快速变量 x的
时间分布图。对应于 4 的折的轨线段用粗黑突出显示。观察折左侧的轨线段产生了四个

SAOs，而经过折的只产生了三个 SAOs跟着一个快速段。因此，经过折的鸭轨线不再是最

大鸭轨线；参见第 5 节。



图 4：延拓参数为    10,7,1,,2 k 的 Koper 模型(4.1)的次鸭解，从 1.01  开始。(a)显示由两个轨线段 au 和 ru 的连接 cu 表示的鸭轨线 4 ，

这两个轨线段 au 和 ru 在 fn 中连接。（b）显示了 1 中鸭轨线 71   的延拓，绘制了总积分时间 T - 1 图。（c）显示了沿着分支 4 计算的轨线段

的快速变量 x （受偏移 i 影响）的时间分布的二维“瀑布图”。（c）中的粗黑曲线是（b）中（粗面）分支的折点处的鸭轨线 4 。
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