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摘要： 

动力学系统理论为分析生物学模型提供了许多强大的工具，其提供的信息

远远超过仅从数值模拟中可以获得的信息。在本章中，我们演示了如何使用几

何奇异摄动分析来了解内分泌垂体细胞突发的动力学。这种分析技术通常称为

快/慢速分析，它利用了常微分方程系统的不同时间尺度，将其正式分为快速子

系统和慢速子系统。标准的快/慢速分析 (具有单个慢速变量)用于了解垂体促性

腺激素的突发。由垂体催乳素细胞、体细胞和皮质滋养细胞产生的突发更奇

特，需要用两个缓慢变量进行快/慢分析。它利用了诸如奇异翼，折叠奇异性和

混合模式振荡之类的概念。虽然此方法在这只应用于垂体细胞，但它可以并已

经用于研究其他系统 (包括神经元，细胞内钙动力学和化学系统)中的混合模式

振荡。垂体细胞中产生的突发模式从根本上不同于神经元的突发振荡，而对动

力学的理解需要的是与之前在神经元突发研究中使用的工具截然不同的工具。

因此，本章既可以作为案例研究，也可以将几何奇异摄动理论中最新开发的工

具应用于生物学应用，还可以作为如何使用该工具的教程。 
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1、前言 

长期以来，动力系统理论的技术一直被用来理解可兴奋系统的模型，例如

神经元，心脏和其他肌肉细胞以及许多内分泌细胞。霍奇金和赫胥黎在 1952 年

发表了动作电位产生的开创性模型，该模型提供了对电兴奋性的生物物理基础

的理解 (HodgKin，Huxley (1952))。理查德·菲茨·休 (FitzHugh，1961))的工

作提供了对兴奋性潜在动力机制的数学理解。他开发了一个具有兴奋性的平面

模型，并且可以通过相平面分析来理解。随后的平面模型由莫里斯和莱卡于

1981 年发布，通过将离子电流纳入模型，将生物物理方面引入了平面框架，从

而使 Morris-Lecar 模型成为非常有用的四维生物物理 HodgKin-Huxley 模型和二

维数学 FitzHugh 模型的混合 (Morris，Lecar (1981))。这些平面模型具有非常有

用的目的：它们允许人们使用功能强大的数学工具来理解生物现象背后的动力

学。 

在本章中，我们使用类似的方法来了解在垂体的内分泌细胞中经常看到的

一种电子模式的潜在动力学。这种模式比菲茨·休研究的活性模式更为复杂。

为了理解它，我们采用了菲茨·休开创性工作中所不存在的动力系统技术。实际

上，我们使用的以折叠奇点为核心的几何奇异摄动分析的数学工具还在发展中 

(Brons 等人 (2006)，Desroches 等人 (2008a)，Fenichel (1979)，Guckenheimer，

Haiduc (2005)，Szmolyan，Wechselberger (2001; 2004)，Wechselberger (2005; 

2012))。从纯粹的数学观点来看，这些技术很有吸引力 (参阅 Desroches 等人 

(2012)的综述)，也已在应用中使用。特别是，它们已成功应用于神经科学领域 

(Erchova，McGonigle (2008)，Rubin，Wechselberger (2007; 2008)，

Wechselberger，Weckesser (2009))，细胞内钙动力学 (Harvey 等人 (2010; 2011))

和化学系统 (Guckenheimer，Scheper (2011))。如本章所述，这些工具在分析内

分泌垂体细胞的电活性中也非常有用。但是，我们强调指出，分析技术可以并

已经在许多其他环境中使用，因此本章可以视为生物学应用的案例研究，以及

关于如何对具有多个时标的系统执行几何奇异摄动分析的教程。 

垂体的前部区域包含五种类型的内分泌细胞，它们可将多种激素 (例如催

乳激素，生长激素和促黄体生成激素)分泌到血液中。这些垂体激素被血管输送

到身体的其他区域，在那里它们作用于其他内分泌腺，这些内分泌腺反过来将
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它们的激素分泌到血液和其他组织，包括大脑。因此，脑下垂体起着主腺的作

用。然而，垂体并非独立起作用，而是由位于附近的下丘脑神经元释放的神经

激素控制。 

许多内分泌细胞，包括垂体前叶细胞，通过刺激-分泌耦合机制释放激素。

当细胞收到刺激信息时，触发激素分泌的细胞内 Ca2+ 浓度就会增加。通常，由

于 Ca2+ 浓度的振荡，对输入的响应往往是有节奏的输出。在这里，我们关注于

这些 Ca2+ 振荡的动力学。实际上有两种可能性都可以在垂体细胞中发现。首

先，Ca2+ 振荡可能归因于细胞的电活性。在这种情况下，电活性的振荡会将

Ca2+ 通过质膜中的离子通道带入细胞。之所以称为质膜振荡器，就是因为负责

电活性和进入 Ca2+ 的通道位于细胞膜上。细胞内 Ca2+ 振荡的另一种机制是是

细胞内储存物通过细胞膜上的通道周期性释放 Ca2+。储存 Ca2+ 的主要细胞器

是内质网 (ER)，因此这种机制称为 ER 振荡器。在这两种情况下，我们都得到

有节奏的 Ca2+ 增加。尽管这两种机制可以相互作用，但在这里我们将不深入研

究它们的相互作用，而是将其分别关注。本章介绍了为理解这两种节律性 Ca2+

增加背后的动力学而开展的工作，这些动力学是垂体前叶内分泌细胞分泌激素

的基础。 

像神经元和其他兴奋性细胞一样，垂体细胞可以产生短暂的电脉冲 (也称

为动作电位或峰值)。细胞膜上的不同离子浓度和特定于某些类型离子的离子通

道的离子浓度会在整个膜上产生电位差 (膜电势 V)。脉冲形式的电活性是由膜

离子通道的再生开放引起的，该通道允许离子根据其浓度梯度穿过膜。通道的

打开由 V 控制，主要负责正反馈机制和负反馈机制。通常，当 V 增加 (去极

化)时，通道会打开，因此可渗透 Na+ 或 Ca2+ 的通道会流入细胞，从而产生使

膜进一步去极化的内向电流。这些将提供正反馈，使得在尖峰开始时 V 快速上

升。K+ 的可渗透通道更加集中在细胞内部，产生向外的电流，该电流用作负反

馈以降低 V 并终止尖峰。垂体细胞中表达的离子通道类型很多，这些通道介导

的离子电流的组合决定了细胞表现出的自发电活性的模式 (有关综述，请参见

Stojilković 等人 (2010))。在生理环境中，下丘脑神经肽，其他腺体 (如睾丸或

卵巢)的激素以及其他垂体激素会不断调节这种自发活性 (Freeman 
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图 1 使用两性霉素 B 的穿孔贴片的方法记录突发。 (A)从 GH4C1 乳酸-促生长激素细胞系

在未刺激的细胞中的突发。 (B)在 GnRH (1 nM)刺激的垂体促性腺激素细胞中的突发。注

意不同的时间尺度。 

 

 (2006)，Stojilković 等人 (2010))。 

垂体细胞中一种典型的电活性模式就是突发。这包括尖峰过后是静止期，

周期性重复。在催乳素分泌的催乳素细胞生物，生长激素分泌的促性腺激素细

胞生物和 ACTH 分泌的皮质营养生物的自发活性中已经观察到这种突发的振荡 

(Van Goor 等人 (2001a; b)，Kuryshev 等人 (1996)，Tsaneva-Atanasova 等人 

(2007)以及 GH4C1 乳化营养缺陷型肿瘤细胞 (Tabak 等人 (2011))。与神经元激

发峰细胞相比突发模式的周期很短，尖峰往往很小 (图 1A)。实际上，尖峰看

起来根本不像脉冲，更像是小幅的振荡。这种类型的突发通常被称为伪稳定水

平 突发 (Stern 等 (2008))。一种非常不同的突发形式在促性腺激素中很常见，

由促性腺激素释放激素 (GnRH) (其主要激活剂) (Li 等人 (1995；1994)，Tse 和

Hille (1992))以及其他刺激素组成 (Stojilković 等人 (2010))。这些突发比自发的

伪稳定水平突发具有更长的周期 (图 1B)。由于这种突发模式的生物物理基础是

内部储存的周期性释放 Ca2+ ，因此我们将其称为储存产生的突发。两种形式的

突发都会增加细胞胞质中 Ca2+ 的浓度，并且引起的激素分泌水平要高于神经元

激发峰模式 (Van Goor 等人 (2001b))。这是内分泌学家关注于垂体细胞突发的

主要原因，反之也促使数学家研发和分析细胞中电活性的模型。 

突发模式也发生在神经元中 (Crunelli 等 (1987)，Del Negro 等 (1998)，

Lyons 等 (2010)，Nunemaker 等 (2001))和胰腺细胞 (另一种内分泌类型)分泌激
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素胰岛素的细胞 (Dean，Mathews (1970)，Bertram 等人 (2010))。振荡模式的普

遍存在及其复杂性引起了数学家的极大关注，他们使用各种技术来研究突发模

式的机理。突发神经元的最早模型是在 1970 年代研发的，此后一直定期发布突

发模型。在过去的十年中，几本书描述了其中的一些模型以及用于分析这些模

型的技术 (Coombes，Bressloff (2005)，Izhikevich (2007)，Keener，Sneyd 

(2008))。主要分析技术利用了快速变化的变量和缓慢变化的变量之间的时间尺

度上的差异。这种快/慢速分析或几何奇异摄动分析是约翰·林泽尔在 1980 年

代 (Rinzel (1987))开创的，并在随后的几年中得到了扩展 (Coombes，Bressloff 

(2005))。虽然神经元和胰腺细胞突发的建模和分析已有很长的历史，并且现在

已经得到了很好的发展，但垂体细胞突发模型的构建和分析仍处于相对较早的

阶段。垂体细胞的突发模式与先前研究的细胞有很大不同，并且用于神经元的

快/慢速分析技术在研究垂体细胞的伪稳定水平突发中用途有限 (Toporikova 等

人 (2008)，Teka 等人 (2011a))。取而代之的是，针对伪稳定水平突发开发了一

种新的快/慢速分析技术，该技术依赖于诸如折叠奇点，奇异翼和混合模式振荡

理论之类的概念 (Teka 等人 (2011a)，Vo 等人 (2010))。在本章的第一部分中，

我们描述了该技术及其与用于分析其他细胞类型的原始快/慢速分析技术之间的

关系。 

在许多催乳素细胞和促性腺激素细胞素中观察到的自发突发与在受刺激的

促性腺激素中观察到的自发突发之间的根本区别是，在前者中细胞内 Ca2+的周

期性增加与电活性同相，而在后者中，它们的相差为180 。这是因为前者是由

电活性驱动的，通过质膜离子通道将 Ca2+ 带入细胞，而后者是由 ER 振荡器驱

动的，会周期性地将大量 Ca2+ 释放到细胞质中。Ca2+ 与 Ca2+ 激活的 K+通道结

合并激活它们，导致膜电位降低 (超极化) 并终止尖峰活性。因此，每当 Ca2+ 

浓度高时，它就会关闭电活性。在本章的第二部分中，我们描述了此存储操作

的突发模型，并演示了如何通过耦合的电振荡器和 Ca2+ 振荡器来理解它，并再

次使用了快/慢速分析。 

 

2、促乳素细胞/促生长激素细胞模型 

我们使用 Tabak 等人 (2007 年)开发的垂体催乳素细胞模型，最近用于 Teka

等 (2011b)，Teka 等 (2011a，2012)和 Tomaiuolo 等 (2012)。 该模型也可以被
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认为是垂体促生长激素细胞的模型，因为催乳素细胞和促生长激素细胞表现出

相似的行为，并且模型中的详细程度不足以区分两者。由膜电位或电势 (V)，

描述被激活的 K+ 通道比例的活性变量 (n) 和细胞内游离 Ca2+ 浓度 (c) 组成的

常微分方程如下： 

    

公式 1.1 中的参数 Cm 是膜电容，右侧是离子电流的总和。 CaI  是由 Ca2+ 携带

的流经 Ca2+ 通道的内向电流，负责动作电位的上升。假定它是瞬时激活的，则

不需要活性变量。当前是 

              (1.4) 

其中 Cag  是最大电导 (一个参数)，电流的瞬时激活由下式描述： 

                (1.5) 

参数 mv  和 ms  分别设置为玻尔兹曼曲线的最大位置和斜率的一半。由于这是 V

的递增函数，因此 CaI  随着 V 从其低静态值向 mv 增大而被激活。电流的驱动力

为.  CaV V  ，其中 CaV  是 Ca2+ 的能斯特电位。 

KI  是向外延迟整流的 K+ 电流，其激活速度比 CaI  慢。这种电流主要是导

致峰值下降的原因，是 

               (1.6) 

其中， Kg  是最大电导，VK 是 K+ 能斯特电势，电流的激活由方程 1.2 描述。n

的稳态激活函数为： 

                    (1.7) 
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n 的变化率由时间常数 n  确定。 

一些 K+ 通道是通过细胞内 Ca2+ 而不是电压来激活的。一种由 Ca2+ 激活的

K+ 通道是 SK 通道 (小电导 K(Ca) 通道)。由于通道激活是由于细胞中 Ca2+ 的

积聚 (即 c 的增加) 引起的，因此发生的速度比 V 的变化更慢，故通过 SK 通

道的电流对尖峰动力学的贡献很小。 相反，它有助于尖峰的图案化。通过此通

道的电流在此处建模为 

                (1.8) 

其中 SKg  是最大电导，而 c 依赖的激活函数是 

                   (1.9) 

其中 dK  是半活化的 Ca2+ 水平。 

模型中的最终电流反映了通过其他 Ca2+ 激活的 K+ 通道 (称为 BK 通道 

(大电导 K (Ca) 通道))。这些通道位于 Ca2+ 通道附近，并由 V 和形成在开放通

道口处的高浓度 Ca2+ 纳米域控制。正如之前指出的 (Sherman 等 (1990))，BK

通道看到的 Ca2+ 反映了 Ca2+ 通道的状态，该状态由膜电位决定。因此，可以

将 BK 电流的激活建模为取决于 V 的过程： 

               (1.10) 

其中 

                  (1.11) 

由于该电流随电压的变化而迅速激活 (Ca2+ 纳米域的迅速形成)，因此它极限了

上冲程，并导致动作电位的下冲程。 

游离细胞内 Ca2+ 浓度的微分方程 (方程 1.3) 描述了 Ca2+ 通过 Ca2+ 通道 

( CaI ) 流入细胞以及通过 Ca2+ 泵 ck c  流出的情况。参数  将电流转换为摩尔

通量，参数 ck  为泵速。最后，参数 cf  是游离的 Ca2+的分数，即未绑定到 Ca2+

缓冲区。表 1 列出了所有参数的默认值。 
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表 1 催乳激素细胞模型的默认参数值 

 

3、标准快/慢速分析 

这三个模型变量在不同的时间尺度上变化。膜电位的时间常数是电容和输

入电阻的乘积： = /V m totalC g  ，其中 =total Ca K SK BKg g g g g    是总膜电导。V

随时间变化而变化，如图 2 所示的突发期间，总合计范围从突发静默阶段的约

0.5 毫微秒到突发活性阶段的约 3 毫微秒，故3.3 20V   毫秒。变量 n 的时

间常数为 43n   毫秒。时间常数 c 为
1

625
c cf k

  毫秒。 因此， V n c    ，

V 是最快的变量，而 c 是最慢的变量。 

 

图 2 催乳激素细胞模型产生的突发。 (A) 电压 V 呈现出从平稳状态出现的小尖峰。 (B)变

量 n 足够快，可以可靠地跟随 V。 (C) 变量 c 在很慢的时间尺度上变化，呈现出锯齿形的

时间进程。 
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图 3 伪稳定水平突发的 2-fast / 1-slow 分析。 3 分支 Z 曲线由稳定 (实心) 和不稳定 (点

状)平衡点以及不稳定周期解的分支 (虚线) 组成。 分岔包括下部鞍节点 (LSN)，上部鞍

节点 (USN)，次临界 Hopf (subHB) 和同宿 (HM) 分岔。 (A) 使用默认参数值时，突发轨

迹 (黑色粗曲线) 仅部分遵循 z 曲线。 (B) 当通过将 cf  从 0.01 减小到 0.001 来使慢变量变

慢时，整个系统轨迹将更加紧密地遵循 z 曲线。 

 

图 2 所示的三个变量的时间历程证实了时间尺度的差异。V 中每次突发时

出现的峰值在 n 中可靠地反映出来，但在 c 中被抑制。实际上，c 是一个累积

变量，类似于在松弛振荡期间观察到的恢复变量。这一观察结果激发了分析突

发轨迹的想法，就像分析具有快速变量 V 和慢速恢复变量 c 的松弛振荡一样。

即，在 c-V 平面中检查轨迹，并利用 c 和 V 零斜线。但是，由于系统是 3 维

的，因此将快速变量 (V) 的零斜线替换为快速子系统 (V 和 n) 分岔图，其中
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将慢变量 c 视为分岔参数。这是标准快/慢速分析的基本思想，如图 3A 所示。

快速子系统分岔图 (通常称为 z 曲线) 由稳定稳态的底部分支 (实线)，不稳定

鞍点的中间分支 (点线)以及稳定和不稳定稳态的顶部分支组成。这三个分支由

较低和较高的鞍节点分岔 (分别为 LSN 和 USN) 连接，并且顶部分支的稳定性

在次临界 Hopf 分岔 (subHB) 处发生变化。Hopf 分岔产生一个不稳定周期解的

分支，该分支以同宿分岔 (HM) 终止。因此，我们看到快速子系统的 c 值间隔

在较低 (超极化) 和较高 (去极化) 稳态之间是双稳态。此间隔从 LSN 扩展到

subHB。 c 零斜线与 subHB 和 USN 之间的 z 曲线相交。此交集是整个方程组

的不稳定平衡。 

快/慢速分析的下一步是叠加脉冲轨迹，并使用相平面方法分析动力学。由

于 c 变量比 V 慢得多，因此轨迹在很大程度上遵循 z 曲线，因为它在松弛振荡

过程中将遵循快速变量的零斜线。在 c-零斜线下方，流向左，而在零斜线上

方，流向右。因此，在突发的静默阶段，轨迹沿着 z 曲线的底部分支向左移

动。到达 LSN 时，会快速跳到 Z 曲线的顶部分支。该轨迹向右移动，直到到达

subHB，这时它跳到 Z 曲线的底部分支，重新开始循环。 

从图 3A 可以清楚地看出，轨迹并不足够接近 z 曲线。对此的一种解释

是，顶部分支上的平衡很弱地吸引焦点，并且“慢变量”c 改变得太快，以至

于轨迹无法接近焦点的分支。因此，在活性阶段会产生弱阻尼振荡，这些阻尼

振荡就是突发的尖峰。这种解释在图 3B 中得到了支持，其中通过将 cf  从 0.01

降低到 0.001，使慢变量变慢了 10 倍。现在，轨迹沿着 z 曲线的两个分支更加

紧密地移动。在活性阶段，会有一些初始振荡迅速衰减。一旦轨迹通过

subHB，就会有缓慢的通过效果 (Baer 等 (1989)，Baer，Gaekel (2008)) 以及一

些不断增长的振荡，然后轨迹会跳到下分支。 

我们将这种分析称为 2-fast / 1-slow 分析，它提供了一些有关突发的有用信

息。例如，通过构建快速子系统二维的稳定流形鞍点，该方法用于了解突发期

间主动相终止的机制 (Nowacki 等 (2010))。该方法还用于了解在向上电压扰动

的响应中发生的复杂突发复位 (Stern 等人 (2008))。我们已经显示了这种伪稳

定水平突发的 z 曲线与神经元中经常观察到的稳定水平突发的 z 曲线有何关系 

(Teka 等人 (2011a))。这在图 4 中示出，使用在胰腺   细胞中的突发 Chay-  
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图 4 Chay-Keizer 模型用于说明稳定水平和假稳定水平突发之间的过渡。 (A)使用附录中给

出的默认参数值进行的稳定水平突发的 Z 曲线的特征是，由于超临界霍普夫分岔 (supHB)

而产生的稳定的周期性尖峰解的分支。 (B)将 vn 的值从 16 mV 增加到 14 mV，将 Hopf 分

岔向右移动并将其转换为 subHB，并带有关联的周期 (SNP)分岔的鞍节点。 (C)将 vn 进一

步增加至 12 mV 会创建表征伪稳定水平突发的 z 曲线。 来自 Teka 等。 (2011b) 

 

Keizer 模型 (Chay，Keizer (1983))。 (此模型的公式在附录中给出。) 稳定水平

突发的标准 z 曲线显示在子图 A 中。它的特征在于稳定的周期性解的一个分支

即突发的峰值。在此图中，它们源自超临界霍普夫分岔 (supHB)。通过这种稳

定的周期性分支，尖峰往往比伪稳定水平突发期间产生的尖峰大得多，而且它

们不会随着活跃期的进展而减弱。如果通过增加 nv  来使超极化 K+ 电流的激活
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曲线向右移动，则该细胞将变得更加兴奋。因此，霍普夫分岔向右移动并变为

亚临界状态 (图 4B)。最重要的是，稳定尖峰解和稳定超极化稳态之间的双稳态

区域已经很大程度上被快速子系统的两个稳定稳态之间的双稳态区域所取代:一

个是超极化的，一个是去极化的。当激活曲线进一步向右移动时 (图 4C)，稳定

的周期性分支已完全被稳定的静止分支取代，z 曲线是伪稳定水平突发的 z 曲

线。其他使细胞更易兴奋的操作，例如向左移动去极化 CaI  电流的激活曲线，

增加该电流的电导 Cag  或降低超极化 KI  电流的电导 Kg ，对 z 曲线具有相同的

效果 ( Teka 等 (2011b))。除了更改快速子系统分岔图以外，还必须修改慢变量

的速度以在稳定和伪稳定水平突发之间进行转换 (对于伪稳定水平突发必须更

快，这可以通过增加 cf  的值来实现) )。在另一项研究中，奥辛加及其同事证明

了通过展开余维数为 4 的分岔可以获得稳定水平和伪稳定水平突发的快速子系

统分岔结构 (Osinga 等 (2012))。这就解释了为什么在早期的基于余维数为 3 的

分岔展开的突发分类中没有看到伪稳定水平的分岔结构 (Bertram 等 (1995))。 

尽管 2-fast / 1-slow 分析提供了有关伪稳定水平突发的有用信息，但它仍有

一些主要缺点。最明显的是，除非缓慢变量减慢到活性阶段不再出现尖峰点，

否则突发轨迹不会十分紧密地遵循 z 曲线 (图 3)。同样，对于尖峰起源的解释

也不是完全令人信服，因为它是基于对顶部分支稳态的局部分析，而突发轨迹

并不接近这些稳态。它还没有提供有关在一次突发中预期有多少尖峰的信息。

最终，如图 5 所示，它无法解释当降低 c-零斜线时从伪稳定水平突发到连续峰

值的过渡。在此图中，减小 K+ 参数会降低零斜线，而不会影响 z 曲线。在图 B

和图 D 中，零斜线与 z 曲线相交以形成不稳定的全局系统平衡 (标记为“A”)

以及不稳定的周期分支，从而形成不稳定的全局系统周期解。但是，在一种情

况下，系统会崩溃 (子图 A)，而在另一种情况下，系统会连续出现峰值 (子图

C)。这清楚地表明，使用这种类型的分析对伪稳定水平突发所做的预测可能不

可靠。 
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图 5  2-fast / 1-slow 分析无法解释当降低 c-零斜线时在模型中从伪稳定水平突发到尖峰的

过渡。 (A) 使用默认参数值产生的突发。 (B) 突发模式的标准快速/慢速分析。 (C) 当 K+

从 0.16 ms-1 降低到 0.1 ms-1 时，突发转换为连续尖峰。 (D) 从快速/慢速分析中看不出为

什么发生过渡。来自 Teka 等 (2012)。 

 

4、1-Fast / 2-Slow 分析 

在上面的分析中，具有中间时间尺度 (n) 的变量与快速子系统相关联，并

且通过比较整个系统轨迹与单个慢变量 (c) 非常慢时的期望值来分析突发动力

学。也就是说，通过奇异极限 0cf   并构造一个以 c 为分岔参数的快速子系统

分岔图。或者可以将 n 与慢速子系统相关联，然后通过将突发与单个快速变量

非常快时的期望值进行比较来研究动态。即通过达到奇异极限 0mC  。在这

里，我们采用这种 1-fast / 2-slow 分析方法，其中变量 V 构成快速子系统，而 n

和 c 构成慢速子系统。使用 Teka 等 (2011a)和 Vo 等 (2010) 的无量纲方程将其

形式化，也可以找到更多详细信息和推导。最近对混合模式振荡的综述 

(Desroches 等 (2012)) 提供了以下关键动力结构的更多细节。 

 

4.1 简化、异化和分层系统 

在下面，我们假设 mC  很小，因此 V 变量处于伪平衡状态。将函数 f  定

义为方程式 1.1 的右侧： 
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随后 

  

其中， maxg  代表电导值，例如，动作电位期间的最大电导。然后，快速子系统

的动力学在奇异极限下由分层问题给出： 

                      

其中  max /f mt g C t  是无量纲的快速时间变量。该子系统的平衡集称为临界流

形，它是 3
 中的一个曲面： 

      

由于 f  在 n 中是线性的，因此用 V 和 c 求解 n 很方便： 

      

其中 

      

临界流形是一个折叠面，由三张通过两条折叠曲线连接的薄片组成 (图 6)。一

维快速子系统是双稳态的。对于 n 和 c 的一组值，存在一个稳定的超极化稳态

和一个稳定的去极化稳态，并由一个不稳定稳态隔开。稳定稳态形成临界流形

的吸引下层和上层 (表示为
aS   和

aS  ，其中 0
f

V





 )，而分离的不稳定稳态形

成排斥的中间层 (表示为 rS  ，其中 0
f

V





)。曲面由 L+ 和 L

— 表示的折叠曲线

连接，折叠曲线由表面上的点组成 
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                       (1.20) 

即 

 

上折曲线在下折曲面上的投影表示为 P.(L+ )，而下折痕线在上折曲面上的投影

表示为 P.(L
— )。这两个投影如图 6 所示。 

临界流形不仅是快速子系统的平衡点集，而且还是慢子系统的相空间。这

个慢的子系统，也称为精简系统，描述如下： 

                    

 

图 6 临界流形是
3
中的点集，当快速变量 V 处于平衡状态 (方程 1.17)。两条折叠曲线用

L+ 和 L
— 表示。沿着折叠曲线快纤维的投影用 P.(L+ )和 P.(L

—
)表示。同时给出了折叠节点

的奇异点 (FN)和进入折叠节点的强奇异翼 (SC)。 来自 Teka 等 (2011a) 
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该微分代数系统描述了轨迹在临界流形上时的流动，如方程 1.18 中的图形

所示。因此，我们可以在一个单独的坐标图 (V，c) 中表示该系统，包括这两

个折叠的邻域。然后需要一个条件来将轨迹约束到临界流形上。提供此条件的

是 0f   的总时间导数。 那是 

                 (1.25) 

或者 

               (1.26) 

由方程 1.23 和 1.24 有 

 

然后，简化由微分方程 1.24 和 1.27 组成的系统，其中 n(V，c) 由方程 1.18 给

出。 

简化系统在折叠曲线处 (其中 =0
f

V




) 是奇异的，因此轨迹的速度在接近折

叠曲线时接近 1。(这可以通过求解方程 1.27 的
dV

dt
 并注意到分母接近 0 来实

现，但是随着接近折叠曲线，分子不会达到。) 可以通过引入重新定标的时间

1( )
f

d dt
V

 
 


 来消除奇异性。这样产生的系统的行为类似于简化系统，但折

叠曲线除外，该曲线被转换为 c 变量的零斜线。在经过重新调整的时间之后，

形成了以下去奇异化的系统： 

                

这里 F 定义为： 

 

像简化的系统方程 1.28—1.30 一样方程 1.18 描述临界流形顶部和底部的流

量。它们还在中间曲面上描述了流量，但是在这种情况下，由于时间重新调
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整，流量在时间上向后倒退。上面讨论过的分层问题描述了从一张吸引曲面到

另一张吸引曲面的跳跃。 

可以通过将来自去奇异化系统和分层系统的轨迹粘合在一起来构造奇异周

期轨道，以使最终轨道返回其起始点。一个例子如图 6 所示。从
aS   上奇异周

期轨道上的一个点开始，解成单数的系统产生一条沿着
aS   移动直到到达 L+ 

(带有单箭头的黑色曲线) 的轨迹。从这里开始，它沿着快速的纤维 (带有双箭

头的黑色曲线) 移动到底部。从 P.(L+) 上的点开始，再次求解单数方程，以产

生沿着
aS   一直移动直到到达 L

— 的轨迹。然后，轨迹沿着快速光纤移动到顶层

P.(L
— )上的一点。从这里开始，再次解去奇异化的方程，并且轨迹一直持续到

到达起点为止。 

 

4.2 折叠奇点与伪稳定水平突发的起源 

奇异化系统的平衡有两种非常不同的类型：普通奇异和折叠奇异。去奇化

系统的普通奇点满足 

          

并且是整个系统方程 1.1–1.3 的平衡。折叠奇点位于折叠曲线上并满足 

                    

如前所述，在简化系统 (方程 1.24、1.27 和 1.18) 中，轨迹以无限速度通过折

叠曲线。折叠奇点是一个例外：在这些点上，分子和分母都接近 0，因此轨迹

以有限的速度通过折叠奇点。在接近奇异极限的整个系统中，轨迹可以通过折

叠曲线并沿着慢速流形的中间板运动一段时间，然后再跳下。 

折叠奇点的线性稳定性分析表明它是折叠节点 (两个相同符号的实特征
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值)，折叠鞍点 (符号相反的实特征值) 还是折叠焦点 (特征值的共轭共轭对)。

在整个系统中，在折叠的节点和折叠的鞍点附近存在奇异翼 (Benoit (1983)，

Szmolyan，Wechselberger (2001))。这些轨迹在我们的情况下沿着
aS  进入折叠的

奇点，并在有限的时间内通过它，在排斥曲面 rS  上出现并沿着该曲面行进一

段时间。对于图 6 中使用的参数值，L+ 上有一个折叠节点 (FN)。在这种情况

下，存在一个整体的奇异翼，由 L+ 和与 FN 的强特征值的本征方向相切的轨迹

相关的强奇异翼 (图 6 中的 SC 表示) 界定。该扇形区称为奇异漏斗。进入奇异

漏斗的奇异周期轨道将表现出远离奇异极限 (即 Cm > 0 时) 的芥子引起的混合

模式振荡 (MMO) (Brons 等 (2006))。 

根据费尼切尔理论 (Fenichel (1979))，对于 Cm > 0，临界流形平稳地扰动到

由不变吸引和排斥流形组成的慢流形。我们将吸引流形表示为 , ma CS 
 和 , ma CS  ，

并将排斥流形表示为 , mr CS 。由于临界流形在 L+ 和 L
— 处失去双曲性，因此

Fenichel 理论不适用于该流形。确实，折叠节附近的临界流形扰动到扭曲的曲

面 (Guckenheimer，Haiduc (2005)，Wechselberger (2005))。这在图 7 中进行了

说明，其中 , ma CS 
 (蓝色) 和 , mr CS  (红色) 在 FN 附近汇合。用于计算扭曲面的数

值技术利用了满足边界值问题的轨迹的连续性，这是 Desroches 等 (2008a) 和

Desroches 等 (2008b) 开发的。 

奇异的强芥子扰动到主要的强芥子，后者仅需旋转一圈或旋转一半，即可

从 , ma CS 
 移至 , mr CS 。此外，还有一类次级芥子，它们通过漏斗移动并在从 , ma CS 

流到 , mr CS  时显示旋转。产生的最大旋转数 Smax由折叠节点处线性化的特征值

比确定。如果 s  和 w  是 FN 处线性化的强特征值和弱特征值，则定义 

                        (1.37) 

则最大振荡次数为 (Rubin，Wechselberger (2008)，Wechselberger (2005))： 

                    (1.38) 
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图 7 折叠节点附近的扭曲慢速流形，使用具有默认参数值的 Cm = 2 pF 计算。 初级强芥子 

(SC，绿色) 从 , ma CS 
 到 , mr CS  旋转半圈。 二级芥子 1  旋转一圈即可从 , ma CS 

 流入

, mr CS 。其他二级芥子  2 3 ，  分别旋转两个和三个。整个系统在 , mr CS  (青色圆) 附近具

有不稳定的平衡。伪稳定水平突发轨迹 (PPB) 被叠加并且具有两个旋转。 来自 Teka 等

(2011a) 

 

它是小于或等于
+1

2




 的最大整数。对于 Cm > 0，但依旧很小，有 Smax—1 个二

级芥子将漏斗分成 Smax个扇区 (Brons 等 (2006))。第一个扇区由 SC 极限，第

一个辅助二级芥子 1  和进入该扇区的轨迹旋转一圈。第二个扇形以 1  和 2 为

边界，进入此处的轨迹有两个旋转，依此类推。进入最后一个扇形的轨迹 (以

最后一个二级芥子和折叠曲线 L+ 为界) 具有最大 Smax 旋转数 (Rubin，

Wechselberger (2008)，Vo 等 (2010)，Wechselberger (2005))。这些小振荡中的许

多振荡是如此之小，以至于实际上是不可见的，尤其是在实验电压迹线中，这

些噪声会被噪声波动所掩盖。 

图 7 显示了伪稳定水平突发轨迹的一部分 (PPB，黑色曲线)，叠加在扭曲
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的慢速流形上。由于它进入第一个和第二个芥子之间的漏斗，因此它在穿过 FN

附近的区域时表现出两次旋转。这些旋转是在脉冲的活性阶段发生的小尖峰。

然后，整个突发轨迹包括沿着慢速流形的上下片层的缓慢流动，即从一个吸引

片层到另一个吸引片层的快速跳跃。从 , ma CS 
 下降到 , ma CS 

 之前是一些小的振

荡，这是突发的尖峰。随着 Cm 变小，突发轨迹看起来越来越像奇异的周期性

轨道，实际上，小的振荡在奇异的极限中消失了 (Vo 等 (2010))。 

 

4.3 广义系统的相平面分析 

由于去奇异化系统是二维的，因此可以将相平面分析技术应用于该系统 

(Rubin，Wechselberger (2007)，Teka 等 (2011a))。 在图 8 中给出了零斜线和平

衡点。零斜线满足  , 0F V c   是图中的单 Z 形曲线。 c 零斜线满足 

                 (1.39) 

那么 

                   (1.40) 

或者 

                        (1.41) 

第一组解形成整个系统的 c 零斜线，在图 8 中标记为 CN1。第二组解形成两条

折线 L+ 和 L
—。V 零斜线与 CN1 的交点产生普通的奇点，并且 为整个系统的

平衡 (方程 1.1—1.3)。 在图 8A 中有一个这样的平衡点，标记为点 A，这是去

奇异化系统的不稳定鞍点。 V 零位线与折叠曲线之一的相交会产生折叠的奇

点。在图 8A 中，在 L
— 上存在折叠的焦点，在 L+上存在折叠的节点。折叠后

的节点很稳定，并且会生成芥子。折叠后的焦点也很稳定，但是不会产生任何

光晕。 

平面系统的一个优点是，有助于理解参数变化的影响。例如，增加参数

gBK 会改变 V 零斜线的形状并使 L+ 和 L
— 靠得更近，但对 CN1 没有影响。随

着该参数的增加，FN 和平衡点 A 彼此靠近，并最终合并 (图 8B)。当参数进一 
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图 8 去奇异化系统的零斜线。 (A) 在 V 零斜线和 C 零斜线的 CN1 分支相交的地方出现普

通的奇点 (点 A)。这个平衡是去奇异化系统的鞍点，也是整个系统的鞍点。在 V 零斜线与

折叠曲线相交的位置发生两个折叠的平衡点。一个折叠的奇点是稳定的折叠节点 (FN)，而

另一个是稳定的折叠焦点 (FF)。 (B) 当 gBK从 0.4 nS 增加到 2.176 nS 时，跨临界点 (TR)

的鞍点和折叠节点合并。 这也称为 II 型折叠式鞍节点。 (C) 当 gBK = 4 nS 出现在临界流

形顶端上的普通奇点是稳定的。 折叠的节点已变成折叠的鞍点并且不稳定。 
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步增加时，稳定性从折叠节点转移到整个系统平衡 (图 8C)。因此，随着 gBK 

的增加，去单链化系统经历了跨临界分岔。在分岔的另一侧，折叠的节点已成

为折叠的鞍，并且不再从其一维的稳定流形吸引轨迹。交点 A 现在是稳定的，

并且是整个方程组的稳定平衡。因此，除了跨临界分岔之外，整个系统都处于

高压 (去极化) 稳态。奇异化系统的这种跨临界分岔也称为 II 型折叠式鞍节点

分岔 (Krupa，Wechselberger (2010)，Milik，Szmolyan (2001)，Szmolyan，

Wechselberger (2001))。相比之下，I 型折叠式鞍节点的分岔是折叠式鞍和折叠

节点奇异性的结合，并且不涉及整个系统的平衡 (Szmolyan，Wechselberger 

(2001))。 

奇异系统的跨临界分岔是整个系统的奇异 Hopf 分岔的标志 (Desroches 等 

(2012)，Guckenheimer (2008))。图 8A 中去奇异化系统的普通鞍点是整个系统的

鞍点，并且轨迹可以沿着其一维的稳定流形接近鞍焦点，并沿着二维不稳定的

流形随着振荡的增加而离开。实际上，可使用适当的全局返回机制，可能是

MMO 的机制，它是不同于由于折叠节点 (与鞍焦点共存) 而产生的机制。在这

种情况下，小振荡的特征是振幅单调增加，对于芥子诱发的 MMO 可能会也可

能不会。有趣的是，这两种针对 MMO 的机制不是相互排斥的。在 Desroches

等  (2012) 的图 21 中显示了一个 MMO 的示例，该 MMO 的前几个小振荡是由

于折叠节点引起的慢速流形扭曲，而剩余的小振荡是由于远离鞍焦点的振荡而

不断增长。 

 

4.4、突发边界 

1-fast / 2-slow 分析的一个有用的应用是确定发生突发的参数空间区域。如

图 5 所示，参数的变化可以将突发转换成尖峰，或者可以将突发转换成稳定的

稳态，如图 8 所示。因为伪稳定水平突发与折叠的存在紧密相关，节点奇异性

这种突发类型的必要条件之一就是折叠节点的存在。我们已经看到，可以通过

II 型折叠式鞍节点的分岔来创建/销毁折叠式节点。也就是说，当弱特征值穿过

原点，从而穿过 =0  时，折叠节点也可以更改为没有芥子解的折叠焦点。这在

特征值合并之后发生，即在 =1 时发生。由于仅在0 1   时才存在折叠节

点，因此对于折叠时的参数值0 1  ，仅发生芥子引起的混合模式振荡奇
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点。至少在 Cm 小的情况下，这可预测伪稳定水平突发。对于较大的 Cm 值，

奇异理论可能不会成立，因此对于奇异理论预测连续峰值解的参数值，可能会

发生突发。 

芥子型 MMO 的另一个条件是存在一种全局返回机制，该机制会定期将轨

迹注入漏斗中。发生这种情况时，轨迹会通过扭曲的慢速流形移动并产生小的

振荡，这些振荡是伪稳定水平突发的尖峰。相反，如果将轨迹注入漏斗的外

部，则在强芥子的另一侧，将发生连续尖峰。为了对此进行量化，使用了距离

度量  。这是使用奇异的周期性轨道定义的，最好在 c-V 平面中查看 (图 9)。

当轨道从临界流形的底部跳到 L
— 时，它沿着快纤维移动到顶部 P(L

—
)上的一

点。从此点到坚固的芥子的水平距离定义为 。如果该点在强芥子上，则

=0 ；如果在漏斗中，则按照惯例 0  。因此，存在因芥子引起的 MMO 和伪

稳定水平突发的必要条件是 0  。 

 

 

图 9 奇异周期轨道和关键结构在 c-V 平面上的投影。 上折线 (LC) 和强芥子 (SC) 界定

了奇异漏斗。 奇异周期轨道从 L
— 跳到 P(L

—
) 上的一个点。 从该点到强芥子在 c 方向上

的距离定义为 ，并且按照惯例，当点在漏斗中时 0  。 来自 Teka 等 (2011a) 
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图 10 奇异分析可预测整个系统是否为连续尖峰，突发或处于去极化的稳态。折叠后的节

点成为 =0  曲线上方的折叠鞍，并且去奇异化系统的普通奇点变得稳定。 在 0  和

=0  曲线之间，满足两个条件以进行混合模式振荡，并且预计会出现伪稳定水平突发。 

在 =0  曲线以下，奇异的周期性轨道不会进入奇异的漏斗，从而导致张弛振荡。远离奇

异极限 (对于 Cm > 0)，它们成为周期性的峰值运动。 

  

有了这些对  和   的约束，就可以构造一个表征整个系统性能的 2-参数

分岔图。一种这样的图 (如图 10) 所示，其中延迟整流器 (gK) 的最大电导和大

电导 K(Ca) (gBK) 电流是变化的。在该图中，上部曲线 (品红色) 由 II 型折叠式

鞍节点分岔组成，产生折叠节点，因此由 =0 表示。在该曲线上方，整个系统

在平衡点稳定，系统进入去极化的稳态。在曲线 0   (绿色) 之下由点 =0  

组成。在曲线上方 0  ，而在下方 0  。两条曲线之间都满足 MMO 的两个

条件，所以这是混合模式振荡发生的参数区域。 

 

4.5 增加尖峰转换 
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在发生 MMO 的参数空间区域中，可以描述在不同子区域中发生的小振荡 

(尖峰)的数量。这样的分析在 Vo 等 (2012) 中进行。使用迄今为止我们一直在

使用的催乳激素细胞模型的变形 (附录中所述)。观察的动机是，在一个包含 A

型 K+ 电流的 4 变量催乳素细胞模型中，即使有人将 c 变量固定在其平均值

上，也会发生伪稳定水平突发 (Toporikova 等 (2008))。因此，为简化分析，将

c 固定，并将模型缩小为 3 维。现在我们要考虑的是这种 3 维模型，其中与前

面讨论的 3 维促生长激素细胞模型的主要区别在于，SK 和 BK 电流被泄漏电流

和 A 型 K+ 电流替代，而钙变量 c 被 A 型通道的灭活变量 e 替代。用该模型在

两个参数 gK和 gA 的平面中确定了突发边界。在这种情况下，当 =0 且折叠

节点成为 II 型折叠式鞍节点分岔处的折叠式鞍点时，会出现左突发边界。但

是，与图 10 不同，当 =1  和折叠节点成为折叠焦点时，会出现混合模式振荡

的右边界 (图 11)。第三个边界出现在 =0 处，而第四个边界出现在整个系统的

稳定平衡在不变圆 (SNIC) 分岔的鞍节点处。在这些线段所界定的梯形区域

内，满足 MMO 的两个条件 (图 11)。 

 

图 11 催乳素细胞模型的一个变形 (附录中介绍) 的突发边界和每次突发的最大尖峰数。 

当折叠的节点变为折叠的鞍点 ( =0 ) 或折叠的焦点 ( =1 ) 时，将出现左右边界。当周

期性轨道跳到划定奇异漏斗 ( =0 ) 的强芥子时，就会出现下边界。当整个系统的稳定平

衡出现在 SNIC 分岔处时，就会出现上限。 最大尖峰数 (Smax) 由   确定。 来自 Vo 等 

(2012) 
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根据方程 1.38，在混合模式振荡中出现的小振荡的最大数量 (Smax) 取决于

特征值比  。在该模型中，特征值仅取决于 gK，只是稍微取决于 gA。因此，常

数 Smax 的子区域由几乎垂直的线段分隔 (最大整数函数的值发生变化的 gK

值)。靠近右边界 =1 ，因此由方程 1.38 每个突发最多有一个小的振荡 (由于轨

迹会从慢速流形的下层板跳到上层板，因此会产生额外的振荡；在跳跃之后，

电压最初很大，然后缓慢下降，从而产生了突发的第一个尖峰)。对于 5Kg   

nS，Smax 增加到 2，对于 4.4Kg   nS，则增加到 3。随着接近左边界，最大振

荡次数继续增加，其中 =0 和 maxS 。 

虽然特征值比率说明了故事的一半，但另一半是由周期性轨道跳到慢流形

顶层时确定的，它是由定轨道确定的 (即取决于  的值)。如果轨道跳到靠近主

要强芥子的点，则  接近 0。在该扇形区中，一侧受主要强芥子极限，另一侧

受到第一个次要芥子极限，不管特征值比   如何，将产生一个小振荡。在参数

平面中 MMO 区域的底部附近就是这种情况。对于较大的 gA值，距离量度  

变大，因此，随着轨迹跳入距离主要强芥子较远的扇区，突发期间产生的小振

荡的数量也会增加。总之，参数 gK控制特征值比  ，从而控制每个突发的最大

尖峰数。它还确定次要芥子的数量，以限定漏斗的扇区。参数 gA控制距离度量

 ，从而控制轨道跳到慢速流形顶部时跳入的扇区。在图 11 的两参数图中，每

个突发的尖峰数量将随着在 MMO 区域中向左或向上移动而增加。 

如果通过固定 gA 使  保持恒定，并且随着 gK的变化而使   变化，那么

尖峰增加跃迁的分岔结构将是什么样？MMO 解分支如何相互连接？也就是

说，具有 n 个尖峰的突发分支如何连接到具有 n+1 个尖峰的突发分支？ Vo 等 

(2012) 解决了这些问题。首先通过使用延续程序 AUTO 执行分岔分析 (Doedel 

(1981)，Doedel 等 (2007))，然后通过使用奇异系统和非奇异系统的返回图更好

地了解峰值增加行为。图 12 显示了在 gA = 4 nS 的 gK值范围内 L2 范数。对于

低于约 3.7 nS 的 gK，存在稳定的去极化稳态 (ED)。在亚临界霍普夫分岔处变

得不稳定，产生的周期解族由连续峰值组成，在此标记为 s = 0 (不小的振荡)。

第一组突发解 (s = 1 分支) 在加倍分岔的周期( 3.592Kg   nS，如左插图所示)
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处连接到尖峰分岔，随后在第二个加倍分岔的周期 (在 6.127Kg   nS 处)连接

到尖峰分岔。除了由于向上层板的跳跃和向下运动引起的初始尖峰之外，该突

发图还具有由折叠节点引起的一个尖峰。下一个带有 s = 2 的突发分支既不连接

到尖峰分支，也不连接到 s = 1 分支。取而代之的是，它是由一对周期性分岔的

鞍节点形成的周期分岔 (图 12 的右插图)。该族解 s = 1 的扩展范围比 gK的取值

范围更小，特别是分支的稳定部分大约只有 s = 1 分支的稳定部分的四分之一。

其他突发族是与 s = 2 族相似的孤立体，每个连续族的范围都比其前任族短。随

着突发族的稳定范围接近 0 和 s   ，以及 gK的减小，存在一个积累点 (朝

=0 的点)。 

 
图 12 在 gK 取值范围内以及 gA = 4 nS 和 Cm = 2 pF 处增加尖峰过渡。 仅 s = 1 突发族连接到

尖峰分支 (s = 0)。 突发解的所有其他族 (例如 s = 2 族)形成孤立体。使用催乳激素细胞模

型变形，来自 Vo 等 (2012) 

 

4.6、真实细胞的预测测试 

图 10 和 11 提供了有关每个突发的尖峰数量如何随参数值以及连续尖峰，

突发和静态行为之间的边界变化的预测。这些预测已被证明是非常好的 (Teka

等 (2011a)，Vo 等 (2010))，即使在单个参数 Cm 很大的情况下，也适用于垂体

细胞的正确范围 (  5 pF)。重要的是，这些预测也适用于实际的垂体细胞。例
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如，如果垂体细胞不断增加，则应有可能通过增加 BK 型或 A 型 K+ 电流的电

导率，或通过降低延迟整流器 K+ 的电导率将其转化为突发性细胞。同样，如

果细胞正在突发，则如果 gBK或 gA增大或 gK 减小，则突发中的尖峰数应增

加。使用动态钳位技术测试了这些预测，该技术使用电极记录来自真实细胞的

电压，然后使用数学模型计算电流，并实时将其注入细胞中。因此，动态钳位

允许使用一个细胞的膜电位来计算该电流，从而将一个电压相关的电流添加到

一个实际的细胞中 (Milescu 等 (2008)，Sharp 等 (1993))。 

图 13 显示了向 GH4C1 细胞 (一种催乳激素细胞系) 添加 BK 电流的结

果。在不增加 BK 电导的情况下，细胞会连续突增 (图 13A)。但是，一旦以足

够大的电导率添加 BK 电流，便会显示出与尖峰混杂的伪稳定水平突发模式 

(图 13B)。添加更多的电导会增加细胞的突发性，即突发事件的一部分。而且，

如分析所预测的，添加更多的 gBK会增加突发中的尖峰数量 (图 13C)。在子图

D 中量化了随着增加的 BK 电导而导致的突发性变化，其中在计算的整个时间

过程中，针对添加的 gBK的每个值计算了突发性。子图 E 显示了平均平均持续

时间的量化，包括尖峰和突发。正如分析所预测的，突发性和事件持续时间都

随着添加的 gBK的增加而增加。在 GH4C1 细胞和垂体原发性促性腺激素中反复

显示了使用动态钳位增加或减去 BK 电流在尖峰和突发之间的过渡 (Tabak 等 

(2011)，Tomaiuolo 等 (2012))。 

也可以使用动态钳位为其增加负电导率，从而减去离子电流。例如，可以

为 IK电流开发一个模型，以反映实际细胞中该电流的特性。然后，可以通过添

加负 gK电导，使用动态钳位技术从其中减去一些电流。这可以优于使用药理学

试剂消除电流，因为此类试剂通常是非特异性的。而且，动态钳位方法允许研

究人员以受控方式仅减去一部分电流。我们使用这种方法减去 gK电导，从而降

低细胞格中的有效 gK值 (通过动态钳位减去的原始 gK)。预测是，当减去足够

数量的 gK时，尖峰细胞应成为突发器，并且随着减去的数量增加，突发中的尖

峰数应增加 (图 12)。将动态钳位器应用于 GH4C1 细胞的结果如图 14 所示。顶

子图显示，在减去 gK之前，该细胞大部分为尖峰，突发程度低，每个突发不超

过 2 个尖峰。当减去一些延迟的整流器电导 (-1 nS)时，细胞的突发性增加 (图

14B)。减去更多的电导 (-2 nS) 会进一步增加突发性，并增加每个突发的尖峰
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数量 (图 14C)。在子图 D 和 E 中量化了这些影响，其中在整个时间过程持续时

间内计算了突发性和平均持续时间。正如通过奇异分析所预测的那样，降低细

胞中的 gK会增加其突发的可能性，并会增加突发中的尖峰数。 

 

图 13 使用动态钳位从 GH4C1 乳化营养细胞中记录钳位记录，以添加模型 BK 型电流 (公

式 1.10)。 (A) 在没有增加电流的情况下，细胞连续尖峰。 (B)当添加 0.5 nS 的 BK 电导

时，细胞呈现出与尖峰混杂的脉冲。 (C)BK 电导增加的较大值  (1 nS)时，突发性增加，

每个突发的尖峰数目也增加。 (D) 在整个时间过程中对添加的 gBK的三个值的突发性进行

量化。 突发性随着 gBK的增加而增加。 (E) 量化添加 gBK的三个值的平均事件持续时间。 

事件持续时间随着 gBK的增加而增加. 

 

5、快/慢速分析结构之间的关系 
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我们从描述适用于突发振荡的标准快/慢速分析技术开始，其中将完整的 3

维系统分解为 2 维快速子系统和 1 维慢速子系统。然后，我们描述了具有一维

快速子系统和二维慢速子系统的替代分解。每种方法都利用组织系统行为的关

键结构。在 2-fast / 1-slow 分析的情况下 (图 3)，z 曲线 (快速子系统的平衡)和

z 曲线上部的次临界 Hopf 分岔点是两个关键结构。另外，慢变量的零斜线 (c

零斜线) 很重要，因为它决定了慢流的方向。在 1-fast / 2-slow 分析的情况下，

临界流形、折叠节点的奇点和去奇点化系统的零斜线是关键的组织结构 (图 6、

8)。在 Teka 等 (2012)中，使用了催乳素细胞体模型 (具有 SK 和 BK 电流，以

及钙变量 c) 来研究这些结构之间的关系。在本节中，我们讨论该调查的主要发

现。 

 
图 14 使用动态钳位来减去 GH4C1 乳化营养细胞的钳位钳记录，以减去延迟的整流器 K+

电流 (公式 1.6)。 (A) 在没有增加电流的情况下，细胞的突发性非常低，每个突发最多有
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两个尖峰。 (B) 当减去 1 nS 的延迟整流器 K 电导时，细胞的突发性增加。 (C) 当减去更

多延迟的整流器电导 2 nS 时，突发性进一步增加，并且每个突发的尖峰数量增加。 (D) 在

整个时间过程中对相减的 gK的三个值的突发性进行量化。当减去更多的 gK时，突发性增

加。 (E) 量化减去 gK的三个值的平均事件持续时间。 当减去更多 gK时，事件持续时间增

加。 

 

5.1、 0cf  极限 

在图 15A 中重新绘制了图 8A 所示的去奇异化系统的零斜线。这些值使用

0.01cf   计算，这是该参数的典型值 (细胞格中游离 Ca2+ 与结合的 Ca2+ 的比

率)。叠加的是从 2-fast / 1-slow 分解获得的 z 曲线，使用 Cm = 10 pF 计算。该 z

曲线是 2 变量快速子系统的固定分支，其中 c 被视为参数，因此默认假定

0cf  。显然，零斜线和 z 曲线非常相似，CN1 去单数化系统的零斜线是 2-fast 

/ 1-slow 系统的 c 零斜线。点 A 是所有三个曲线的单个交点，既是去奇异化系

统的平衡又是整个系统的平衡。 2-fast / 1-slow 系统的次临界 Hopf 分岔位于 z

曲线的顶部分支上，但在 L+ 之下，这意味着它位于临界流形的中间层上 (图

15B)。此外，z 曲线的两个鞍节点分岔点在临界流形的中间层上。去奇异化系

统的折叠节点位于次临界 Hopf 分岔点附近，但在临界流形的上折点上。 

我们现在取极限 0cf  ，因此变量 c 变得无限慢。取该极限对 z 曲线没有

影响，z 曲线已经假定 0cf  。它对 L+，L
— 或 CN1 也没有影响，因为 cf 脱离了

这些曲线的方程式。但是，它确实会影响去奇异化系统的 V 零斜线， 

      

当 0cf   第一项消失，而对于第二项等于 0，则  n n V  或

  0K K

f
g V V

n


  


 。由于 KV V 且 0Kg   ，所以我们必须有  n n V 。因

此 0
dn

dt
 。因此，去奇异化系统的 V 零斜线满足 0

dV

dt
 和 0

dn

dt
 ，它们是定义

z 曲线的相同方程。 

尽管 V 曲线和 Z 曲线在极限 0cf  中叠加，折叠节点和 Hopf 分岔没有极

限 (图 16)。 取而代之是，在此极限下 Hopf 分岔留在临界流形的中间曲面上。 
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图 15 (A) 具有 z 曲线 (黑色)的去奇化系统的零斜线。 (B) 具有 z 曲线叠加的简化系统的临

界流形。 在这两种情况下，gK = 4 nS，gBK = 0.4 nS，Cm = 10 pF (对于 z 曲线) 和

0.01cf   (对于去奇化系统)。重新绘制 Teka 等 (2012) 

 

5.2、 m 0C  极限 

相较极限 0cf  使 c 无限慢，极限 m 0C  使 V 无限快。现在，我们采用
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此极限，将 cf  返回其默认值 0.01。最小化系统由极限 m 0C  构成。因此采用

此极限仅影响 2-fast / 1-slow 分解的 z 曲线。快速子系统平衡的曲线由

 , , 0f V n c  和  n n V 定义，且 Cm 都不出现在两个方程中。因此，组成 z

曲线的平衡点的位置不受 Cm 的影响。但是，这些点的稳定性随 Cm的变化而变

化，因为 Cm 在 V 的常微分方程中 (方程 1.1)。 实际上，当 m 0C  ，Hopf 分

岔向折叠曲线 L+ 迁移 (图 17)。 

 

图 16 V 零斜线 (绿色) 收敛到 0cf  极限中的 z 曲线 (黑色)。折叠节点和次临界 Hopf 分

岔保持分离。使用 Cm = 10 pF 计算 z 曲线。摘自 (Teka 等 (2012)) 

 

要了解到 L+的收敛性，请注意，二维快速子系统 (方程 1.1、1.2)的雅可比

矩阵为： 

                (1.43) 

这里 。J 的迹是： 
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                    (1.44) 

在 Hopf 分岔上 J 的迹 = 0 。因此，此 Hopf 

                   (1.45) 

在极限 m 0C  的第二项消失，要求 0
df

dt
 。这是折叠曲线的方程式。 

 

图 17 在 m 0C  极限将 z 曲线上的 Hopf 分岔迁移到折叠曲线 L+。 在此图中，Cm = 0.1 

pF，因此它非常接近 L+，但尚未达到 (插入)。 使用默认的 0.01cf   计算去奇异化系统

的 V 零斜线。 来自 Teka 等  (2012) 

 

5.3、二重极限 

在 m 0C  极限 Hopf 分岔点迁移到上折曲线，但由于折点化系统的 V 零斜

线不覆盖 z 曲线，因此与折叠点的奇异性仍然不同。两者合并的时候，除了取

m 0C  极限，还有 0cf  个极限。在这个二重极限中，V 零斜线收敛到 z 曲

线，并且 Hopf 分支在折叠曲线 L+上，因此去奇异化系统的折叠节点奇异性和
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2-fast/1-slow 的 2-维快速子系统的 Hopf 分支是同一点。 

有趣的是，当从 cf  方向和 Cm 方向接近二重极限时，突发轨道是如何变化

的。图 18A 示出了用 0.01cf  和 Cm = 10 (在垂体催乳素细胞体或促性腺激素细

胞体的值的范围内) 计算的突发轨道，其与去奇异化系统的 V-零界线和 z 曲线

重叠。在这种情况下，系统远没有任何奇异极限，因此轨道仅稍微接近 z 曲

线，并且尖峰很大。当 cf  减小 10 倍时，突发曲线 (实际上更像是张弛振荡) 

由 z 曲线明确组成 (图 18B)。在静默阶段，它沿着底部分支移动，而在活性阶

段，它沿着顶部分支移动。它通过亚临界 Hopf 分岔，并在不稳定的分支上行走

一段时间，然后随着尺寸增加的振荡消失。因此，它表现出缓慢通过的效果，

在快/慢速系统的轨道通过亚临界 Hopf 分岔时是有据可查的 (Baer 等 (1989)，

Baer，Gaekel (2008))。如果 cf 返回其原始值并且 Cm减小了 100 倍，则系统将

由去奇异化系统的结构进行重组。图 18C 示出，在这种情况下突发轨迹在沿着

V 零斜线移动时非常接近折叠节点的奇点。峰值很小，且随着轨道沿着扭曲的

慢流形移动，其振幅先减小后增大，这是在折叠节点奇点附近通过的典型特征 

(Desroches 等 (2012))。如果将 Cm 保持在这个较小的值上，并且现在将 cf  减

小 10 倍，则突发轨道将再次沿着 V 零斜线移动通过折叠的节点，但是这次出

现了更多的尖峰，并且波峰附近的振幅大大降低。另外，由于接近二重极限，

因此轨迹在 z 曲线附近通过，并且折叠节点和 Hopf 分岔靠近在一起。 
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图 18 突发与去奇化系统的 z 曲线和 V-零斜线一起趋于不同的二重极限。 (A) 在生理学上

具有 cf  和 Cm 值的情况下，轨道 (蓝绿色) 既不遵循 z 曲线也不遵循 V 零斜线，并且尖

峰相对较大。 (B) 随着在 cf  方向上接近二重极限，突发轨道沿 z 曲线移动。 (C) 当沿 Cm

方向接近二重极限时，轨道沿着 V 零斜线并经过折叠节点。 (D) 在双极限附近，轨道穿过

折叠的节点，但也移动到 z 曲线和 Hopf 分岔附近。 来自 Teka 等 (2012) 

 

6、受刺激的促性腺激素的储存产生的突发 

到目前为止，我们讨论的伪稳定水平突发在垂体促生长激素细胞和催乳激

素细胞的自发活性中很常见，有时在促性腺激素的自发活性中也观察到 

(Stojilkovic 等 (2010))。但是，更常见的是，促性腺激素表现出强壮的稳定水平

的尖峰模式，几乎不会释放激素 (Van Goor 等 (2001b))。但是，当受到生理刺

激物促性腺激素释放的激素 (GnRH) 的刺激时，促性腺激素通常会产生大约

4—15 秒的突发模式，从而导致促黄体激素释放水平更高 (Stojilković 等 

(2010))。首先使用 Ca2+ 成像观察到这一点，其中在 GnRH 存在的情况下观察到

一组 Ca2+ 峰 (Shangold 等 (1988))。在 1990 年代发表的一系列论文中，表明了

这种突发模式是由于 GnRH 激发的 Ca2+ 振荡器与关闭 Ca2+ 振荡器时产生尖峰

的电振荡器的相互作用所致 (Kukuljan 等 ( (1994)，Stojilković 等 (1992、

1993)，Stojilković，Tomi c (1996)，Tse，Hille (1992)，Tse 等 (1994、1997))。

这项研究的关键要素是建立数学模型，该模型有助于解释数据和指导实验 (Li

等 (1994，1995)，Rinzel 等 (1996))。在本节中，我们将讨论该模型的简化版

本，其中保留了关键的生物物理和动态元素 (Sherman 等 (2002))。 
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6.1、关闭细胞动力学 

我们从 Ca2+ 振荡器开始。在这里，游离胞质 Ca2+ 浓度 (c) 的波动是由于

Ca2+ 循环进出内质网 (ER) 而引起的。将 ER 的 Ca2+ 浓度表示为 cER。在封闭

细胞模型中，我们首先分析，细胞中 Ca2+ 离子的总数是守恒的。离子仅在胞质

区和 ER 区之间来回移动。 用 ctot 表示细胞中的总游离 Ca2+ 浓度。 然后 

                      (1.46) 

其中，是  是“有效 ER 体积” ER
ER

ER

V
V

f
  (VER是 ER 体积， ERf  是 ER 中未

结合的 Ca2+ 的比例) 与“有效胞质体积” c
c

c

V
V

f
 的比率。 那是 

                        (1.47) 

重写为： 

                   (1.48) 

其中 ctot为常数。 胞内 Ca2+ 浓度的微分方程为 

                (1.49) 

其中 JER—in 和 JER—out 分别为进入和流出 ER 的钙通量 (图 19A)。 

 

图 19 (A) 关闭细胞模型， (B) 恒定流入的打开细胞模型和 (C) 通过电压门控 Ca2+通道流

入的打开细胞模型中的 Ca2+通量图 
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Ca2+ 进入 ER 的流量是通过三磷酸腺苷 (ATP) 水解驱动的泵进行的。这些

被称为 SERCA (浆质内质网钙 ATPase)泵。泵送速率是胞质 Ca2+ 浓度的增加函

数，在某些模型中包括对 ER Ca2+ 浓度的依赖性 (Sneyd 等 (2003))。我们使用

c 的简单二阶 Hill 函数来描述通过 SERCA 泵的通量： 

                         (1.50) 

其中 K1 是最大泵速的 Ca2+浓度的一半，而 V1 是最大泵速的一半。 

Ca2+从 ER 流出的流量有两个成分。首先，存在与 ER 和胞质 Ca2+浓度差异

成正比的泄漏， 

                     (1.51) 

ER 中的 Ca2+ 浓度大于细胞质中的 Ca2+ 浓度，因此从 ER 泄漏到细胞质中。仅

当 GnRH 与细胞质膜中的受体结合时，第二种成分才起作用，从而生成细胞内

信号分子肌醇 1,4,5-三磷酸 (IP3)。该分子与 ER 膜上的 IP3 受体结合并可以激活

它们。激活后，IP3 受体的行为就类似于 Ca2+ 通道，从而使 Ca2+ 从 ER 流出并

沿 Ca2+ 梯度流入细胞质。胞质 Ca2+ 离子也可以与受体的调节位点结合，从而

增加其打开的可能性。因此，IP3 受体由 IP3 和胞质 Ca2+共同控制。每个受体亚

基上都有第三个结合位点，用于 Ca2+ 诱导的受体失活。此负反馈在较慢的时间

尺度内运行，因此，在存在 IP3 的情况下，Ca2+既可以对 IP3 受体提供快速的正

反馈又可以提供较慢的负反馈。因此，IP3 受体的动力学非常类似于神经元中普

遍存在的电压门控 Na+ 通道的动力学，正如 Li，Rinzel (1994) 所证明的那样。

在我们用于表达 IP3 受体/通道打开的可能性的表达式中，IP3 结合的动力学和

Ca2+ 与激活位点的结合是瞬时的，而 Ca2+ 与失活位点的结合以时间常数 h 发

生。然后将 IP3 开放概率乘以 Ca2+ 梯度，从而为 Ca2+ 通量提供驱动力： 

 

其中 P 是代表通过明渠的通量的参数， ak  ， ik  是参数，IP3 是细胞内 IP3 浓

度，h 是满足微分方程的失活变量 

                      (1.53) 
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其中 

                       (1.54) 

和 

                        (1.55) 

在此，Kd 是 Ca 2 + 结合至失活位点的分离常数 (即分离速率 k
— 除以结合速率

k+ )。 参数 A 是 k+ 的倒数，便于设置负反馈的速度。方程 1.52 中 3 的指数反

映了一个事实，即 IP3 受体是具有三个相同亚基的同源三聚体。最后 

                      (1.56) 

表 2 给出了参数值。 

 

表 2 促性激素细胞模型的参数值。在打开细胞模型中 ctot 不是参数，而在突发模型中 Jin不

是参数 

 

综上所述，关闭细胞模型由两个微分方程组成： 

                    

其中，JER—out由方程 1.56 给出。JER—in由方程 1.50 给出。 h  由方程 1.54 给

出。 而 h  由方程 1.55 给出。 

图 20 显示了响应 IP3 脉冲的关闭细胞模型的动力学。最初，系统处于静止

状态，c 接近 0，h 接近 1 (IP3 受体未失活)。引入 IP3 后，系统会产生周期性的 c

尖峰 (图 20A，黑色曲线)。每个尖峰的上升归因于 IP3 受体的 Ca2+ 活化以及随
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后 Ca2+ 从 ER 释放到细胞质中。每个峰值的下降冲程是由于 h 下降所反映的

IP3 受体的 Ca2+失活所致 (图 20A，红色曲线)。每个尖峰都会引起 ER 中 Ca2+的

释放 (图 20B，黑色曲线)，随后通过出现在尖峰之间的 SERCA 泵的通量 (图

20B，红色曲线)来补充 ER。因此，从 ER 到胞质 (Jtot) 的总通量在 Ca2+尖峰期

间为正，而在尖峰之间的重新填充阶段为负 (图 20C，黑色曲线)。如果总通量

是随时间平均的，则可以观察到峰值期间时间平均值 (<Jtot>) 上升，而在重新

填充阶段则下降较慢 (图 20C，红色曲线)。当 <Jtot> 达到 0 时，系统已完全复

位，并产生另一个尖峰。 

作用于促性腺激素的 GnRH 的水平通过
qG  信号传导途径转导至 IP3 水

平，这决定了细胞的 Ca2+ 动力学 (Stojilkovic 等 (1993))。这在图 21 中的关闭

细胞分岔图中得到了证明。在低 IP3 浓度下，系统处于静止状态，由分岔图中

较低的稳定固定分支表示。定解在 SNIC (不变圆上的鞍节点)分岔处失去稳定

性，从而产生了稳定的周期解。周期性振荡类似于神经系统中产生的尖峰，通

常称为钙尖峰。随着 IP3 的进一步增加，周期性尖峰解在周期性分支的鞍节点

处失去稳定性，并且系统被吸引到在次临界 Hopf 分支上诞生的定解。因此，仅

在 IP3 值的中间范围内发生振荡。这在 c 时程方面在图 22 中示出。随着 IP3 逐

步增加，系统从静止状态变为振荡状态，然后又回到静止状态，但是现在 c 的

水平升高了。还要注意的是，在 IP3 = 1.2 M  处，振荡频率比在 IP3 = 0.72 

M  处要大，这是因为在无周期 SNiC 分岔处，尖峰解出现在 IP3 = 0.7 M 附

近。 Li，Rinzel (1994)和 Li 等 (1994)用更详细的模型显示了关闭细胞系统的动

力学。  
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图 20 关闭细胞促性激素细胞模型的动力学响应于 IP3 波 (0.8 M )。 (A) 当存在 IP3时，

系统会产生一组连续的 Ca2+尖峰，这是由于 IP3受体的快速激活和缓慢失活所致。 (B) 在

第一个峰值期间和之后的时间尺度内，从 ER 释放出 Ca2+的初始过程，以及随后的填充过

程。 (C) Ca2+从 ER 到胞质的初始净运动被较慢的 Ca2 +补充到 ER 所补偿。注意上子图和下

子图在时间尺度上的差异。 

 

图 21 以 IP3浓度为分岔参数的关闭细胞促性激素细胞模型的分岔图。定解失去稳定性，并

且在 IP3 = 0.7 M 的 SNIC 分岔处产生了无限周期的尖峰解。定解在亚临界霍普夫分岔 

(IP3 = 1.2 M )处恢复了稳定性，并且在很短的时间内与尖峰溶液保持双稳态，最终在周

期性分岔的鞍节点处消失。 
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图 22 关闭细胞促性激素细胞模型响应 IP3浓度的逐步增加而显示出频率调制。 当浓度过

低或过高时，系统将具有全局稳定的静止状态 

 

6.2、打开细胞动力学 

在实际的促性腺激素中，Ca2+ 通过质膜进入和离开细胞。 接下来，我们

合并这些流量 (图 19B)。目前，我们将 Ca2+流入作为参数 Jin 

                  (1.59) 

通过质膜泵从细胞中去除 Ca2+，其被建模为二阶希尔函数，就像通过 SERCA

泵的通量一样： 

                  (1.60) 

其中 V2 是最大泵送速度，K2 是最大泵送的 Ca2+水平的一半。将这些额外的

Ca2+ 通量加到 c 方程中，我们得到： 

  

其中  质膜与 ER 表面积之比。对于细胞中的 Ca2+总浓度，还有一个新的微分

方程： 

               (1.62) 

然后，具有恒定 Ca2+流入量的打开细胞模型由三个微分方程组成： 
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其中除上述功能外的所有功能均与关闭细胞模型中使用的功能相同。表 2 给出

了参数值。 

打开细胞模型对 IP3 脉冲的响应如图 23A 所示。与关闭细胞模型一样，由

于 Ca2+在细胞质和 ER 之间循环，产生了一组 Ca2+尖峰 (黑色曲线)。但是，当

Ca2+进入细胞的流量被关闭时，随着细胞中 Ca2+的总浓度下降 (红色曲线)，尖

峰信号的幅度和频率都会随着时间下降。最终，细胞中的 Ca2+不足以维持振

荡，并且系统处于较低的 c 水平。该模拟复制了在缺乏 Ca2+的培养基中所做的

实验发现 (Li 等 (1994))。 

Ca2+流入参数的影响可以通过 2-fast / 1-slow 分析来描述。在这里，c 和 h

构成快速子系统，而 ctot是单个慢变量。当有足够的 Ca2+通量进入细胞 ctot 并且

存在 IP3 时，快速系统表现出稳定的周期性运动。因此，在 h-c 平面中存在一个

稳定的极限循环，在图 23B 中用绿色星号标记的粗曲线。当 Ca2+流入终止时，

ctot 缓慢下降，随后对快速子系统的极限循环进行了修改。极限环向右缓慢移

动，c 变量的幅值变小。当 ctot达到 2 M  时，快速子系统的静止状态变得稳

定 (图 23B，红色圆圈)。因此，此打开细胞模型的动力学本质上与关闭细胞模

型的动力学相同，在该模型中，参数 ctot被缓慢变化的变量所替代。 

以另一种方式在图 24 中进行了说明。在此分岔图中，IP3 保持恒定在 0.7 

M ，ctot被视为分岔参数。周期性尖峰发生在较大的 ctot值范围内，并被低 ctot

值和高 ctot值的稳定定解所取代。尖峰分支位于 SNIC 分岔处，因此对于此处附

近的参数值，尖峰将很慢。对于较大的 ctot值，振荡的幅度和频率会增加，最

终，周期解会在周期分岔的鞍节点处终止。 有一个相当大的时间间隔，其中尖

峰和定解均稳定。 
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图 23 Ca2+流入作为参数 Jin的细胞打开细胞促性激素细胞模型。 (A) 当模拟 Jin = 1200 aMol 

s-1和 IP3 (0.7 M )的应用时，系统会产生一组 Ca2+脉冲。 由于细胞中总 Ca2+浓度的缓慢

下降，当 Ca2+流入终止时，这些下降并变得更慢。 (B) 在快速变量的平面中，缓慢变量

ctot的下降将系统从稳定的周期性运动 (绿色星号) 移动到一组幅度和周期减小的周期，直

至达到稳定的静止状态 (红色圆圈)。 
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图 24 IP3 = 0.7 M 和 ctot 作为分岔参数的打开细胞促性激素细胞模型的分岔图。 周期性

尖峰分支出生在 SNIC 分岔处 (ctot = 2.1 M )，并消失在周期性分岔的鞍节点处 (ctot = 6

M )。静态分支在次临界 Hopf 分岔处 (ctot = 4.6 M )恢复了稳定性，周期解和静态解之

间的双稳态存在较大间隔。 

 

IP3 引起的 Ca2+振荡的另一种机制包括将 Ca2+反馈到 IP3 的产生或降解。在

这种情况下，IP3 浓度本身会发生振荡，从而引起从 ER 周期性释放 Ca2+。尽管

这不是促性腺激素中刺激剂介导的 Ca2+振荡的机制 (Stojilkovic 等 (1993))，但

在其他细胞类型中也可能是这种机制 (Sneyd 等 (2006))。在本报告中，Sneyd

及其同事描述了一种基于 IP3 外源脉冲的实验方法，用于确定刺激剂诱导的

Ca2+振荡的两种反馈机制中的哪一种 (称为 1 类和 2 类)是负责观察到的两种细

胞类型，胰腺腺泡细胞和气道平滑肌中的 Ca2+振荡。 Ca2+-诱导的 Ca2+释放和

IP3 浓度中 Ca2+依赖的变化这两种机制都可能存在这个典型的细胞中。因此，真

正的问题是，哪种机制主导 Ca2+ 动力学。 

在最近的工作中 (Harvey 等 (2010，2011))，作者使用几何奇异摄动理论 

(GSPT) 来研究许多 Ca2+ 动力学模型中潜在的动力学性质。在给定的 Ca2+模型

中识别不同的时间尺度可提供第一个简单的诊断工具，以预测 1 级或 2 级主导

的 Ca2+ 动态。此外，GSPT 能够解释观察到的 Ca2+ 动力学异常延迟 (Harvey 等 

(2010))，而 IP3 脉冲协议实验通常无法预测这些异常延迟 (Sneyd 等 (2006))。
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任意维度的芥子理论 (Wechselberger (2012))是解释这种异常现象的关键。 

 

6.3、储存产生的突发 

现在，我们通过用反映通过 Ca2+离子通道的 Ca2+流入量的术语代替恒定的

Ca2+流入量参数 Jin，将最终成分添加到模型中 (图 19C)。通道由膜电位 V 连

通，膜电位 V 本身由通过多个离子通道的离子电流确定。在我们的最小模型

中，仅包括三种离子通道类型。通过 L-型 Ca2+通道的离子电流 ICa 负责电动作

电位的上升，也将 Ca2+带入细胞。就像在催乳激素细胞模型中一样， 

       (1.66) 

动作电位下降的原因是激活的延迟整流 K+电流较慢， 

        (1.67) 

最后，有一个由细胞质 Ca2+ 控制的 SK-型 K+ 电流 

            (1.68) 

细胞的电活性微分方程为： 

     

稳态和时间常数函数为： 

        

细胞的电活性常微分方程与 Ca2+ 处理的常微分方程耦合在一起 
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所有功能均与先前定义的功能相同，除了 Ca2+流入细胞的作用不再恒定，而

是： 

                  (1.78) 

将电流转换为 Ca2+离子通量。该术语提供了从电活性到 Ca2+动力学的耦合。公

式 1.68 提供了从 Ca2+动力学到电活性的反馈。表 2 给出了参数值。 

 

 

图 25 Ca2+通过依赖电压的 Ca2+通道流入的打开细胞促性激素细胞模型。 (A) 当将 IP3 (0.7 

M )添加到模型细胞中时，进补尖峰模式将转换为突发。 (B) 胞质中的 Ca2+水平很低，

直到 IP3激活了 Ca2+振荡器，从而产生了从 ER 流入到细胞质的 Ca2+ 尖峰 

 

完整的促性腺激素模型的时间过程如图 25 所示。在没有刺激剂 GnRH 的

情况下，模型细胞会产生稳定水平突发模式，因为胞质中的 Ca2+含量很低，因

此超极化 SK 的激活当前非常少。将 IP3 添加到模型细胞中，模拟生理刺激剂
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GnRH 的作用后，Ca2+振荡器被激活。这反映在图 25B 中的大 Ca2+ 尖峰中。 

每个尖峰激活 Ca2+-刺激的 SK 通道，在 Ca2+尖峰的持续时间内使细胞超极化。 

然后，由于 Ca2+振荡器引起的稳定水平尖峰模式的周期性中断，导致了电脉

冲。与伪稳定水平突发不同，在突发的活跃阶段 c 最高，故在此存储生成的突

发中，胞质中的 Ca2+浓度峰值出现在突发的静默阶段。 

 

7、结论 

在本章中，我们提供了一些数学建模示例，这些示例已被用来更好地理解

垂体细胞的电动力学和钙动力学。不同细胞类型的突发机制的差异与分泌模式

的差异相对应。催乳素细胞和促性腺激素细胞可以自发分泌激素，这是因为它

们的突发模式促进了 Ca2+ 的进入。另一方面，促性激素细胞通常显示出太短的

尖峰以至于不允许大量的 Ca2+ 进入。仅当 GnRH 刺激细胞从 ER 产生大量有节

奏的 Ca2+ 释放来驱动分泌时，才会发生大量的黄体激素释放。在某些下丘脑神

经元中也会发生突发振荡，从而调节垂体细胞的活性。例如，在泌乳期间，在

室旁核的催产素神经元中发生突发，并且已经通过数学模型证明了这些振荡的

潜在机制 (Rossoni 等 (2008))。在负责渗透压调节的加压素神经元中也发生突

发，并且也已对此进行了建模 (Clayton 等 (2010))。下丘脑 GnRH 神经元的突

发一直是一些建模研究的重点 (Duan 等 (2011)，Fletcher，Li (2009)，LeBeau

等 (2000)，Lee 等 (2010))。然而，在理解单个细胞类型的内在动力学以及理解

它们之间的相互作用方面，该领域还有很多工作要做。数学建模和分析可能会

发挥关键作用。 

 

8、附录 

本章讨论的所有型号的计算机代码都可以免费获得

http://www.math.fsu.edu/~bertram/software/pituitary。 

 

8.1、Chay-Keizer 模型 

胰腺细胞突发的 Chay-Keizer 模型是使用快速/慢速分析技术分析的首批突

发模型之一 (Rinzel 和 Lee (1985))。 Teka 等 (2011b) 使用了模型的修改形式。

http://www.math.fsu.edu/~bertram/software/pituitary
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分析稳定水平和伪稳定水平突发之间的过渡，为此目的在图 4 中使用。修改后

的 Chay-Keizer 模型在许多方面与本文大部分内容中所使用的催乳激素细胞模

型相似。微分方程为： 

     

代替 V 依赖的 BK K+电流，有一个 K+电流，其电导受细胞内 ATP 水平的调

节。如此处假定的那样，如果 ATP 浓度恒定，则 gK.(ATP) 是由下式给出的恒

定电导 K+电流： 

               (1.82) 

稳态激活曲线  m V  和  n V  的形式与催乳素细胞体模型的形式相同 (方程

1.5、1.7)。SK 电流的稳态激活函数是三阶 Hill 函数，而不是二阶： 

                     (1.83) 

表 3 给出了该模型的参数值。 

 

表 3 简化的 Chay-Keizer 模型的参数值 

 

表 4 A-型 K+电流的营养菌模型的参数值 
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 8.2、具有 A-型 K+电流的催乳激素细胞模型 

Toporikova 等  (2008) 开发了一种替代的催乳激素细胞模型。并在 Vo 等

(2010) 和 Vo 等 (2012) 中进行了分析。在该模型中，删除了细胞内 Ca2+ 浓度

的方程式，以及 SK 和 BK 电流。是包含一个 A-型 K+电流，该电流瞬时激活并

在较慢的时间尺度内失活。 微分方程为： 

       

其中，ICa 和 IK电流与以前相同，IL是恒定电导泄漏电流，IA是 A-型 K+电流： 

                

活性函数是 

                (1.89) 

以及失活函数为 

              (1.90) 

表 4 给出了参数值。 

 

致谢：这项工作得到了 NSF 向 RB 授予 DMS 0917664，向 RB 和 JT 授予 DMS 

1220063 以及 NIH 向 RB 和 JT 授予 DK 043200 的支持。 
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