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摘要： 

胞内游离钙浓度的振荡和行波是一种复杂的动力学现象，在细胞功能中起

着至关重要的作用，控制着收缩，分泌和分化等过程。尽管现今可以相对轻松

地通过实验观察到这些振荡和波动，但我们仍然缺乏对以下知识的严格理解：

首先，这些波动和振荡在不同细胞类型中的潜在机制；其次，这些复杂动力学

背后的数学结构。因此，对钙波和振荡的研究是建模人员多年来在其中发挥重

要作用的领域。在这里，我们回顾了我们目前对钙波和振荡的非线性动力学的

理解，这几乎将我们的注意力几乎全部集中在确定性模型上。 

 

1、 前言 

在几乎每种细胞类型中，游离胞质钙 [Ca2+] 的浓度在细胞功能和调节中都

起着重要作用[5，4]。例如，在所有肌肉细胞中 [Ca2+] 升高是引起收缩的信号

[8，40]。在心肌和骨骼肌中，[Ca2+] 的升高是由于 Ca2+ 通过细胞膜中的电压门

控通道进入细胞而引起的。由此产生的高[Ca2+] 使肌球蛋白与肌动蛋白结合，

从而产生收缩力。在突触中，一个神经元与另一个神经元进行通讯，神经递质

的释放由突触前末端的[Ca2+]控制[96，99]，而在完全不同的细胞类型中，腮腺

腺泡细胞 (一种上皮细胞)，[Ca2+] 的升高会导致水的分泌，从而导致唾液的产

生[1，155]。 

 

                                     

作者信息：1：新西兰奥克兰大学数学系，email：v.kirk@auckland.ac.nz； 

2：新西兰奥克兰大学数学系，email：sneyd@math.auckland.ac.nz。 

 

©施普林格瑞士国际出版，2015 年 

R. Bertram 等人，复杂细胞活性的数学分析，应用动力系统的前沿：评论和教程 1 

DOI 10.1007/978-3-319-18114-1_2 

薇薇安·柯克 1；詹姆斯·索尼德 2

 钙的非线性动力学

mailto:v.kirk@auckland.ac.nz
mailto:sneyd@math.auckland.ac.nz


59 

 

在许多细胞类型 (例如，肝细胞)中，Ca2+所起的确切作用尚不清楚，尽管

似乎很明显 Ca2+对于细胞功能很重要。而在其他细胞类型 (例如，神经内分泌

细胞，如促性腺激素释放激素神经元)中，[Ca2+]的升高无疑与激素的分泌密切

相关，但我们不完全了解这种联系如何起作用[71]。 

在过去的几十年中，已经开发出了高度精密的方法来测量空间和时间上细

胞 (通常仍位于活体动物中)中的[Ca2+]。最重要的方法无疑是荧光显微镜。研

究人员已经开发出结合 Ca2+时会发光的分子。现在，通过将这种 Ca2+ 荧光染料

装载到细胞中，人们现在可以直接观察细胞中的 Ca2+ 并将结果显示为视频。 

研究人员注意到的第一件事是，在许多细胞类型中，Ca2+的瞬变远非简单

的上升和下降，而是具有复杂的动态行为。在某些细胞中，[Ca2+] 振荡的时间

尺度从不到一秒到很多分钟。在其他较大的细胞中，这些振荡被组织成周期

波，并在 15 1m s   附近传播。在更大的细胞中，例如非洲爪蟾卵母细胞中，

这些周期波被组织成周期性螺旋或目标模式。 

根据当前的教条，Ca2+ 的振荡和周期波以频率相关的方式控制细胞功能。 

Ca2+ 本身对细胞有毒，长时间的高[Ca2+]会杀死细胞，因此调幅信号的使用较

少。但是，通过调制振荡频率，可以在不危害细胞的情况下有效地传输信号。

尽管这是一个有用的工作假设，并得到大量实验证据的支持，但在某些类型的

小区域中，实际情况要复杂得多，振幅和频率均起主要作用，而在其他类型的

小区域中，振荡似乎几乎没有作用。下面和图 1 中将更详细地讨论这些不同情

况的示例。 

图 1 显示了来自三种不同细胞类型的 Ca2+振荡和波动的三个例子。在第一

个例子中，已知 Ca2+振荡的作用，以及它们的功能如何受其频率控制。在第二

个示例中，已知 Ca2+振荡在做什么，但是看来振荡频率完全不重要；在第三个

示例中，已知 Ca2+瞬变在做什么 (至少从广义上来说是这样)，但我们并不真正

知道它们是如何做到的。 

在图 1 的 A 部分中，我们显示了响应于刺激物甲基胆碱的气道平滑肌细胞

中的 Ca2+振荡。这些 Ca2+振荡 (间接地，但通过众所周知的途径[73])引起收缩

蛋白，肌球蛋白和肌动蛋白的结合，从而引起肌肉收缩[113]。由于气道平滑肌

围绕气道，其收缩会导致气道收缩并限制呼吸。 (有趣的是，没有其他已知的
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气道平滑肌生理功能；它是唯一已知的唯一病理功能的器官。)肌肉收缩的程度

与 Ca2+振荡的频率密切相关，因此我们相信已了解这些振荡的生理功能。虽然

我们将其称为 Ca2+振荡，但实际上它们是周期波，从 B 部分更详细的图中可以

看出。在此时空图中，较高的[Ca2+]用较浅的阴影表示。白带以微小角度延伸穿

过磁畴的事实意味着 Ca2+振荡正在整个细胞中传播以形成周期波。 

 

图 1 [Ca2+]复杂行为的三个例子。A：响应刺激物甲基胆碱 (MCh)，人气道平滑肌细胞中的

[Ca2+] 振荡。 从[107]中修改的图。 B：在空间和时间上绘制的气道平滑肌细胞中的 Ca2+

振荡，表明 A 中所示的振荡实际上是周期波。 图是从[104]修改而来的。 显示了对两种不

同刺激物血清素 (5-HT) 和乙酰胆碱 (ACh) 的反应。 C：腮腺腺泡细胞中的 Ca2+振荡，

响应于甲酚 (CCh)。 从[53]修改的图。 D：小鼠促性腺激素释放激素 (GnRH)神经元中的

Ca2+瞬变。 从[84]修改的图。同时测量膜电流 (上迹线) 和ŒCa2+浓度 (下迹线)。可以看

出，每个电尖峰脉冲对应于[Ca2+]中的瞬变 

 

在图 1 C 部分中，我们显示了腮腺腺泡细胞的 Ca2+ 振荡。腮腺是产生唾液
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的腺体之一，腮腺腺泡细胞是专门用于水运输的上皮细胞。[Ca2+] 的每次升高

导致在细胞的一端打开依赖于 Ca2+ 的 K+ 通道，在细胞的另一端打开依赖 Ca2+ 

的 Cl
— 通道，从而使得跨细胞离子流动，水渗透出现。尽管几年来一直认为水

流的速率是由振荡频率控制的，但现在认为情况并非如此[101，102]。在这种

细胞类型中，水的传输速率几乎完全由平均 [Ca2+] 决定，振荡频率没有重要作

用，我们无法辨别。 

我们最后的例子，在图 1 D 部分，来自促性腺激素释放激素神经元，是下

丘脑中分泌促性腺激素释放激素或 GnRH 的神经内分泌细胞。上面的迹线是膜

电流，它显示了清晰的电尖峰组，通常称为电脉冲。下部迹线显示了相关的

Ca2+ 瞬变。周期性尚不清楚，因此我们不称这些 Ca2+ 振荡。尽管我们知道这些

Ca2+ 瞬变与 GnRH 的分泌有关，但我们尚不完全清楚。GnRH 的分泌似乎在数

小时的时间尺度内受到控制，而这些 Ca2+ 瞬变发生的时间要短得多，约为数十

秒。快速的 Ca2+ 瞬态如何与 GnRH 分泌的缓慢控制相关联是神经内分泌细胞研

究中的一大难题。 

即使从这组高度选择性的示例中也可以清楚地看到，Ca2+ 振荡的研究为数

学建模者提供了大量帮助。如果没有详细的定量模型，也没有对可能导致周期

性行为的机制进行详细了解，就无法正确理解这种复杂的动态现象。因此，数

学建模者经常在 Ca2+ 动力学研究中发挥重要作用[38，39，44，114，136]。 

 

1.1、一些生理学背景 

尽管提供本文的目的不是为了详细讨论 Ca2+ 生理学，但为了了解如何构建

模型，一些细节是必需的。 

由于高 [Ca2+] 具有毒性，因此所有细胞都花费大量能量，以确保低

[Ca2+]，这不是一件容易的事。所有细胞都在富含 Ca2+ 的环境中沐浴，浓度约

为 1 mM，通过不断从骨骼中释放而保持在该水平。然而，在细胞质内部，耗

能泵不断去除 Ca2+，以使 [Ca2+]   50 nM，比细胞外低约 20000 倍。因此，从

细胞的外部到内部存在巨大的浓度差。 故仅通过打开细胞膜中的 Ca2+ 通道，

细胞即可迅速升高[Ca2+]，但必须不断消耗能量以维持该浓度差。 

内部细胞区室，例如内质网 (或肌细胞中的肌浆网) (ER 或 SR) 也是主要的
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Ca2+ 存储库，Ca2+ 泵称为 SERCA 泵 (质膜/内质网钙 ATP 酶)，不断从细胞质

中泵出 Ca2+ 进入 ER 或 SR。同样，线粒体构成了另一个主要的内部 Ca2+ 存

储。 

因此，静止的细胞不断消耗大量能量，仅是为了使 Ca2+ 保持在较低水平，

并且 Ca2+ 不断地进入和流出细胞质进行低水平循环，再通过 Ca2+ 渗入而被泵

清除。 

作为 [Ca2+] 的附加控制，进入细胞质的每 1000 个 Ca2+ 离子中，大约有

999 个迅速与 Ca2+ 缓冲液的大蛋白结合，从而防止 Ca2+ 损伤细胞。这种所谓的

Ca2+ 缓冲可以在定量模型中起主要作用 (尽管它对定性动力学的影响较小)，并

且经常需要仔细考虑。 

为了构建 Ca2+ 动力学模型，需要写下一个守恒方程，该方程跟踪所有进入

和离开细胞质的 Ca2+。有许多这样的 Ca2+通量 (图 2 中总结了其中的一些，但

不是全部)。 

A. Ca2+ 可以通过多种通道从外部流入细胞。 

— 电压门控的 Ca2+ 通道响应细胞膜上电位差的增加而打开。如果细胞是可

由电激发的，Ca2+ 最终流入将导致进一步的去极化，并可导致动作电位。 

— 受体操纵的通道响应于刺激物与细胞膜受体的结合而打开 (可能是间接

的)。 

— 储存操作的渠道是根据 ER 或 SR 的严重耗尽而开放的。 

B. 通过细胞膜中 Ca2+ ATP 酶泵的作用，Ca2+从细胞质移至细胞外。在某些细

胞类型中，例如通过 Na / Ca 交换剂从细胞质中去除 Ca2+的其他方法也很重

要。 

C. Ca2+从 ER 或 SR 释放是通过两个主要途径发生的。 

— 当刺激物与细胞膜上的受体结合时，它会引发一组反应，最终以肌醇三磷

酸酯 (IP3) 的产生为终点，三磷酸肌醇通过细胞质扩散并与位于 ER 或 SR

膜上的 IP3 受体 (IPR)结合。IPR 也是 Ca2+通道，当 IP3 绑定时，它们就会

打开，并从 ER 中释放 Ca2+。Ca2+和 IP3 均可调节 IPR 的开放概率。IPR 表

现出 Ca2+诱导的 Ca2+释放或 CICR 的重要特性，于是 [Ca2+] 的小幅增加

导致 IPR 的开放和 Ca2+的进一步释放。因此，CICR 是一个正反馈过程，
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其中 Ca2+刺激其自身释放。另外，高 [Ca2+] 会关闭 IPR。 

— Ryanodine 受体 (钙释放通道) (RyR) 与 IPR 相似，并且几乎无处不在。 

IP3 不会打开它们，但是 Ca2+会以类似于 IPR 的方式来调节它们的打开概

率。 RyR 还表现出 CICR，确实是发现这种行为的原始 Ca2+通道类型

[41]。 RyR 是骨骼肌和心肌中主要的 Ca2+ 释放通道。 

D. 通过 SERCA 泵将 Ca2+再吸收到 ER / SR 中，该泵使用 ATP 的能量将 Ca2+

的浓度梯度泵入。 

E. 线粒体中也有重要的 Ca2+ 通量。但是，我们不会在这里详细考虑这些通

量，因为它们在许多当前的 Ca2+ 动力学模型中往往不那么重要。当然常规

也有多个例外情况[23、24、31、45、59、91、92、95、106]。 

 

图 2 [Ca2+]控制中涉及的主要通量图。刺激物与细胞膜受体 (R) 的结合导致 G 蛋白 (G) 的

激活，以及随后的磷脂酶 C (PLC) 的激活。这会将磷酸磷酸肌醇二磷酸酯裂解为二酰基甘

油和肌醇三磷酸酯 (IP3)，后者可自由扩散通过细胞质。当 IP3与内质网 (ER)膜上的 IP3受

体 (IPR) 结合时，会导致 Ca2+从 ER 中释放出来，而该 Ca2+进而调节 IPR 和 ryanodine 受

体 (RyR) 的开放可能性。钙通量用实心箭头表示。钙可以通过 IPR (JIPR) 或 RyR (JRyR)从

ER 释放，可以从细胞质中泵入 ER (Jserca) 或外部 (Jpm)，可以被 (Juni) 吸收或从中释放 

(Jmito)，线粒体，可以与 (Jon) 绑定，也可以从 (Joff) Ca2+缓冲区释放。外部进入 (Jin)受多种

可能的通道控制，包括存储操作通道 (SOC)，电压门控钙通道 (VGCC)和受体操作通道 

(ROC)。 
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给定这些通量，Ca2+ 振荡的一种可能机理变得更加清晰。当刺激物与其受

体结合时，它开始导致 IP3 产生的过程。通过 CICR 过程，这会从 ER / SR 中突 

发性释放 Ca2+。一旦[Ca2+]足够高，IPR 将关闭，并且来自 ER / SR 的 Ca2+流出

将终止。只要 IPR 进入难治状态，从而阻止立即重新开放，Ca2+泵就可以从细

胞质中去除 Ca2+，并且循环可以重复。 RyR 也会发生类似的过程，并且在许

多情况下 IPR 和 RyR 都共同产生振荡[133，146，149]。 

 

需要注意，存在某些细胞类型，尤其是骨骼肌和心肌，其中 CICR 对细胞

功能至关重要，但不会导致持续的 Ca2+振荡。在骨骼肌和心肌中，少量 Ca2+通

过电压门控通道的进入 (响应电去极化) 通过 RyR 启动 CICR，RyR 将大量

Ca2+释放到细胞质中，激活收缩机制并导致收缩的细胞。但是，每个 Ca2+ 瞬变

是由其他地方产生的动作电位引起的，该动作电位是窦房结，因此，至少在正

常情况下，肌肉细胞本身没有表现出固有的振荡行为。有可能迫使心脏细胞进

入一个内质网使 Ca2+ 处于超负荷的状态，从而产生自发的有节奏的 Ca2 +瞬

变，但这是病理行为。因此，我们将在这里花更少的时间来考虑心脏和骨骼肌

中的 Ca2+ 动态。有兴趣的读者可以参考[8，40]的综合评论。 

上面我们已经描述了一种可能引起 Ca2+振荡的机制。但是，还有许多其他

问题[30、44、73、114]。例如，Ca2+ 会影响 IP3 的产生和降解，从而形成正反

馈回路和负反馈回路，理论上能够产生振荡 (图 3) [37，105]。 

非常重要的一点是要理解，尽管 Ca2+振荡在不同的细胞类型中看起来非常

相似，具有相似的周期和形状，但外观上的这种相似性可能具有很大的欺骗

性。通常，不同的细胞类型可能具有完全不同的机制来生成 Ca2+振荡，因此仅

出于对简单性和外观的偶然收敛的期望，将机制从一种细胞类型推算至另一种

细胞类型是不明智的。因此，尽管基本工具箱 (请参阅第 2 节) 在一个细胞格

与另一个细胞格中是相同的，但是这些工具的组合和使用方式可能是完全不同

的，并且每个细胞格必须根据自身的优点进行处理。 

当 Ca2+ 释放发生在细胞质的特定部位时，Ca2+ 可以扩散到邻近的释放位点 

(IPR 或 RyR) 并在那里开始进一步释放 Ca2+，从而传播[Ca2+] 增加的行波。通

过这种方式，振荡被转换为周期波。这些波以大约 110-15 ms   的速度传播，
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在诸如爪蟾蜍卵母细胞的较大细胞类型中，可以形成螺旋波和目标模式[83]。

钙波也可以在细胞之间传播，分布在许多细胞上[85]，尽管本综述根本不会讨

论这种细胞间的波。 

 

图 3 Ca2+和 IP3之间的某些相互作用的示意图。 钙可以激活 PLC，从而提高 IP3的产生速

率，并且还可以提高 3-激酶使 IP3磷酸化的速率。 3-激酶 IP4 磷酸化的最终产物可作为竞

争性抑制剂抑制 5-磷酸酶 IP3的去磷酸化。 并非所有这些反馈在每种细胞类型中都有意义 

 

本文的目的不是要列举和讨论所有可能的 Ca2+振荡和波动在不同的细胞类

型中发生的方式，因为这将是一项艰巨的任务。相反，我们将专注于对一些主

要机制的数学分析。我们在这里讨论的技术将同样适用于所有其他振荡机制和

模型。 

Ca2+ 振荡和波动的各种机制与其生理功能的多样性相匹配。我们已经看到

了 Ca2+振荡如何控制平滑肌的收缩，外分泌上皮运输水和激素分泌的具体例

子。但是，Ca2+振荡也被认为可控制神经元的受精，增殖，细胞代谢，囊泡分

泌，甚至信息处理。 同样，我们将不在本评论中讨论此类问题，而应参考关于

这一主题的许多出色评论[4、5、39、44]。 
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1.2、钙模型概述 

Ca2+ 动力学模型有两种主要类型：空间均质模型 (假设细胞格混合良好，

使用常微分方程) 和空间非均质模型，允许 [Ca2+] 的空间变化并使用偏微分方

程 (通常是反应扩散方程式)。在每个划分中，模型可以是确定性的或随机的，

并且本质上可以是任意复杂的。特别是 PDE 模型可能会变得非常复杂，因为

Ca2+ 的微区，即局部区域小，由于几何极限，Ca2+ 的浓度要比细胞其他部分高

几个数量级。 

重要的是要注意，构造的模型类型基本上不依赖于被认为是真实情况的模

型。例如，众所周知，细胞没有很好地混合，并且[Ca2+] 甚至不接近均质。尽

管如此，充分混合的模型仍然可以用作指导新的实验结果和进行可预测的预测

的有用工具。同样，我们也知道，从最高层次上讲，通过 IPR 或 RyR 释放 Ca2+

本质上是随机的，而不是确定性的过程。在某些情况下，这很重要，必须使用

随机模型。在其他情况下，随机方面则不那么重要。 

换句话说，我们构建模型不是为了最真实，最准确地表示我们所认为的真

实情况，而是要成为指导我们理解的有用工具。根据我们希望了解的内容，我

们构建了适合我们需求的模型。这一点值得强调。批评模型忽略了真实细胞格

中存在的方面并不少见。由于模型几乎不可能这样做，因此这种批评很容易。

真正重要的是该模型是否包含对所调查的特定问题重要的机制。 

相反，建模者通常会犯类似的错误。通常他们会建立模型，证明某些解看

起来与实验相同，并声称成功。当然，这与上述批评同样容易。外观的相似性

很少是潜在机制的指南。直到将模型用作预测工具，并且直到进行实验以测试

这些模型预测后，模型才有用。实验是否确认或拒绝模型预测都无关紧要。重

要的是该模型已被用来增进我们的理解。 

无论模型是由 ODE 还是 PDE 组成，基本方法都是相似的。有某些细胞成

分在所有细胞类型中趋于通用，并具有合理的标准模型。例如，SERCA 泵将

Ca2+从细胞质转运到浓度梯度上的 ER 或 SR，是无处不在的，并且往往总是以

相似的方式建模。同样，也有电压门控的 Ca2+通道，IPR 和 RyR，Ca2+缓冲区

以及其他各种 Ca2+通道，泵和交换器，每一个都倾向于带有相对公认的模型。 

因此，一个有用的概念是 Ca2+工具箱的概念[6]。 该工具箱包含各种 Ca2+
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传输机制或模块，从中我们可以选择最合适的模型来构建任何特定情况下的模

型。 从本质上讲，模型构建的问题归结为：选择哪个模块最适合使用 (考虑到

正在考虑的问题)，以及哪个模块适合每个模块使用。 当然，由于我们的 Ca2+

工具箱中有很多模块，并且每个模块有很多模型，因此几乎可以获得无限多

种。 

 

1.3、随机与确定性模型 

Ca2+建模领域当前的主要问题之一是使用随机模型还是确定性模型，这是

一个问题，其中细胞行为的实际用途比人们想象的要少。 

Ca2+浓度的高分辨率测量结果表明，在许多细胞类型 (很可能是所有相关

细胞类型)中，在低刺激物浓度下，Ca2+释放都是一组小的点状释放，它们来自

单个 IPR (Ca2+标记)，一组 IPR (胀泡) 或一组 RyR (瞬态放电) [12、15、17、

22、60、94、135、154]。由于 IPR 或 RyR 的随机打开和关闭，这些释放是随

机发生的。如果从一个 IPR 突发释放的水量足够大，则 Ca2+可以扩散到 IPR 的

相邻突发中，在该突发中引发抽吸，所有胀泡都可以合并成一个整体波[120，

152]。 

现在可以想象一个周期性的 Ca2+波生成的随机情况。偶尔，仅仅是偶然的

机会，一个星系团就会强烈地引发这样一场全球浪潮。在波动之后，一旦 Ca2+

浓度恢复到基线，在下一个突发开始下一个波动之前将有一个随机的等待时

间，因此，波动之间的等待时间，即波动周期，由突发之间的等待时间来设

定，而不是集群动态中的任何确定性极限周期。 

这种随机机制在实验上相对容易确定。纯随机的波激活过程将导致波的起

始时间分布在泊松分布中，其中均值等于标准偏差。因此，如果平均波周期与

标准偏差 (对于不同周期的各种波，例如，通过使用不同的刺激物浓度发现) 

的曲线位于直线 y x b   附近，则对于某些 b> 0，这清楚地表明，波是由泊松

过程引发的，其不应期 (可能由其他确定性过程设置)为 b。当然，请注意，如

果波是通过纯粹确定性的过程生成的，则周期的标准偏差 (对于每个固定的刺

激物浓度)为零。 

当用一个测量波周期分布的平均值与标准偏差之比 (即变异系数或 CV)
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时，在许多细胞类型中，CV 都接近于 1。在图 1A 中，肉眼看起来好像是确定

性过程产生的，更详细的研究表明，对于一定范围的 IP3 浓度，CV 接近 1 (未

发表的结果)，因此这些振荡是由泊松过程发起。在其他类型的细胞中也发现了

相似的结果[120，137]。因此，有力的证据表明，大多数 (可能是全部) Ca2+波

是由随机而不是确定性过程产生的。 

但是，尽管实际上可能是这种情况，但对建模的含义尚不清楚。可能很容

易将所有确定性模型都视为错误的，但是这对于解决一个困难的问题将是一个

糟糕的解。众所周知，所有模型都是错误的，但是许多模型仍然有用。实际

上，尽管缺乏随机性，但确定性模型似乎确实抽象和描述了对振荡至关重要的

机制。确定性模型已用于各种细胞类型，以做出有关细胞行为的预测，并且这

些预测已通过实验得到证实，例如，导致对呼吸道平滑肌中 RyR 和 IPR 之间相

互作用的了解大大增加[149]，或 Ca2+涌入的作用[129]。 

最近，在 Ca2+建模团队中已经出现了一种共识，即随机模型和确定性模型

都很有价值，并且对于全面了解 Ca2+振荡的产生和控制方式，这两个模型都是

必需的。从本质上讲，这两者都是针对将 Ca2+泵入 ER 的实际潜在机制，ER 的

耗竭，通过 IPR 和 RyR 的 Ca2+流量等实现，尽管这些表面在细节上有所不同，

但其背后的机制仍然相似在许多方面。因此，确定性模型尽管忽略了随机波引

发的细节，但仍然可以作为一种非常有用的预测工具，而随机模型则可以对每

个 Ca2+尖峰的发生方式和时间提供更扎实的理解。 

因此，需要警告的是，必须谨慎地采用 Ca2+振荡和波动的确定性模型，并

且永远不要对它们的直接物理现实抱有太大的信心，在本文的其余部分中，我

们将把注意力集中在此类模型上。 

 

1.4、兴奋性 

Ca2+ 动力学的最重要特征之一是 Ca2+的兴奋性[74，88]，其中少量 Ca2+的

释放会在正反馈过程中引发大量 Ca2+的释放。最初在骨骼肌中发现此特性称为

Ca2+诱导的 Ca2+释放或 CICR [41]。 

CICR 可以两种不同的方式出现。首先，它可以通过 Ca2+调制 IPR 或 RyR

开放概率来产生。例如，IPR 的开放概率曲线呈钟形，在低 Ca2+浓度下增加，
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而在高 Ca2+浓度下减少。因此，在低的 Ca2+浓度下，Ca2+浓度的增加会导致

IPR 打开概率的增加，从而导致正反馈。 IPR 亚型之间的细节有所不同，但定

性行为相似 ([50]显示了从各种细胞类型和 IPR 亚型中选择的不同稳态曲线的广

泛选择，所有这些都显示出相同的基本钟形)。在低 Ca2+浓度下，RyR 表现出相

似的行为，因为 Ca2+浓度的增加导致 RyR 以及 CICR 的打开概率更大。在较高

的 Ca2+浓度下，RyR 的稳态特性尚不清楚，并且在生理上的 Ca2+浓度下 RyR 是

否再次闭合以及这种闭合在激发与收缩偶联中可能起什么作用仍存在争议[16，

47，46， 58、153]。 

CICR 产生的第二种方式是通过动态过程，其中 Ca2+激活 IPR 的速度比

Ca2+激活 IPR 的快，导致 Ca2+释放量最初大量增加，随后缓慢下降至较低的稳

定值[36，48，50，66]。在这种情况下，CICR 是 IPR 激活和灭活时间尺度不同

的结果。如果 CICR 来自此动态过程，则它很大程度上与稳态打开概率曲线的

形状无关。实际上，IPR 既具有钟形的稳态曲线，又具有 Ca2+诱导的活化和

Ca2+诱导的失活之间的时间间隔。因此，不一定清楚这些机制中的哪一个是对

CICR 进行任何特定实验观察的基础。大多数模型，无论是确定性模型还是随机

模型，都结合了两种机制的各个方面[2、33、43、120、126、137]。 

作为 CICR 的结果，通过 IPR 和 RyR 释放的 Ca2+是一种自动催化或正反馈

过程，在许多方面与神经元膜电位中的兴奋性相似[65]。在神经元中，正反馈

是通过 Na+ 通道的电压依赖性发生的，这会导致细胞快速去极化。 (Na+ 通道

的兴奋性是由于膜电位使通道快速激活和缓慢失活引起的[73]。)因此，标准的

可激发模型，例如 FitzHugh-Nagumo 模型，经常用于 Ca2+振荡和波动[21、

127、141、142]。 

但是，尽管系统之间存在相似之处， Ca2+动力学模型在重要方面与其他可

激励系统的模型不同。在这篇评论中，我们将探讨其中的一些差异。 

 

2、 ODE 模型 

如果假定一个细胞混合良好，则 Ca2+浓度的典型方程式将简单地表示 Ca2+

的守恒性。 

一个简单的例子如图 4 所示。阴影区域是内质网 (ER)，有五种通量流入或
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流出细胞质。其中的两种通量，Jin (可能是通过存储操作通道，刺激物操作通道

或电压依赖性 Ca2+通道的普通 Ca2+流入)和 Jpm (通过质膜 ATPase 泵的通量)穿过

质膜。而其他三个，即 JRyR (通过 RyR 的流量)，JIPR (通过 IPR 的流量)和 Jserca 

(通过 SERCA 泵的流量)则穿过 ER 膜。 (为简单起见，我们暂时不考虑 Ca2+缓

冲。下一节将对此进行详细处理。) 

 

图 4 具有五个磁通量的简单空间均匀 Ca2+动力学模型的示意图。在此模型中，通过

SERCA 泵 (Jserca)将 Ca2+从细胞质中泵入 ER，通过质膜 ATP 酶泵 (Jpm)从细胞质中泵出，

通过一些未指定的进入途径 (Jin)从外部进入细胞质， 并通过两个通道 IPR 和 RyR 从 ER

进入细胞质 

如果我们用 c 和 ce分别表示细胞质和 ER 中 Ca2+的浓度，分别用 V 和 Ve表

示体积，那么 Ca2+的守恒给出 

              

其中每个 J 的单位是摩尔每秒。 

只要细胞质和 ER 的体积保持恒定，我们就可以将体积除以得到 
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在像这样的简单模型中，通常会重新缩放所有通量，以使它们每单位时间每细

胞质体积具有摩尔单位。因此，我们定义了一个新的 /in inJ J V  ，并用这些新

单位重写了两个方程。 

如果执行此操作，然后 (为方便起见)去掉波动号，我们得到 

              

其中 =
e

V

V
  。 之所以出现因子  是因为 x  摩尔从细胞质到 ER 的通量由于体

积不同而在每个隔室中引起浓度的不同变化。 每个 J 以每秒每细胞质体积的摩

尔为单位。 

现在，可以为每个通量选择一个模型，以完成模型的构建。通常，这些通

量中的每一个都将涉及其他动态变量，从而增加了微分方程的总数。 更简单的

模型只有两个方程，更复杂的模型通常多达八个，甚至更多。 

我们强调，尽管此简单模型忽略了 Ca2+信号传导中的大量已知复杂性 (例

如微域，线粒体的影响以及膜电位的直接影响)，但(如我们所见)在某些条件下

研究 Ca2+振荡的潜在机理的工具仍然有用。 

 

2.1、钙缓冲 

钙在所有细胞中都有很强的缓冲作用，至少有 99％ (通常更多)的可用 Ca2+

与大的 Ca2+结合蛋白结合。例如，钙网蛋白和钙网蛋白是 ER 和 SR 中的主要

Ca2+缓冲液，而在细胞质中，Ca2+与钙结合蛋白，钙网蛋白和小白蛋白结合在

一起。钙泵和交换器以及质膜本身也是主要的 Ca2+缓冲液。从本质上讲，细胞

质溶液中的游离 Ca2+离子在与某物结合之前不能做太多或走得很远。 

Ca2+缓冲的基本化学反应可以用以下反应表示 

                     (2.7) 

其中 P 是缓冲蛋白，B 是缓冲 Ca2+。令 b 表示结合有 Ca2+的缓冲液的浓度，而

c 表示游离 Ca2+的浓度，则 Ca2+缓冲的简单模型为 
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其中 k  是缓冲液中 Ca2+释放的速率常数， k  是缓冲液中 Ca2+吸收的常速率，

tb  是缓冲液的总浓度，  f c  表示所有其他涉及游离 Ca2+的反应 (从 IP3 受体

释放) ，通过泵等重新摄取)。注意，从缓冲分子的守恒，  tP b b  。 

如果缓冲液具有快速动力学，则可以简单地分析其对细胞内 Ca2+动力学的

影响[147]。如果 k和 0ck 相对于 Ca2+反应的时间常数 (例如，通过 IPR 释放的

速度或被 SERCA 泵吸收的时间常数) 较大，其中 0c 是 Ca2+浓度的某个自然尺

度 (通常约为 1 m )。我们使 b 处于准稳态 

                  (2.10) 

然后 

                          (2.11) 

其中 = /K k k   。将 (2.8) 和 (2.9) 相加，我们发现慢方程 

                       (2.12) 

在使用 (2.11) 消除 b 之后， 

                       (2.13) 

其中 

                   (2.14) 

注意，我们假设 bt是一个常数。因此，快速的 Ca2+ 缓冲仅向所有通量添加依赖

于 Ca2+ 的比例因子。 

如果缓冲区不仅速度快，而且亲和力很低，那么K c  就是： 
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                                       (2.15) 

一个常数。可以将这样的常数乘以模型中的所有通量，可以简单地合并到其他

速率常数中，并在以后忽略，前提是所有通量都必须解释为有效通量，即，实

际通量的一部分游离[Ca2+] 的变化。因此，尽管乍看之下公式 (2.5) 忽略了

Ca2+ 缓冲，但事实并非如此。相反，仅假设 Ca2+ 缓冲是快速且线性的，因此所

有通量都是有效通量。 

已有许多关于非线性缓冲器对 Ca2+ 振荡动力学的影响的研究 (例如，参见

[52]或[42])，这些结果超出了本文的范围。通常，非线性缓冲的定性影响很

小，除了在某些窄参数范围内。在本文中，我们将主要假设缓冲是快速且线性

的，因此不会明确显示。Ca2+缓冲的渐近分析由[121]进行；关于 Ca2+ 缓冲的其

他重要理论论文是[98，100，122，123，128，141]。 

 

2.2、钙通量建模 

为了构造 (2.5) 和 (2.6) 的具体实现，我们首先需要决定如何对这些方程

式中的每个钙通量建模。由于存在多种可能的选择，因此我们将仅关注一些选

定的模型。 

 

2.2.1、IPR 通量 

通量可能是最重要也是最难建模的，是通过 IPR 和 RyR 的通量。IPR 模型

的历史漫长而复杂，从最早的[33]和[55]模型，到最近的基于单通道数据的模型

[18，118，116]。早期的模型在 [126] 中进行了回顾。 

所有这些模型都具有一个关键特征，即 IPR 的稳态打开概率是[Ca2+] 的钟

形函数 (图 5)，已通过实验多次证明[50]。但是，有许多不同的方法来获得这种

稳态曲线，并且有许多不同的方法来对 IPR 的动态特征进行建模。 

在早期模型中[33，2，125]，IP3 受体最重要的基本动态特性是它们以时间

依赖的方式响应 Ca2+或 IP3 的阶跃变化。因此，响应于 IP3 或 Ca2+的逐步增加，

受体开放概率首先增加到一个峰值，然后下降到一个较低的平稳期。这种下降

称为受体适应性，因为开放概率适应于维持的 Ca2+或 IP3 浓度。如果在第一个 
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图 5 IPR 作为 Ca2+的函数的打开概率 (Po) 是钟形的，在较低的 [Ca2+] 处增大，而在较高

的 [Ca2+] 处减小。 空心方块是来自 I 型 IPR 的数据，在 10 m  [IP3]下测得[148]，平滑

曲线来自[18]的模型 

 

步骤的顶部执行其他步骤，则受体会响应另一个峰，然后下降至平稳状态。这

样，IPR 响应 [Ca2+] 或 [IP3] 的变化，而不是响应绝对浓度。 

其中最早流行的一种模型是由于 De Young 和 Keizer [33]。在此模型中，假

定 IP3 受体由三个等效且独立的亚基组成，所有这些亚基都必须处于导电状态

才能使 Ca2+ 通量增加。每个亚基都有一个 IP3 结合位点，一个激活 Ca2+ 结合位

点和一个灭活 Ca2+ 结合位点，它们中的每一个都可以被占据或不被占据，因此

每个亚基可以处于八个状态之一。 

Li 和 Rinzel [86] 对这个八态模型进行了简化，得到了这个模型 

             

其中 Po 是开放概率，p 是 [IP3]，K1 和 K5 是常数，r 是尚未灭活的受体的分数。

函数 r   和 r在[86]中详细给出。以这种形式编写模型时，强调了与 HodgKin-
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Huxley 模型中的 Na+ 通道模型的数学相似性[65]，从而突出了它们的兴奋性的共

同特征。 

与 De Young 和 Keizer 模型同时出现的类似模型归功于 Atri 等人[2]，他们

采用稍微简洁奇异些的形式。在 Atri 模型中，假定 IPR 的开放概率采用以下形

式 

           

因此，Po是 IP3 浓度的增加函数，并且在快速范围内，也是 c 的增加函数。但

是，在由设置的时间尺度上， r，  充当依赖 Ca2+的失活变量，并导致依赖

Ca2+ 且时间依赖的受体失活。 (与 Li-Rinzel 模型一样，r 表示尚未被 Ca2+灭活

的受体的比例)。总体而言，该模型给出了一个钟形的稳态打开概率曲线，如通

过实验看到的那样，但对于各种术语而言，并没有令人满意的生物物理基础。 

Ca2+ 动力学的数学研究倾向于使用早期的 IPR 模型，例如上述模型。但

是，最新数据表明，这些早期 IPR 模型的详细信息不正确。现在我们知道 IPR

以两种 (或可能更多) 模式存在[18、67、93、116、118]。在一种模式 (有时称

为停车模式) 下，接收器大部分处于关闭状态，而在另一种模式 (驱动模式)

下，接收器大部分处于打开状态。除其他外，这两种模式之间的过渡受[Ca2+]，

[IP3] 和[ATP]的控制，但每种模式内的过渡均与这些配体无关。大多数具有不

正确马尔可夫结构的早期模型都无法再现这种模态行为。此外，早期的模型通

常不会给出在核膜片钳研究中观察到的最近单通道数据的开放时间和封闭时间

分布(特别选择两种统计数据)。 

尽管早期模型的细节不正确，但基本 IPR 属性仍然相同。例如，[18]表

明，在这些最新的模态模型中，快速的 Ca2+诱导的激活以及随后的缓慢的 Ca2+

诱导的失活仍然是关键要素。 

因此，在此我们将重点研究基于较旧 IPR 模型的 Ca2+模型的数学研究。当

将新一代 IPR 模型整合到全细胞模型中时，数学技术 (及其危险性)将保持不

变。 
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2.2.2、RyR 通量 

RyR 模型的选择同样复杂。 一些模型[51]基于简单启发式 CICR，并且拟

合良好，而其他大多数设计用于心脏细胞模型的模型[57、56、132、151] 则包

含了多种受体状态和随机行为。 由于有关心脏细胞，骨骼肌，RyR 模型和兴奋

收缩耦合的文献非常丰富，因此在这篇综述中我们甚至无法做到公平。因此，

我们将采取相反的方法，根本不讨论这些领域 (在某些情况下除外)。 [8，46]

的评论与[7，17，16，56，115，132，145，151]一样，为该领域提供了出色的

条目。 

 

2.2.3、钙泵 

实验数据表明，SERCA 泵每个周期在 ER / SR 膜上传递两个 Ca2+离子

[14、89、97、138]。因此，由于 SERCA 泵，最常见的 Ca2+通量,，Jserca 的建模

方法是使用希尔系数为 2 的简单 Hill 方程。从而， 

 

我们知道参数 Km约为 0.27 M ，而取决于 SERCA 泵密度的 Vm可以根据细胞

类型而有很大不同。 

值得一提的是，Jserca 的方程式包含许多简化。 SERCA 泵的更详细模型

[63、77、89、138]涉及多个状态，泵蛋白在这些状态之间移动，以在 ER 膜的

一侧吸收 Ca2+ 离子，并在另一侧释放它们。SERCA 泵的更精确模型将考虑这

些状态，并跟踪与泵蛋白结合的所有 Ca2+。 ([73]介绍了一组 SERCA 模型，从

最简单的模型到更复杂的模型。) 尽管这种详细的模型似乎不会引起动态行为

的变化[63]，但应记住，使用的简化形式如本文所讨论的，获得 Jserca (例如准稳

态近似值) 的类型与简化 Ca2+ 模型所使用的类型完全相同，并且都具有相同的

警告和潜在的并发症。 

 

2.2.4、钙流入 

近年来，很明显，Ca2+ 从外部进入细胞并不是一件简单的事情[112、117、

124、131]。它受多种蛋白质控制，而蛋白质本身受多种因素控制，例如花生四
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烯酸或内质网中 Ca2+的浓度。对于某些此类流入途径，几何因素 (例如 ER 和

质膜的紧密并置) 起着重要作用。 

但是，出于此处讨论的目的，我们可以将所有 Ca2+流入途径分为三种主要

类型。 

1.电压相关的 Ca2+通道或 VDCCs [19]。这些在响应细胞膜去极化时打开，并在

诸如骨骼肌和心肌等兴奋性细胞，某些平滑肌细胞，神经内分泌细胞以及各种

神经元细胞类型中起重要作用。 

2.受体操作通道或 ROC [70]。某些 Ca2+流入途径是通过响应刺激物刺激而打开

的，通常是通过生成花生四烯酸来实现的。因此，通常将 Ca2+涌入建模为刺激

物浓度的增加函数。通常，这种依赖关系的确切机制尚不清楚，因此在此阶段

实际上不可能建立详细的 ROC 模型。 

3.商店运营的渠道或 SOC [103]。ER 的严重耗竭会通过涉及 ORAI 和 STIM 分

子的过程导致细胞膜中 Ca2+通道的打开。在刺激物浓度延长的情况下，这是重

要的流入途径，但在本文的分析中将不起任何作用。 

 

2.3、模型分类 

 

2.3.1、打开细胞/关闭细胞模型 

一种常见的实验技术是从细胞外部去除 Ca2+，并观察其如何影响细胞内

Ca2+振荡。在许多情况下，振荡会持续相当长的时间，直到最终耗尽 (由于

Ca2+从细胞中逐渐损失)，而在其他情况下，振荡会立即终止。这激发了 Ca2+ 进

入对振荡特性的影响的详细研究。 

为了研究 Ca2+进入的影响，通常在两个不同的类别中构建模型。 

1) 开放细胞模型是允许 Ca2+ 跨质膜自由进入和离开细胞的模型。因此，此类

模型包括 Ca2+ 流入途径和质膜 Ca2+ 泵，并且细胞中 Ca2+的总量不守恒。 

2) 关闭细胞细胞模型是其中所有 Ca2+ 穿过质膜的向内和向外运输均受阻的模

型。请注意，关闭细胞模型与外部 Ca2+浓度低的实验情况不完全对应，但

会在实验开始时近似。在实验上也可以使用高浓度的离子 (例如镧) 来阻断

质膜 Ca2+泵，但是由于镧的作用不同，因此这些实验操作起来更加困难且
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难以解释。 

 

2.3.2、 I 类/ II 类模型 

通常将 Ca2+振荡模型分类的第二种方法是关于 IP3 的行为。在某些类型的

细胞中，当 IP3 浓度恒定时会发生 Ca2+振荡，这种振荡被认为是由 IPR 的固有

动力学 (即 Ca2+的快速激活和较慢的失活) 引起的[130]。这种振荡的模型称为 I

类模型。在其他类型的细胞中，Ca2+振荡必然伴随 IP3 振荡，如果这些 IP3 振荡

被阻止，那么 Ca2+振荡也会被阻止。在这样的细胞中，图 3 所示的反馈回路是

振荡机制的组成部分。这种模型称为 II 类模型。同时具有 I 类和 II 类属性的模

型称为混合模型[35]。实际上，尽管每种细胞类型都具有不同程度的 I 类和 II

类机制，因此应通过混合模型进行建模，但进行这种区分以及研究纯 I 类和 II

类模型的行为还是很有用的。 

同样重要的是要注意，Ca2+振荡也可能是由于 Ca2+进入细胞或从细胞中流

出所引起的。去除细胞外 Ca2+后，这种振荡立即停止，因此需要打开细胞模

型。但是，此类模型既不是 I 类也不是 II 类。这种类型的模型的一个简单示例

在 5.3 节中讨论。 

 

2.4、一个简单的例子：组合模型 

所有这些概念以及各种类型的模型都可以通过一组方程式简单地说明

[35]。为方便起见，我们将此模型称为组合模型，因为它结合了 I 类和 II 类机

制，从而可以轻松地从一种模型转换为另一种模型。 

像往常一样，我们用 c 和 ce分别代表细胞质和 ER 中 Ca2+的浓度，我们用

p 代表 IP3 的浓度，而 r 代表未被 Ca2+灭活的 IPR 的比例 (如上述的 Atri 模型) 
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其中 

     

我们注意到有关此模型的许多事情。 

 它使用 IPR 的 Atri 模型[2]，并且 IPR 通量乘以 ec c  项，因此它取决于 ER

与细胞质之间的 Ca2+浓度梯度。可以很容易地使用文献中的其他 IPR 模型

之一，其结果在质量上总体上是相似的。我们选择 Atri 模型的目的纯粹是

为了简化。 

 SERCA 泵由具有 Hill 系数 1 的 Hill 函数建模。我们在这里忽略了 SERCA

泵中的协作性，因此不是可以做出的最准确的假设，但是它在某种程度上

简化了分析，并且对结果影响不大。 

 IP3 浓度 p 遵循其自身的微分方程，其中 p 的产生可以依赖于 Ca2+，只要

0   。但是，如果 =0 ，则 p 的方程实质上是分离的。因此， =0 对应

于 I 类模型。 

 在极限 0   ，r 成为 c 的代数函数。因此，情况 0  和 0  对应于 II

类模型，其中任何振荡均由 c 和 p 之间的相互作用而不是 IPR 的动力学决

定。 

 引入参数  可以轻松控制 Ca2+跨质膜的传输速率。在许多类型的细胞中，

与通过 IPR 和 SERCA 泵进行 Ca2+传输和释放的时间尺度相比， 很小。 

 参数 v对应于 IP3 的最大产生速率，并且是刺激物浓度的替代值。随着刺激

物浓度的增加，IP3 的产生速率和外部 Ca2+的流入速率均增加。因此，在该

模型中，Ca2+经由受体操纵的通道流入。Jinflux 是刺激物浓度的线性函数，
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此表达没有生物物理基础，仅仅是使 Ca2+流入随着刺激物增加的最简单方

法。像这样的模型一样，许多术语都暗示着我们认为是实际的机制，但不

应从字面上解释。 

强调开放式细胞模型和封闭式细胞模型之间差异的一种有用方法是用新变

量 /t ec c c    表示模型，其中 是胞质与 ER 体积的比率在 (2.6) 后定义的。

因此，ct是细胞中 Ca2+ 的总摩尔数除以细胞质体积，并且是细胞中 Ca2+ 负载的

量度，即细胞包含多少 Ca2+。使用这个新变量，前两个模型方程变为 

        

现在很明显，随着 变小，ct变得比 c 慢一些，并且在 =0 的极限下，我

们获得了关闭细胞模型。 

因此，通过改变，我们可以使用这组方程来说明开放式和封闭式细胞模型

以及 I 类和 II 类模型。 

 

3、ODE 模型的分岔结构 

理解诸如组合模型 (即方程 (2.20)— (2.23)) 之类的动力学，自然的第一步

是构造一个分岔图。这使我们能够确定可能发生感兴趣行为 (例如钙振荡) 的

参数范围。对于大多数模型，分岔参数有很多可能的选择，但是通常选择与主

要相对分岔的参数相对应的量作为主要分岔参数，该量相对容易通过实验进行

操作。这样做可以更轻松地将模型输出与实验结果进行比较，从而验证模型或

使用模型预测来告知实验。例如，在组合模型中，我们可以选择作为主要的分

岔参数。对应于 IP3 产生的最大速率，该速率在实验中相对容易修改，因为它

是应用于细胞的刺激物水平的增加函数。 

图 6A 示出了组合模型，选择项 =1 =2 ，  (即模型的混合版本) 和附录表

1 中规定的其他参数的局部分岔图。其他子图中显示了两种选择的时间序列和

相位图像。该分岔图是许多细胞内钙动力学模型的典型代表，从这个意义上

说，对于足够小或足够大的 v  ，我们看不到 [Ca2+] 的振荡，但是存在一个中

间参数值区域 (在标记为 HB1 和 HB2 的点之间)，其中存在各种不同类型的振
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荡。这是通过实验看到的：在低刺激物浓度下，没有足够的 IP3 来打开 IPR；而

在高刺激物浓度下，细胞中有太多 IP3，以及如此高的静息[Ca2+]，以致 IPR 再

次保持关闭状态 (请记住，IPR 的状态打开概率曲线为钟形，因此 IPR 在高和

低 [Ca2+] 时都闭合。 

所显示的两个时间序列共有的一个特征是存在一些时间间隔，其中钙浓度

的增加或减少非常迅速，而其间的变化速度要慢得多。这些是具有多个时标的

模型的典型解。在组合模型的情况下，这部分是由于选择 =0.01  导致的，并

且在某些情况下，这导致变量 ct的演化比变量 c 慢得多，至少对于分岔参数 v  

的某些选择在相空间的区域。尽管只有最近才以系统的方式将其应用于钙动力

学模型，但用于多种时间尺度的数学模型的分析方法总体上还是很发达的。这

些方法将在 3.1 节中进一步讨论。现在，我们仅注意到图 6 的子图 B 和 C 中所

示的振动是张弛振动，而子图 D 和 E 中所示的振动是混合模振动，并且在每对

之间都发生了一些小的亚阈值振动。钙浓度的大峰值。请注意，子图 D 中的亚

阈值振荡幅度很小，并且在主子图的比例尺上基本上是看不见的。但是，这些

微小振荡的存在可能对观察到的动力学有显着影响，这将在 3.2 节中进一步讨

论。在接近 HB2 的值时，也可能会看到吸引拟周期振荡，这是钙模型中很常见

的特征。与该模型和相关模型有关的分岔的更多细节包含在[35，61]和[62]中。 

图 7A 示出了相同模型的 II 类版本的类似分岔图。 具有 =1  且在极限

0   条件下，可以看出， v  发生振荡的值的范围比混合模型小得多，并且时

间序列中存在不同时标的证据不太明显。对于存在振荡的所有值，发生相似的

时间序列 (尽管振荡幅度不同)。 

注意，图 6A 是相关模型的不完整分岔图。仅示出了周期性轨道的主要分

支，并且沿这些分支存在许多未在此处确定的分岔 (例如，在周期性轨道分支

的稳定性发生变化的每个位置)。尽管从数学的角度来看，可能会对模型的分岔

结构有详细的了解，但是从了解基本生理学的角度来看，细节通常是无关紧要

的。来自典型实验的数据可能包含 [Ca2+] (或可能[Ca2+]和[IP3] 都有) 的噪声时

间序列，可以从中提取振荡的近似幅度和频率，但是这些可能无法直接与模型

的预测进行比较，由于模型中存在大量未知参数。此外，将不会直接观察到不

稳定的解，并且实验时间序列可能没有足够的精度或长度来解决其他细节，例 
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图 6 方程 (2.20)– (2.27)的部分分岔图以及一些时间序列和相图，其中 =1 =2 ，  和其他

参数值如表 1 所示。图 A 显示了分岔图，绘制了胞质钙浓度，c，与 IP3形成的最大速率比

例，v  。 黑色曲线表示稳态溶液的位置 (不稳定时为虚线，稳定时为实线)。 红色和蓝色

曲线分别表示稳定和不稳定周期轨道的最大振幅。 Hopf 分岔标记为 HB。 插图显示在主

子图中绘制的周期性轨道分支的周期。子图 B 和 D 分别显示了出现在 2.0v   和 2.0v 

处的 c 吸引周期解的时间序列，子图 D 的插入部分显示了该时间序列的一部分扩张。 子

图 C 和 E 显示了与投影到 c-p 平面上的 B 和 D 中的同解。 
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图 7 组合模型 (方程 (2.20)– (2.23))的局部分岔图以及相应的时间序列和相图，其中 =1  

且极限 0  ，其他参数值如表 1 所示。图 A 显示了分岔图，绘制了胞质钙浓度 c 对 IP3

形成的最大速率，v 。 插图显示了周期性轨道的分支周期。 子图 B 显示了在 =1.0v 处发

生的吸引周期解的 c 时间序列，子图 C 显示了投影到 c-p 平面上的同解。线条样式和标签

如图 6 所示。 

 

如亚阈值振荡。但是，我们注意到，对模型动力学的数学细节 (包括不稳定的

解) 的理解有时会提供对可能是实验观察基础的生理机制的重要见解；这种情

况的一个例子在 3.2 节中讨论。 

 

3.1、快-慢简化 

如上所述，钙动力学的 ODE 模型经常表现出指示问题中存在不同时标的行

为，并且利用时标分离的多种技术可能有助于分析这些模型。该过程的第一步
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是识别模型中存在的时间尺度。有时，对模型基础的生理学的理解有助于此过

程。例如，在许多情况下，已知细胞中总钙 (ct) 的变化相对于细胞质或 ER 钙

浓度的变化是缓慢的 (这已在组合模型的背景下进行了讨论)， ct 被指定为慢

变量有充分的生理原因。如第 1.1 节所述，细胞会消耗大量能量，从而使细胞

质 [Ca2+] 处于较低水平，而 [Ca2+] 梯度非常大。因此，期望细胞严格限制

Ca2+穿过细胞膜的能力。因此，Ca2+ 流入细胞的速度往往非常缓慢，这与从细

胞中去除 Ca2+的速度相同。 

但是，除了将总钙指定为慢变量之外，情况可能非常复杂：可能有多个慢

变量或两个以上的时间尺度，这些变量的相对进化速度可能在相空间内变化，

基于生理考虑的直觉可能会产生误导。 

从数学的角度来看，一种经常有用的方法是对模型方程进行无量纲化，然

后根据变量在模型的无量纲形式中的相对演化速度将变量分组。例如，如[62]

中讨论的，通过引入新的无量纲变量  t 1, , ,C C P t  可以得到方程 (2.22)， 

(2.23)，(2.28)和(2.29)的无量纲形式 

 

其中 c 1Q M  和 10pQ M 是钙和 IP3 的典型浓度标度，而

 c / 100 / 24pT Q V  是 ct动态的典型时间标度。(请注意，变量 r 在原始模型

中已经是无量纲的。) 然后，这导致了重新定标的演化方程： 

           

具有无量纲参数 
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以及相应的通量的无量纲版本 pmrelease release inJ J J J， ， ，  JNrelease，JNserca。通过

选择表 1 中给出的参数值以及对应于振动解的 v值，我们然后发现变量的演化

速度对于 C 为  210O  ，对于 Ct和 P 为  1O ，阶为  1/O  。因此，如果  为

 1O ，则该系统具有一个快速变量和三个慢变量，而如果 为  O  ，则有两个

快速变量和两个慢变量。 

分析某些类别的模型的常见下一步是使用准稳态 (QSS) 近似值删除快速变

量。这个想法是，某些变量可能演化得如此之快，以至于它们的演化方程可以

用代数方程代替，从而减小了模型的维数。例如，在方程式 (2.30)中，如果 O

足够小 (例如  310O  或更小)，则 r 可以视为模型中最快的变量，并且我们可以

假设 / 0dr dt   那么 

 

QSS 近似值用其 QSS 值  r C  代替模型中的 r： 

 

然后，该模型简化为三个微分方程，并成为模型的 II 类版本，如 2.4 节所述。 

尽管从建模角度来看很有吸引力，但是使用 QSS 近似值可能会导致困难。

如[157]中讨论的，QSS 降低可以从动力学中删除霍普夫分支或改变霍普夫分支

的位置或临界度。在这种情况下，简化模型中振荡的发生和/或性质可能与原始

模型大不相同，通常是不希望的结果。关于降低 QSS 的效果的进一步工作正在

进行中，但早期结果[157]表明奇异的 Hopf 分岔[13] (其中快变量和慢变量都参

与了分岔，并且在生物物理系统模型中很常见)。相对不受 QSS 减少的影响。 

另一种成功的解释钙模型动力学的成功还原技术，涉及通过将其作为参数来有

效去除慢变量之一。这种方法是 Rinzel [108]在其对胰腺 β 细胞中突发的电振荡

突发的经典研究中开创的，此后被广泛用于一组振荡生物物理模型的研究。该

想法是，通过将其与真分岔参数的特定值进行比较，可以将其与通过固定分岔

参数但使用最慢变量作为参数而获得的分岔图进行比较，可以理解吸引溶液的

特征。 
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例如，对于以  , ,tc c p  表示的组合模型的 II 类版本，即方程 (2.22)， 

(2.28)和 (2.29)，在 =1  和  
2

2

2 2

2

k
r c

k c



 ，只要  足够小，变量 ct最慢。然

后，可以删除 /tdc dt  方程，并将 ct视为常量出现在模型中其他位置，然后使用

ct作为分岔参数来构造分岔图。对于选择 1.0v   ，此方法将产生图 8 中黑色所

示的分岔图。在此分岔图上叠加整个问题的吸引轨道后，允许 ct发生变化，但

仍固定为相同值，在 =0.0001  处，可以看到，轨道 (在图 8 中用红色显示)在

分岔图的稳定分支附近缓慢移动，并沿 /tdc dt 的实值确定的方向移动，并迅速

当到达分支图的稳定部分的末尾时，在分支之间跳转。这样，就可以通过冻结

慢变量 ct所获得的系统的分岔图来理解 =0.0001 的原始问题的轨道的快慢性

质。通过改变固定的 (真正的)分岔参数的值，可以解释整个系统中不同类型轨

道之间的过渡。 

 

图 8 冻结的 II 类组合模型的分岔图，由方程 (2.22)和 (2.28)组成，其中  
2

2

2 2

2

k
r c

k c



和

ct被视为分岔参数。 参数取值为 1.0v  ， =1 和其他常数，如表 1 所示。黑色曲线表示

冻结系统的稳态； 上，下分支稳定，中间分支不稳定。 红色 (分别为蓝色和绿色) 曲线

显示了 =0.0001  (分别为 0.001 和 0.01)的完整 II 类系统的解。 
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使用此冻结系统方法存在许多潜在的困难。首先，它假定可以识别单个全局有

效的最慢变量；实际上，变量在相空间的不同部分以及分岔参数的不同值处可

能具有不同的相对进化速度。即使可以识别出最慢的变量，使用该方法也可能

不够慢。例如，图 8 显示了选择 =0.01  0.001  0.0001 ， ， 的 II 类组合模型的轨道。

如果不进行适当的时标分析，就无法预先知道冻结系统的方法需要多大的  ，

但从图 8 可以明显看出 =0.01 不够小 (绕轨道运行)， 的值不遵循冻结的分歧

图的分支)，并且 =0.01 是边界。 

其次，许多系统在一个最慢的时间尺度上具有多个变量。尽管有可能使该

方法适应两个慢变量的情况，但该方法很快变得麻烦。第三，这种方法可能无

法提供有关从快慢部分到慢慢部分的过渡区域的准确信息，当快变量和慢变量

之间的区别消失时会发生这种情况。这些区域对于区分动力学的不同机制通常

非常重要 (例如，图 6 所示的弛豫振荡和混合模式振荡之间的差异恰好发生在

振荡从快到慢演变的点，差异对于理解某些现象至关重要 (请参阅第 3.2 节)。

最后，该方法提供了关于轨道对真正的分岔参数变化的鲁棒性的有限信息。 

更严格的方法涉及使用几何奇异摄动理论 (GSPT)。这个想法是在模型中

定义一个或多个小参数。通过将模型系统视为来自小参数趋于零的极限情况的

扰动，可能有可能提取出有关原始模型中复杂动力学基础机制的有用信息。例

如，对于系统 (2.30)，如果 为  O   ，我们可以引入一个小的奇异摄动参

数，并将模型重写为 

            

当 0   ，系统 (2.32) 趋于奇异极限，通常称为简化系统。我们可以将方程 

(2.30) 视为奇异极限的扰动，这是由方程 (2.32) 中的选择  =0.01 =   引起
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的。或者，可以使用快速时标 1 /t t   重写这些方程式，这样得出 

            

公式 (2.32)和 (2.33)在 0   下相等。但将极限当 0  方程式 (2.33)中会产生

不同的奇异系统，称为快速子系统。 

在一个模型具有两个时间间隔很短的时间尺度的情况下，GSPT 允许人们

根据精简系统和快速子系统的动力学知识对模型中发生的振荡的性质做出预

测。这个想法是构造一个由交替的快和慢段组成的奇异周期轨道。快速段是快

速子系统的解，而慢段是精简系统的解。在最简单的情况下 (包括只有一个慢

变量的情况)，奇异周期轨道在 0  时以直接方式扰动，从而在整个系统中产

生弛豫振荡 (RO)，相应的时间序列由慢速部分组成如图 6B 所示，变化散布着

尖锐的过渡。在其他情况下，奇异周期轨道可能会扰动到更复杂的轨道，例如

混合模式振荡 (MMO)，其中从慢速段到快速段的过渡是通过一组次阈值振荡

实现的，如图 6D 所示。 MMO 中的亚阈值振荡模式可能非常复杂，但通常可

以使用 GSPT 进行预测[34]。 GSPT 用于分析各种不同模型的细胞内钙动力学

的详细研究见[62]。 

GSPT 方法的一个优点是简化系统和快速子系统的尺寸实际上都小于整个

系统，因此，与直接分析整个系统相比，它们的分析更为直接。另一方面，虽

然 GSPT 可以得出严格的数学结果，并附带有关结果有效性机制的适当警告，

但就理解模型的动力学而言，这并不总是有用的。一个普遍的问题是模型中时

间尺度之间缺乏清晰的分隔。例如，在方程 (2.30)中，如果 为  -110O ，则 r

变量既不像 C 一样快，也不像 Ct和 P 一样慢，并且在 r 的演化速度和其他变量

之间没有足够的分离来定义一个新的中间时间尺度。在这种情况下，该模型可
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能被认为是奇异极限的大扰动，但是基于奇异极限的预测可能无济于事。即使

模型中的时间尺度之间存在明显的分隔，也可能存在两个以上的时间尺度，而

有关这种情况的理论很少。 

关于钙模型中的这类困难的一些讨论包含在[62]中。一种实用的方法是考

虑各种不同的奇异极限。例如，要了解在 r 处于速度中间的情况下的方程式 

(2.30)的动力学，可以考虑两种不同的极限情况：一种具有两个快速变量和两个

慢变量 (r 被视为快速变量)，另一个具有一个快速变量和三个慢变量 (将 r 视为

慢变量)。这些局限性情况中的一种或多种可能会提供对模型动力学的洞察力，

即使它们都不足够接近原始模型以进行数学上合理的预测。 

最后的评论是为了在钙模型分析中使用奇异极限；如果要避免产生误导性

的结果，在识别和分析奇异极限时必须格外小心。例如，通过让变量 ct 越来越

慢，组合模型的关闭细胞版本自然会出现。因此，很容易将封闭细胞模型视为

开放细胞模型的奇异极限 (快速子系统)，并且类似于 GSPT 中遵循的过程，假

设开放细胞模型的动力学将是平稳的扰动关闭细胞模型的动力学尽管动力学的

某些特征确实以这种简单的方式扰动，但存在一个陷阱：极限系统的动力学不

必与整个系统的动力学极限相同。例如，霍普夫分岔在快速子系统中可能是次

临界的，而在整个系统中则是超临界的，无论整个系统与极限情况有多接近。

该问题在[157]中有更详细的讨论。在上面讨论的时间尺度分析中隐含了使用组

合模型的封闭细胞版本时需要注意的第二个原因：在开放细胞模型中，ct似乎

在与 p (可能还有 r)相同的时间尺度上演化。因此仅 ct (而非 p 或 r)的演化速度趋

于零的奇异极限可能没有帮助。 

 

3.2、脉冲实验和 GSPT 

对于许多细胞类型来说，一个悬而未决的问题是 Ca2+振荡主要是由于 I 类

机制 (在 IP3 浓度恒定时发生)还是由 II 类机制 (由 IPR 的内在动力学引起)引起

的。人们可能会想，因为现在可以在某些细胞类型中同时测量[IP3]和[Ca2+] 

[134]，所以这个问题很容易回答。但是，事实并非如此。一方面，这些是很难

执行的实验，尤其是在与细胞系相反的真实细胞中。因此，在文献中仍然很少

有这样的测量。其次，即使同时测量[IP3]和[Ca2+]，也不能立即回答所有此类问
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题。例如，在某些细胞类型中，即使观察到 IP3 振荡，峰值 IP3 和 Ca2+的相对定

时似乎表明需要 I 类机制。在这种情况下，[IP3] 的峰值自然会跟随 [Ca2+]的峰

值 (因为 Ca2+ 刺激 IP3 的产生)，但实际上并不是振荡行为所必需的。由于这些

原因，开发可用于区分 I 类和 II 类机制的其他实验方法非常重要。 

在[130]中提出了一个简单的实验，该实验涉及向细胞施加单个外源 IP3 脉

冲，可以用来确定该细胞中主要的机制类型。该提议基于以下观察结果：I 类和

II 类模型通常以不同的方式响应 IP3 脉冲。具体而言，在 IP3 脉冲之后，I 类模

型通常会以暂时增加的振荡频率作为响应，而 II 类模型将以相位滞后做出响

应，钙浓度的下一个峰值出现在延迟之后。 

图 9 示出了由方程 (2.32) 给出的经重新缩放的组合模型对 IP3 的脉冲的一

些响应。与[35]和[61]一样，我们通过添加 

                 (2.34) 

在组合模型中 P 的方程式的右侧，其中M  表示脉冲幅度，H 是 Heaviside 函数 

 

子图 A 显示 0.40v   时的 I 类模型响应，子图 C 显示 0.417v  时的 II 类模型响

应。在两种情况下，响应都是如上所述的典型情况。但是，事实证明，在某些

情况下，I 类模型的响应类似于 II 类模型，其中出现少量的较快振荡，然后在

恢复振荡之前需要较长的静止期。图 9 的子图 B 显示了当 0.233v  时对组合模

型的 I 类版本的这种类型的响应。这种异常类型的响应的可能性使得对实验数

据的解释不明确。 

在[35]中开始尝试了解某些 I 类模型的异常响应，该模型在 2.4 节的组合模型中

考虑了脉冲响应。分析开始时假设模型 ct中只有一个慢变量，并使用了上面讨

论的基于冻结系统方法的思想来解释所观察到的动力学，但这种解释有些特

殊。在[61]中对模型进行了重新审查，认为该现象的全面解释需要 GSPT 的方

法，尤其是有必要将模型的 I 类版本视为具有三个特征慢变量的系统。 

更准确地说，[61]使用方程 (2.32) 给出的具有 =0  和 =0.48  的无量纲 I

类组合模型，并通过组合来自简化系统和快速子系统的信息来构造奇异周期轨 
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图 9 =0.01  对 IP3脉冲的方程式 (2.32)的响应。假设有任何瞬变消失，则在箭头指示的时

间施加 IP3脉冲，脉冲的明确形式由公式 (2.34) 给出，其中 
0=8.333 t =12 =0.72M ， ， ， 

假设在时间跟踪开始之前，任何瞬变都已经消失。 每个子图显示了钙浓度 C (红色曲线)和

IP3 (黑色曲线)的浓度的时间序列。A. I 类：对于 0.40( 0.96)v v   时有  =0 =0.48 =2s  ，  

和其他参数值如表 1 所示。B. I 类：与子图 A 相同，除了 0.233( 0.56)v v  。 C. II

类：对于 0.417( 1.00)v v   时有  =1 =0 =0  ， 。 从[35]修改的图。 
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道，如方法，尤其是有必要将模型的 I 类版本视为具有三个特征的系统。慢变

量。 

更准确地说，[61]使用方程 (2.32) 给出的具有 =0  和 =0.48 的无量纲 I

类组合模型，并通过组合来自简化系统和快速子系统的信息来构造奇异周期轨

道，如所述在第 3.1 节中。具体来说，以极限 0   方程 (2.32)产生简化的系

统，其中变量在 /dC dt  方程的右侧设置为零的三维表面 (临界流形)上演化。

临界流形在图 10 中相对于情况 0.317v   和固定 P = 0:95 相对于 C，Ct 和 r 坐

标绘制。可以看出，临界流形相对于 C 坐标有两个折叠。这些褶皱在图 10 中

用蓝色曲线表示，并且对应于整个四维相空间中的三维临界流形的二维子集。

然后，I 类 Atri 模型的典型奇异轨道可能始于临界流形的上部分支 (图 10 中标

记为
aS  )，朝着上部褶皱 (缓慢)移动，快速跳至临界流形的下部分支。流形 

(
aS )，缓慢向低折移动，然后再次快速跳回

aS  。对于许多参数值，此奇异轨道

在 0   到 RO 或 MMO 时会发生扰动，就像在 3.1 节中讨论的那样。 

 
图 10 类别 I Atri 模型的临界流形，方程 (2.32)，˛在 =0 ， =0.48 ， 0.317v  ，并固定

P = 0:95。 表面由折叠 L
— 和 L+ 分为三个分支 (标记为

aS  和 Sr)。 从[61]修改而来的图。 
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到目前为止，对 I 类 Atri 模型的 GSPT 分析是相当标准的，但是当试图解

释模型对 IP3 脉冲的响应时，情况变得更加复杂。在[61]中表明，在折叠点的二

维表面上，存在着一个明显的折叠点的一维曲线，称为折叠奇点，它可以极大

地影响轨道的脉冲响应。在某些参数范围内，整个系统的脉冲轨道通过相空间

中折叠奇异点在奇异系统中的位置附近。如果这些折叠的奇异点是折叠的鞍或

折叠节点的子类型，则可以看到振荡恢复的延迟，但是如果脉冲轨道远离折叠

的鞍或节点，则不会观察到这种延迟。关于 I 类模型的分析的更多详细信息包

含在[61]中，有关折叠奇点的摘要信息在评论文章[34]中提供，并且该理论在此

处与相关情况有关 (例如，[150]中介绍了一个快速变量和三个慢速变量)。 

理解组合模型的脉冲响应的下一步是查看 II 类模型。 GSPT 方法在[61]中

被使用来表明一个不相关的机制是造成 II 类模型的脉冲响应延迟的原因。结果

表明，对 II 类模型施加脉冲通常会将轨道发送到临界流形未折叠的相空间区

域，这意味着在 II 类模型中看到的没有脉冲的振荡 (即 RO)是不可能的。脉冲

轨道必须花费一些时间，这与观察到的相位滞后相对应，然后返回到相空间区

域，临界流形在此折叠，然后才能恢复振荡。 

此示例很好地说明了 GSPT 在解释钙模型动力学方面的强大功能：最简单

的方法 (假设只有一个缓慢的变量)无法正确解释观察结果，因此需要使用

GSPT 的严格方法。这个例子还提供了一个实例，其中生理因素 (即解释脉冲响

应的愿望) 刺激了新数学的发展 (例如，GSPT 扩展到三个或更多慢变量的情况

[150])。 

 

4、合并钙动力学和膜电兴奋性 

Ca2+振荡研究中使用的许多技术是在神经元和其他可兴奋细胞中产生振荡

动作电位的研究中开发的。膜电位是迄今为止最广为人知且研究最广泛的细胞

振荡器，其理论工作最终都基于 1952 年霍奇金和赫蓄黎模型[65]。详细讨论膜

电位模型超出了本研究的范围。膜振荡器理论研究的简介可以在[73，76]中找

到。 

但是，如果没有至少简要介绍一下 Ca2+振荡如何与膜电位振荡器相互作

用，就不会完成对 Ca2+振荡的讨论。通常，膜电位的振荡 (通常采取振荡尖峰



94 

 

的形式)是由细胞膜中离子通道 (通常为 Na+，K+或 Ca2+通道)的振荡打开和关闭

引起的。膜电势的这种振荡通常发生在毫秒级，比这里讨论的 Ca2+振荡快几个

数量级。 

然而，许多细胞具有离子通道，其电导率由[Ca2+] 控制。在这种情况下，

[Ca2+] 中的慢速振荡可用于在更长的时间尺度内调节快速电振荡的特性。例

如，[Ca2+] 的缓慢振荡可以使膜电势模型移入和移出振动状态 (通过缓慢调制

K+电导)，从而导致动作电势突发，这种现象被称为电突发，并且在各种各样的

神经元和神经内分泌细胞。 Bertram 等人的论文 (本卷关注) 将详细讨论一种

这样的模型。其他示例可以在[64，68]中找到，而对该领域的基本介绍可以在

[73]中找到。 

这种将较慢的胞质 Ca2+振荡器与较快的膜电势振荡器耦合的系统具有潜在

的广泛复杂和有趣的动态行为。从数学的角度来看，复杂性可能至少部分地是

由于所涉及的多个时间尺度而引起的。膜电位振荡器模型通常至少具有两个时

间尺度，而钙振荡器模型通常也具有至少两个时间尺度，因此组合模型通常将

具有三个或更多个时间尺度，具体取决于较慢变量的相对速度。膜电势模型中

的变量和钙模型中的更快变量。尚未开发出具有两个以上时标的系统动力学的

综合理论，但是早期的工作表明在这种情况下会发生非常复杂的现象[79，

80]。从生理学角度来看，将胞质 Ca2+振荡器耦合到更快的膜电位振荡器的模型

在神经内分泌细胞的研究中特别重要[9，10，11，49，82，84，87，110，

144，143，156 ]，因此在激素控制研究中，必将成为未来数学和实验研究的主

要领域。 

 

5、钙的扩散与波动 

 

5.1、基本方程式 

要将简单的空间均质模型转换为允许空间变化的 [Ca2+] 的模型 (当然，实

际上是这种情况)，必须使模型方程适应 Ca2+ 的扩散，这在实践中要求许多其

他假设。 

首先，不是将 ER 和细胞质建模为通过 Ca2+通量连接的两个不同的空间，
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对于大多数应用而言，将这些区域组合到一个均匀的域中就足够了，其中 ER

和细胞质在空间的每个点共存，每个空间中的 Ca2+的有效扩散系数取决于均质

化中假定的确切几何形状[54]。因此，我们得到以下关于 c 和 ce演化的方程： 

              

其中
c

effD  和 eff

eD  分别是细胞质空间和 ER 的有效扩散系数， c  和 e  是这两

个混合空间的表面体积比，  , ef c c  和  , eg c c 表示所有其他 Ca2+流量和反应。 

通常认为细胞质是各向同性的。 

但是，Ca2+如何在 ER 中扩散，或者 ER 的曲折度在确定 ER Ca2+的有效扩

散系数中的作用尚不明确。因此，通常 (合理的)假设 Ca2+不会在 ER 中扩散，

或者假定其扩散系数受限制
c

eff eff

eD D 。此后，我们删除上标 eff。 

在这种情况下，Ca2+扩散的简化方程为 

        

其中 c  和 e 已吸收到其他模型参数中，并且明确包括了细胞质 Ca2+缓冲液，

其原因很快就会清楚。纯粹为了简单起见，并未明确包括 ER Ca2+缓冲。这样做

对分析没有影响，只是使表示法更加复杂。 

就像没有扩散一样，当缓冲速度很快时，可以压缩模型[122，123，147]。

像以前一样假设 

                 (2.40) 

我们得到了“慢”方程 
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消除 b 后变成 

 

和以前一样 

                       

请注意，我们假设 bt的时空不变。 ce具有相似的方程。 

非线性缓冲显着改变了模型结构，尽管它对所产生的动力学几乎没有定性

的影响[52，140]。特别是，Ca2+遵循非线性扩散对流方程，其中对流是移动缓

冲区通过 Ca2+传输的结果。有效扩散系数 

                   

是两个扩散系数 Dc和 Db的凸线性组合，因此位于两者之间的某个位置。由于

缓冲液是大分子，因此
eff cD D 。如果缓冲液不能移动，即 b 0D   ，则 (2.43)

恢复为反应扩散方程。同样，当 Ca2+梯度小时，非线性对流项可以忽略。 

如果缓冲区不仅速度快，而且亲和力也很低，那么K c  就是常数，

effD， 也是常数。 

通常认为缓冲液动力学快，不动且亲和力低。通过这些假设，我们得到了

最简单的 Ca2+缓冲模型 (根本不包括它们)，其中 

               

其中，扩散系数和通量都由常数因子  / tK K b  定标。然后可以将模型中的每

个通量解释为有效通量，即通量中有助于游离 Ca2+浓度变化的那部分。 

 

5.2、Fire-diffuse-fire 模型 

可以使用钙兴奋性来模拟波动的一种特别简单的方法是使用 Fire-diffuse-
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fire 模型[32，75，25，28，29]，它是动作电位传播的峰值-扩散-峰值模型的直

接类似物 [26，27]。在这个模型中，一旦[Ca2+] 在释放位置达到阈值 c，该位

置就会急升，立即释放固定量的 Ca2+。因此，Ca2+波通过依次触发释放点而传

播，每个响应从相邻释放点扩散的 Ca2+。因此，“火”这个名字叫做“漫火”。 

在 Fire-diffuse-fire 模型中，Ca2+遵循反应扩散方程 

          

其中 L 是释放位点之间的间隔。尽管此方程看起来是线性的，但外观却具有欺

骗性。在此，tn是 c 在第 n 个释放位置首先达到阈值 c* 的时间，因此复杂地取

决于 c。 

触发单个站点 (例如站点 i) 的结果是 Ca2+分布 

 

其中 H 是 Heaviside 函数。这是在 x = i，t = ti处输入增量函数的扩散方程的基

本解。如果我们叠加每个站点的解，我们将得到 

 

注意，由于是即时发布，  ,c x t  在任何发布点都不是时间的连续函数。 

从此显式可以计算出波速的显式。有关详细信息，请参阅[73]中的简短讨

论或以上引用的原始文章中的更详细介绍。 

此版本的 Fire-diffuse-fire 模型没有去除 Ca2+，因此 Ca2+的浓度始终在增

加。这可以通过添加 Ca2+去除术语[25]来纠正，该模型模拟了 SERCA 泵的去

除。但是，为了保留此方法的分析可处理性，删除项必须是线性的。 

 

5.3、另一个简单的例子 

为了说明 Ca2+模型中波传播的一些主要特征，我们使用与 2.4 节中的组合

模型相似的模型，但是稍微简奇异些。首先，我们只包括一个空间维度的扩

散。即使 Ca2+波在三个维度上传播，在一个空间维度上的模型也不一定是不好

的近似。由于典型的 Ca2+波的波长比典型细胞的尺寸大，因此，许多 (但不是
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全部) 细胞内波传播本质上是一维的。只有当人们考虑波在更大的细胞 (例如

非洲爪蟾卵母细胞) 中传播时，波的二维和三维特性才变得明显，因为波形成

了螺旋形和目标图案[83]。 

我们进行了许多其他简化。首先，我们假设 Ca2+ ATP 酶泵线性依赖于

[Ca2+]。由于我们知道这是不正确的，因此我们的简化模型将永远无法很好地定

量描述真实的 Ca2+ 波。但是，此假设保留了许多潜在的动力学行为。其次，我

们假设通过 IPR 的通量是[Ca2+] 的钟形函数，没有时间延迟。因此，这里的简

化模型既不是 I 类模型也不是 II 类模型。在这种情况下，[Ca2+] 的振荡完全取

决于来自外部的 Ca2+流入。尽管仅在某些细胞类型中是这种情况，但是该模型

仍可用于说明 Ca2+模型的基本动力学特性。 

基于这些假设，我们的模型方程为 

    

其中 

   

如前所述，p 表示[IP3]，并且被当作主要分岔参数。 Jinflux的表达式只是方程式 

(2.27)的略微简化版本。因为此模型中的振荡取决于 Ca2+进入和离开细胞，所以

也可以让 Jinflux作为参数，并将其用作主要分岔参数[142]。其他模型参数的典型

值在附录表 2 中给出。 

 

5.4、CU 系统 

在钙动力学的 PDE 模型中研究波传播的便捷第一步是切换到移动框架。对

于具有一个空间变量 x  的模型，其中孤立或周期性波以恒定的波速 s 移动，我

们可以定义一个新变量 z x st  ，并将模型重写为运动框架。例如，就这个新

变量而言，方程式 (2.50) 给出的模型变为： 
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其中素数表示相对于 z 的微分。 

我们对 PDE 模型的脉冲型行波和周期行波都感兴趣；在运动帧 ODE 中，

它们分别对应于同宿轨道和周期解。通常，我们将对诸如 PDE 的分岔参数 (例

如，上述模型的 p) 和 s (波速) 变化之类的解的存在感兴趣。在 PDE 公式中，s

是由动力学选择的量，而不是方程式的参数，但是在行波 ODE 中，我们将 s 视

为分岔参数。 

 
图 11 表 2 中给出的参数值的方程 (2.53)的部分分岔集，显示了 Hopf 分支 (HB) 的 U 形曲

线和同宿分支 (HC) 的 C 形虚线。 

 

第一步是在相应的二维参数空间中查找运动帧 ODE 的同宿和 Hopf 分岔。

例如，对于表 2 中指定的参数值，方程式 (2.53)具有唯一的平衡点，该平衡点

是鞍点，对于 U 形曲线之外的 p 和 s 值(在图 11 中标记为 HB)，具有一维不稳

定流形和二维稳定流形。该图中 C 形曲线上的  ,p s  (标记为 HC) 的平衡具有

同宿分岔。。 

图 11 中观察到的结构为 C 形同宿分岔曲线和 U 形 Hopf 轨迹，事实证明是
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许多钙波模型以及许多其他可激发系统，例如 FitzHugh-Nagumo 和 Hodgkin-

Huxley 模型[20]。在[20]和[142]中指出，CU 结构的出现是这些模型中零斜线的

一般形状的结果，而零斜线的形状又来自于潜在的生理学。此外，Maginu [90]

证明在 s   的极限内，在图 1 中，行波方程简化为没有扩散的模型 (即

0cD  )；由于钙模型的无扩散版本通常会在分岔参数的有限值处具有两个霍普

夫分岔 (如第 3 节所述)，因此该结果表明霍普夫基因座实际上是 U 形的，即左

右 Hopf 轨迹的两个臂将在分岔参数的有限值处具有垂直渐近线。 

对于 Hopf U 的垂直渐近线之间的主要分岔参数的每个固定值，通常存在一

个 s 值的间隔，对于该间隔存在周期解。很自然地问这些周期解中的哪一个会

在 PDE 中给出稳定的周期行波，即问哪个波速将由 PDE 动力学选择。这个问

题没有已知的一般答案;答案被认为取决于偏微分方程的精确边界和初始条件。

[119]提出在 Hopf U 内的分岔参数值处可能会出现非常复杂，看似混乱的行进

解。 

对运动框架 ODE 的分析可以告诉我们相关 PDE 模型中存在行波，但不能

提供有关这些解在 PDE 中的稳定性的信息。取而代之的是，行波的稳定性可以

通过直接计算 (例如[109]) 或通过对 PDE 进行数值计算 (例如[119、142])来确

定。在我们研究的所有情况下，事实证明，稳定的孤立行波具有与 C 曲线的上

分支 (较高 s 值) 相对应的波速，尽管该分支在整个长度上可能不稳定。更复杂

的行进脉冲 (例如，在波包内有两个脉冲，对应于行进波方程中的双脉冲同宿

轨道)也可能会出现[20]，并且可能是稳定的[109]。 

就像 ODE 模型一样，钙动力学的 PDE 模型通常具有在两个或更多不同时

间尺度上发生的过程，并且可以利用这种时间尺度分离来解释模型动力学。这

样的想法在分析 FitzHugh-Nagumo 方程的 PDE 版本中非常成功 (例如[3，72，

78])，但很少用于钙模型。一种方法是寻找 CU 结构的奇异类似物，并试图证明

包括 CU 结构在内的完整 (非奇异) 问题的分岔集的特征是由于这种奇异结构的

扰动而产生的。在[142]中，从理论上研究了与方程 (2.53) 密切相关的钙模型的

关闭细胞 (奇异) 版本中行波的存在和稳定性，并将结果与打开细胞模型(非奇

异)的数值结果进行了比较。结果表明，数值计算发现的整个系统的结构在奇异

极限下收敛于一组面、脉冲和波的集合，这些面、脉冲和波可以在奇异极限系
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统中解析定位，并形成一个奇异 CU 结构。正在进行工作以严格显示奇异 CU

结构如何干扰非奇异情况。 

尽管基本的 CU 结构对于许多钙模型来说是通用的，但是分岔组的其他特

征因模型而异。例如，不同的模型可能表现出各种不同类型的全局分岔，包括

均衡和周期轨道的同宿和异宿分岔[158]，并且从分岔理论的角度提出了许多有

趣的问题，但是这些都是不是本文的重点。特别令人关注的动力学方面之一是

C 曲线如何在其表观端点附近终止。这个问题对 PDE 中从稳定的行进脉冲到稳

定的周期性行进波的过渡方式有影响，在[20，119]中针对某些特定模型进行了

讨论。 

 

5.5、钙的兴奋性与 FitzHugh-Nagumo 方程的对比 

Ca2+ 波模型的一个至关重要的重要特征是兴奋性。通过模型中的正反馈，

少量的 Ca2+ 释放会诱导大量 Ca2+的释放。研究最多的兴奋系统是

FitzHughNagumo 方程，人们早已认识到钙波通过一种与 FitzHugh-Nagumo 模型

相似的兴奋机制传播。尽管有这些相似之处，但是仍然存在重要差异。 

FitzHugh-Nagumo 方程可以写成 

          

其中变量 u 代表质膜电位，w 代表钠和钾通道的联合失活效应，I 是施加的电

流。参数  满足0 1  ，并在模型中编码时间标度的分离˛
1

0
2


 

 
 
，  ，D

是扩散常数，是一个小的正常数[73]。以通常的方式定义 z x st   ，其中 s 是

波速，从而在移动框架中产生模型方程式： 
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图 12 无扩散条件下， FitzHugh-Nagumo 模型的方程 (2.54)和简单钙模型的方程 (2.50) 的

分岔图和时间序列。 子图 A 示出了具有 0 0.1 =1.0 =0.1D a   ， ， ，  的方程 (2.54)

的分岔图。 黑色曲线表示稳态解的位置，蓝色曲线表示周期轨道的最大振幅。 Hopf 分岔

标记为 HB。 B 图显示了当 I = 0.2 时相应的吸引周期解的时间序列。 C 图 显示了方程 

(2.50)的分岔图，其中 Dc = 0 和其他参数值如表 1 所示。线型和标签与 A 一致。D 图显示

了 p = 0.7 时相应的吸引周期解的时间序列 

 

在没有扩散的情况下，FitzHugh-Nagumo 方程的动力学和典型的钙模型 

(例如方程 (2.50)) 的动力学在质量上非常相似。模型尺寸的任何差异 (如果钙

模型具有三个或更多因变量) 都会为详细动力学提供不同的可能性，但是模型

中的结构相似，尤其是明确定义的慢变量，例如 w 表示 FitzHugh-Nagumo，ct

表示钙模型和零变量的三次变量 (对于 FitzHugh-Nagumo 来说是 v，对于钙模
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型来说是 c) 的立方，导致无扩散模型具有相似的分岔图和时间序列。例如，图

12 示出了对于具有 Dc = 0 的方程 (2.50)和 D = 0 的方程 (2.54) 的分岔图和典型

的时间序列；在这些图片中，模型动力学的相似之处显而易见。 

如果包括扩散，则 FitzHugh-Nagumo 方程的动力学与典型的钙模型之间仍

然存在明显的相似性。最值得注意的是，FitzHugh-Nagumo 运动框架方程在.I

中具有 CU 分岔结构在（I，s）参数平面与钙模型[20，142]非常相似。但是，

模型中的结构差异意味着基本机制可能完全不同。 

一种重要的结构差异是由扩散作用方式引起的。在 FitzHugh-Nagumo 模型

中，扩散仅出现在快速变量 u 的演化方程中。这是基于建模假设，即门阀变量

w 沿空间方向均匀分布。对于钙模型，情况通常是不同的，其中扩散会同时影

响快变量和慢变量，因为细胞质中的扩散会影响 c (胞质钙浓度)和 ct (总细胞浓

度) 的变化。 

为了在方程式 (2.50) 的情况下看到这一点，我们通过设置 z x st   和

/u dc dz  进入运动框架，然后通过用  /t e cc s c c D u    替换 ec  来以标准

快速慢速形式重写模型。ct的定义是第 2.4 节介绍的总钙变量的 PDE 类似物。

经过这些更改，方程式 (2.53)变为： 

 

素数表示相对于 z 和 

 

当“足够小时，c 和 u 是快速变量而 ct较慢。因此，钙扩散的一种作用是在快

速变量之间引入非线性耦合，即 'u  方程中的项  ug c ，对于 c 的非线性函数

 g c 来说。通过比较，在方程 (2.55)中，快速变量的微分方程中没有可比较的

项。 

在霍普夫分岔的性质中可以看出这种差异的直接结果。在 FitzHugh-
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Nagumo 方程中，快速变量之间的简单耦合意味着出现在 Hopf U 垂直臂上的

Hopf 分岔在单个极限内退化，因为分岔既不是超临界的也不是亚临界的或者第

一 Lyapunov 系数为零。对于更通用的耦合 (如在方程 (2.50)的钙模型中发现

的)，情况并非如此[142]，并且随着接近奇异极限，垂直臂上的霍普夫分岔将成

为超临界或亚临界。请注意，在两种类型的模型中，Hopf 分岔都是奇异极限处

的奇异 Hopf 分岔 (因此，Hopf 分岔处的特征值的虚部趋于零，在 0   时；

请参见[13])，但是这种奇异性是不同的由 FitzHugh-Nagumo 方程中的简单耦合

引起的简并性产生。需要做更多的工作才能确切地发现模型单数形式之间的差

异如何影响非单数模型的动力学。 

由于 FitzHugh-Nagumo 方程具有对称性，因此出现了模型之间的第二个重

要结构差异：方程 (2.55)关于变换是相同的 

 

结果，FitzHugh-Nagumo 模型中的一些行进脉冲是作为两个对称相关的奇异行

波前解的扰动而出现的，它们在运动框架中对应于两个对称相关的异宿轨道

[142]。 (其他行进脉冲是作为单个行进脉冲的扰动而出现的，对应于移动框架

中的同宿轨道。) 相反，钙模型通常不具有这种对称性，行波解不太可能以这

种方式出现。在一个与方程 (2.50) 密切相关的模型中，似乎相应的行进脉冲也

来自奇异极限，作为行进前沿的扰动[142]，但是该机制比 FitzHugh-Nagumo 模

型中的泛型更为通用，因为它没有需要对称的存在。要确定这是否是钙模型中

的常见模式，还需要做更多的工作。总之，FitzHughNagumo 方程与典型的钙模

型之间存在重要的结构差异，这是由于在构造 FitzHugh-Nagumo 方程时进行了

简化的非通用假设而引起的。我们得出结论，钙动力学模型是与 FitzHugh-

Nagumo 方程略有不同类型的可激发系统。 

 

5.6、钙缓冲液对波传播的影响 

Ca2+ 模型与更为广泛研究的模型 (例如 FitzHugh-Nagumo 方程) 不同的另
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一种方式是存在缓冲区。如 5.1 节所述，只有在快速线性缓冲的极限性假设

下，Ca2+ 缓冲才能有效地从模型方程式中消失。由于这样的假设在大多数细胞

中不太可能是准确的，因此重要的是要了解在存在更通用的非线性或慢速缓冲

器的情况下波传播的动力学。如果缓冲区快速但非线性，那么我们仍然有一个

传输方程 (方程 (2.43))，但是如果缓冲区很慢，则我们不得不处理一个附加方

程 (方程 (2.39))。 

在 Ca2+波的背景下，缓冲液对波的可能影响特别有趣，因为在实验中，通

过向细胞中添加 Ca2+荧光染料可以观察到 Ca2+波。但是，由于这些染料也必定

是 Ca2+缓冲液 (因为它们必须结合 Ca2+ 才能发光)，所以有人提出了关于观察

到的行为是实验方法伪像的问题。例如，是否有可能仅在存在以染料为代表的

附加缓冲液的情况下存在波，或者即使不对其进行测量，它们是否也存在？ 

Ca2+缓冲液的作用已进行了许多研究，包括数值和分析方法[69，81，99，

111，122，123，121，147]。到目前为止，Je-Chiang Tsai [139，140，141，

142] 对此问题进行了最多的分析。几乎所有这些分析工作都是在 FitzHugh-

Nagumo 模型，原型可激发系统或双稳态方程上完成的，双稳态方程只是

FitzHugh-Nagumo 模型，没有恢复变量。用本文的符号表示，缓冲的双稳态方

程只是方程 (2.37)，其中     , 1ef c c c c c     ，对于某些常数

0 1/ 2  。有关双稳态和 FitzHugh-Nagumo 方程中波传播的介绍性讨论，请

参见[73]。到目前为止，尚不清楚双稳态方程或 FitzHughNagumo 方程的缓冲版

本的结果如何延续到 Ca2+波动模型中，但是由于这些是唯一可完成大量分析工

作的可激发系统，因此我们目前能做的最好的事情。另外，数值解表明这些分

析结果大部分延续到 Ca2+波上。尽管这不是证明，但可以肯定。 

蔡表示，当缓冲区快速时，对缓冲的双稳态方程有一个唯一的稳定的行波

解，其结果与未缓冲的双稳态方程的结果完全相似。如果缓冲区很慢且不能移

动，那么，同样的结果仍然成立。即，存在独特稳定的行波解。重要的是要注

意，尽管这些行波的存在，唯一性和稳定性得到保证，但它们的形式或轮廓可

能与无缓冲双稳态方程中的波完全不同。 

当缓冲区缓慢且移动时，情况会更加复杂。可以通过添加足够的慢速移动

缓冲区来消除波动，但是当波动存在时，它们仍然是唯一且稳定的。 
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缓冲的 FitzHugh-Nagumo 方程要复杂得多，因为它确实有一个用于恢复变

量的附加方程，目前仅在快速缓冲的情况下才有分析结果。在这种情况下，缓

冲区的绑定常数 (即比率 /k k ，确定缓冲区的强度)，系统的兴奋性    和时

间尺度分隔    之间存在复杂的关系。如果存在过多的缓冲区，则不会存在

波，但是在某些情况下，可以通过添加少量 (但不要过多) 的弱绑定缓冲区来

使波存在。FitzHugh-Nagumo 方程在[141]中进行了总结，但仍有许多空白。 

 

6、结论 

这篇评论只关注 Ca2+ 动力学模型的非常有限的范围，但是即使这个很小的

范围也足以说明这些模型如何引发许多重要的数学问题。 这些问题不仅对解释

某些实验数据至关重要，而且在 Ca2+动力学的领域之外也具有适用性，尤其是

在膜电势模型或具有多个时间尺度的化学反应模型的研究中。 
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表 1 组合模型的参数值，方程 (2.20)– (2.23) 

 

表 2 方程 (2.50)定义的模型的参数值 
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