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洛伦兹吸引子的存在性

Ian Stewart

近 40年来，现代非线性动力学的经典标志之一就是洛伦茨吸引子。以其有趣的

双叶形状和混沌动力学，洛伦兹吸引子象征了混沌中的秩序。唯一的问题是:它
存在吗?数学家们缺乏一个严格的证据来证明洛伦茨方程的精确解与计算机通过

数值逼近产生的形状相似，而且他们也不能证明它的动力学是真正混沌的。也许，

计算结果显示了一些仅仅看起来像超萨数字错觉的东西。聪明的投资者一直认为

洛伦茨系统中的混沌是真实的，但严格的动力学数学技术无法证明这一点。直到

去年，也就是乌普萨拉大学的沃里克·塔克完成了一篇博士论文，表明洛伦茨方

程确实定义了一个鲁棒的混沌吸引子。证明已经发表了(w .塔克，C. R .阿卡德。

Sci.328，1197–1202；1999)，马塞洛·维亚纳(Math。智力。22，6–19；2000年)。

塔克的工作意义重大，不仅因为它为洛伦兹吸引子提供了坚实的基础，还因为他

的技术将广泛应用。最后，我们认为我们从数值模拟中了解的非线性动力系统和

我们实际上完全逻辑严密的了解之间的尴尬差距开始缩小。目前，这些方法仅限

于三维动力学，但在塔克的突破之后，这种情况很可能会改变。大于 3的维数是

相当有趣的，因为动力系统的维数不是普通空间的维数，而是方程中变量的数目。

例如，由地球、火星和空间探测器组成的三体系统的运动要求每个物体有六个变

量——三个位置变量和三个速度变量——18维动力系统也是如此。

何必纠结于严谨的证明？当然，这些方程的任何实际含义都已经体现在数值结果

中——我们需要痴迷于逻辑严密性吗？是的，我们有。对非线性微分方程的数值

解持保留态度有几个原因。数值方法是近似的，混沌系统对近似高度敏感；众所

周知，数学有时会给出严重误导的结果。但最深层的原因是，在我们能够证明我

们的计算机似乎在告诉我们什么之前，我们忽略了我们数学技术中的一个巨大差

距。通常这样的差距是一个重要的概念想法潜伏在附近的线索，就像这里的情况

一样。

洛伦兹吸引子可以追溯到 1963年，当时气象学家爱德华·洛伦兹发表了一篇分析

文章，分析了他从大气对流模型中提取的一个简单的三重微分方程系统。他指出，

它们具有一些令人惊讶的特征。特别是，这些方程“对初始条件很敏感”，也就是

说，一开始的微小差异会随着时间的推移而成倍放大。这种不可预测性是混沌的

一个特征。相反地，在系统中也有“顺序”:在三维中绘制的方程的数值解，由曲

线绕着一个奇怪的双层表面绕来绕去，这个表面后来被称为洛伦兹吸引子。

吸引子的几何形状与“方程的流动”密切相关，即对应于微分方程解的曲线。原点

处有一个不稳定平衡，鞍点。蜂群不断地从这一点经过，然后被推向左边或右边，

最后只能绕着马鞍往回走。当它们回圈时，相邻的曲线被拉开——这就是不可预

测性的产生方式，它可以在马鞍的任何一边结束。结果是一个从左到右的明显随

机的循环序列。
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证明洛伦茨系统是一个混沌吸引子的核心技术问题是把这些表述转换成适当精

确的数学。塔克的证明结合了两个主要观点。一个是引入了混沌吸引子的奇异双

曲性特征的概念。C. Morales, M. J. Pacifico 和 E. Pujals (c.r. Acad. Sci. 326,
81-86;1998)。以前关于动力系统的工作都集中在“双曲”系统上，在这种系统中，

方程组的流动总是可以分为一组收缩方向和一组扩展方向。但是洛伦茨系统不是

双曲的。奇异双曲性以部分流动应在体积上膨胀的条件取代了流动中膨胀方向的

概念。如果盒子的一些边膨胀，另一些边收缩，但如果膨胀的量大于收缩的量，

那么盒子的体积也会膨胀，所以单一性双重性的限制要小于双重性。

图 1洛伦兹吸引子最初是由地球大气对流的一个简单模型推导出来的。在此之

前，洛伦兹吸引子只能通过计算机上的数值近似来产生，如图所示。现在我们有

了一个严格的证明来证实它的存在。

塔克的另一个重要想法是以严格的方式使用计算机计算来建立微分方程解的几

何特征——正规数值加上精确的误差估计。塔克通过跟踪许多小盒子(多达 10，
000个)的时间演变，获得了曲线向原点循环的严格近似。但是微分方程的数值解

在鞍点附近会遇到问题，因为流动以指数速度减慢。为了克服这个困难，塔克使

用了公认的“范式”技术。在一个平衡附近，任何微分方程都可以转化成一个方程，

这个方程可以用一个精确的公式来求解，高度近似。当流动过于接近平衡时，可

以用这个公式代替数值程序。

接下来的任务就是找到一组盒子，这样曲线从一个盒子开始，最终返回到一个盒

子(通常是一个不同的盒子)，这实际上说明盒子的集合形成了一个吸引器。还需

要一些与奇异双曲性有关的进一步的技术条件来确定流动是混沌的。寻找合适的

盒子开始于基于原始数字的有根据的猜测;任何因生长过快而造成麻烦的盒子都

被细分，直到它们不再造成麻烦为止。当所有盒子的细分过程停止时，证明就完

成了。在电脑上快花了 30个小时才能找到合适的箱子。
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撇开技术细节不谈，这里的主要思想是，小心，天真的数字可以与精确的误差估

计一起使用，以建立 sig。一个非线性微分方程流动的重要特征。当这些特征与

适当的概念见解相结合时，混沌吸引子的存在就变得无可辩驳。因此，多亏了塔

克，动力系统理论家们终于可以不再担心他们最具影响力的偶像是否会突然崩

溃。洛伦茨最初的见解，即他的方程式的奇怪行为不是一个偶然的产物，不再有

争议。
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