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1. 介绍

现象或过程随时间演化或变化的方式通常用微分方程或差分方程来描述。一

种最简单的数学情况是，这种现象可以用一个数字来描述，例如，在一学年开始

时，容易感染某种疾病的儿童人数可以纯粹用上一年的数字来估计。也就是说，

当数字 x在 n+1年(或时间段)的开始可以写入时，

(1.1) 1 ( ),n nx F x 

F将区间 J映射到它自己。当然，这种疾病年复一年进展的模式将是非常简

单的，只包含更复杂现象的一个影子。对于其他现象，这个模型可能更准确。如

文献[8,11]所述，该方程已成功地用于模拟钻井用旋转钻头的冲击点分布。了解

这种分布有助于预测钻头的不均匀磨损。再举个例子，如果一个昆虫种群的世代

是离散的，那么第 n+1次的大小将是第 n次的函数。一个合理的模型将是一个广

义的逻辑斯方程

(1.2) 1 [1 / ].n n nx rx x K  

利用[10]中的 Utida对昆虫种群的相关模型进行了讨论。参见 Oster等人[14,15]。

图 1 K =1时，r=3.9，其中 x=.5,将 Eq.(1.2)迭代 19次得到上图。在右边的 20个值是重复的。

值不会出现两次。虽然 x2 =.975和 x10=.973。因为 x18=.222，所以它的周期不是 8。

这些模型是高度简化的，然而，即使这个表面上简单的方程(1.2)也可能具有

令人惊讶的复杂动态行为（见图 1）。我们用这样的观点来处理这些方程，即复

杂现象的不规则性和混沌振荡有时可以用简单模型来理解，即使该模型不够复
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杂，不能做出精确的数值预测。Lorenz[1-4]在一系列引人入胜的论文中研究紊流

行为时采用了这一观点。他证明了某种复杂的流体流动通过这样一个序列

2, ( ), ( ), ,x F x F x  可以模拟，它保留了初始流的一些混乱的方面。参见图 2。在

本文中，我们分析了一种情况，即序列{ ( )}nF x 是非周期的，可以称为“混沌”。

定理 I表明(1.1)的混沌行为将导致大小为 x的“种群”连续增长两代或更多代，然

后达到不可持续的高度，人口紧随 x或以下水平崩溃。

在第 3节中，我们给出了一个众所周知的简单条件，它保证了一个周期点是

稳定的，然后在第 4节中我们引用了一个适用于 F类似于图 2的结果。它意味着

存在一个区间 J J  ，使得几乎所有序列的极限点的集合{ ( )}nF x 是 J 。

许多问题仍未得到解答。例如，周期点的闭包是一个区间还是至少是一个区

间的有限并?其他问题后面会提到。

图 2 洛伦兹研究了旋转充水容器的方程，该容器的垂直轴是圆对称的。容器在边缘处加热，

在中心处冷却。当容器呈环形且旋转速率高时。波浪不规则地发展和改变它们的形状。从一

组数值求解的简化方程中，洛伦茨让 X，本质上是连续波的最大动能，画出 1nx  关于 nx 并

连接这些点，得到了上述图形。

添加证明：May最近在他的独立研究中发现了这些地图的其他强特性，即当一个

参数[17]变化时行为是如何变化的。

2. 主要定理

令 : ,F J J x J   当 n=0,1，…时， ( )F x 表示 x, 1( )nF x 表示 ( ( ))F F x 如果
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p J 和 ( )np F p 且 ( ) 1kp F p k n    ，则称 p为周期 n的周期点。p是周期

性的，或者说 p是一个周期点如果 1n  。我们说 a最终是周期性的如果对于某个

正整数 m p =F"(a)是周期性的。因为 F不一定是一对一的。可能有一些点最终是

周期性的，但不是周期性的。我们的目的是要了解一个点的迭代是非常不规则的

情况。我们的主要结果的一个特殊情况是，如果有一个周期为 3的周期点，那么

对于每个整数 n = 1,2,3. .，在 J中都有一个周期为 n的周期点 x甚至不是“渐近周

期的”。
定理 1 设 J 是一个区间， :F J J 连续。假设有一个点 a J ，使点 b=F(a)，

2 ( ),c F a 3( )d F a 满足：

( )d a b c d a b c     或

然后，

T1: 对于每 k=1，2，...，。在 J中有一个周期点，周期为 k。
此外，

T2: 存在一个不可数集 S J (不包含周期点)，满足以下条件:

（A） 对于每 ,p q S 个且 p q ，有

(2.1) limsup ( ) ( ) 0n n

n
F p F q


 

与

(2.2) limsup ( ) ( ) 0n n

n
F p F q


 

（B） 对于每个 p S 和周期点 q J ，

limsup ( ) ( ) 0n n

n
F p F q


 

注意，如果有一个周期为 3的周期点。然后，给出了定理的结论。满足定理假设

的一个函数的例子是 ( ) [1 / ]F x rx x K  ，如(1.2)中的 (3.84,4], [0, ]r J K  和 r>4。

( ) max{0, [1 / ]}, [0, ]F x rx x K J K   .。关于 (0, 4]r 函数迭代的详细描述，请参

见[21]。r = 4的情况在[6,7,12]中讨论。

当周期为 3的一个点的存在意味着周期为 5的一个点的存在时，反过来是错

误的。(见附录 1)。
我们说 x J 是渐近周期的如果有一个周期点 p

(2.3) ( ) ( ) 0,n nF x F p n  

由(B)可知集合 S不包含渐近周期点。我们注意到，对于方程(1.2)具有非渐近周

期点的 r的极限是未知的。
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定理 1 的证明 T1的证明介绍了 T1和 T2的主要思想。我们现在用必要的引理给

出 TI的证明，而把冗长的 T2的证明放到附录 2。

引理 0 设 G: I→R连续，其中 I为区间。对于任何紧区间 1 ( )I G I 存在一个紧区

间Q I ，使 ( )G Q I

证明 令 1 [ ( ), ( )]I G p G q ，其中 ,p q I 。如果 p <q，设 r为[p, g]的最后一点，其

中 ( ) ( )G r G p ，设 s为 r后第 1个点，其中 ( ) ( )G s G q 。然后 1([ , ])G r s I 。类

似的推理也适用于 p>q。

引理 1 令 :F J J 连续，令 0{ }n nI 
 为所有 n的紧区间， nI J 和 1 ( )n nI F I  的

集合，则有一个紧区间 nQ 的序列，使得对于 1 0n nQ Q I   和 ( ) , 0n
n nF Q I n   。

对于 nx Q Q   ，我们对于所有 n有 ( )n
nF x I 。

证明 定义 0 0Q I 。然后
0

0 0( )F Q I ，如果 1nQ  被定义为
1

1 1( )n
n nF Q I
  ，然后

1 1( ) ( ).n
n n nI F I F Q   通过引理 0 应用到 1nQ  上的 nG F 上，存在一个紧区间

1n nQ Q  ，使 ( )n
n nF Q I 。归纳就完成了。

研究某些集合序列如何相互映射的技术经常用于研究动力系统。例如。斯梅

尔在他著名的“马蹄形例子”中使用了这种方法，在这个例子中，他展示了平面上

的一个同胚如何可以有无穷多个周期点[13]。

引理 2 令 :G J R 是连续的。设 I J 为紧区间，假设 ( )I G I 。那么有一个点

p I 使得 G(p)=p。

证明 设 0 1[ , ]I   。在 I中选择 ( 0,1)i i  ，使 ( )i iG   。它遵循 1 1( ) 0G   ，

因此连续性意味着 ( )G   对于 I中的某个  一定是 0。

假设 d a b c   如定理所示。对于 d a b c   的证明是相似的，因此被省略。

写 K=[a, b]和 L=[b,c]。

T1 的 证 明 :设 k 为 正 整 数 。 对 于 k>1 ， 令 nI 为 区 间 I 的 序 列 ， 对

0, , 2, 1, n k nn k k I I    ，定义 nI 为周期的，归纳， 0,1,2 , n k nn I I  ，…

如果 k=1，对所有 n令 nI L 。
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设 nQ 为引理 1证明中的集合。然后注意 0 0, ( )k
k kQ Q F Q Q  ，因此根据引

理 2,G=F*在 kQ 中有一个不动点 kp 。很明显， kp 对于 F的周期不能小于 k:否则

我们需要
1( )k

kF p b  ，与
1( )k

kF p L  相反。点 kp 对于 F来说是一个周期为 k的

周期点。

3. 在周期点附近的行为

对于某些函数 F，点迭代的渐近性质可以通过研究周期点来简单地理解为

(3.1) ( ) (1 )F x ax x 

关于周期 1和周期 2的详细讨论可以在[1]中找到， [0, 4]a ，现在我们总结一些

结果。对于 [0, 4], :[0,1] [0,1]a F  。

对于 [0,1]a ， x =0是周期 1的唯一点;实际上，对于 [0,1]x ，当 n，

序列 F"(x)→0。
对于 a>3，周期 2中也有两个点我们称之为 p和 q当然，F(p)=q和 F(q)=p。

对 (3,1 6 3.449), (0,1)a x    。 2 ( )nF x 收敛于 p或 q，而 2 1( )nF x 收敛于另一个，

除了那些有 n的 x, ( )nF x 等于周期 1的点 11 a 。这样的点只有可数的数目，使

行为{ ( )}nF x 可以通过研究周期点来理解。

对于 1 6a   ，周期 4 有 4 个点，对于略大于1 6 的，F"(x)趋向于这 4

个点中的一个，除非对于某些 n, ( )nF x 等于周期 1或 2的一个点。因此，我们

可以说[0,1]中的每一个点都是渐近周期的。

对于每个点都是渐近周期的 a值，只研究周期点及其“稳定性”性质就足够

了。对于任何周期为 k的函数 F点 y J ，如果在某个区间 ( , )I y y    我们

可以说是渐近稳定的

( ) ,kF x y x y x I    

如果F在点 y上是可微的， 1( ), , ( )kF x F x 有一个简单的条件可以保证他的行为，

即
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( ) 1kd F x
dx



根据链式法则

(3.2)

1 1

1 1

1

0

( ) ( ( )) ( )

( ( )) ( 2( )) ( )

( )

k k k

k k

k

n
n

d d dF y F F y F y
dx dx dx

d d dF F y F F y F y
dx dx dx

d F y
dx

 

 





 

   





其中 y是第 n次迭代， ( )nF x 因此 y是渐近稳定的

1

0

( ) 1, ( )
k

i
i

i

d F y y F y
dx





 

当然，这个条件不能保证不从周期点或其迭代的“附近”开始的点的极限行为。图

2中由洛伦茨研究的函数有相反的行为，也就是说，当导数存在的时候

( ) 1d F x
dx



对于这样一个函数，每个周期点都是“不稳定的”，因为 x在周期为 k的周期点 y
附近。第 k次迭代 Fn(x)比 x离 y更远。看看这个，近似 Fk(x)

( ) ( )[ ] ( )[ ].k k kd dF y F x y x y F x y x
dx dx

    

因此，对于 x在 y附近， ( )kF x y 近似于 / ( )kx y d dxF y 。 / ( )kd dxF y 大于 1。

因此 ( )nF x 比 x离 y更远。

我们不知道当 a 的值开始出现时，F(3.1)中的点不是渐近周期的。对于 a
=3.627, F有一个周期为 6的周期点(约为 x = .498)。因此 x是 F的周期为 3的点，

因此定理 1适用于 2F 。因为 2F 的点不是渐近周期性的，所以 F也是如此。

为了对比的情况下在这一节中讨论与其他可能的情况在下一节中,我们定义

限制的一个点集 x, y是一个序列的极限点{ }nx J 如果有子序列 in
x 收敛于 y。极

限集 L (x)定义的组极限点{ ( )}nF x 。如果 x是渐近周期的，那么 L (x)是某个周期

为 k的周期点 y的集合 1{ , ( ), , ( )}ky F y F y 。

4. { ( )}nF x 的统计属性。

定理 1建立了点迭代行为的不规则性。当 F是分段连续可微的(如图 2中的
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洛伦茨函数)时，还需要对序列{ ( )}nF x 的规则行为进行描述

(4.1) inf 1, { : }
i

ix J

dF dFj x
dx dx

  存在

描述这些函数渐近性态的一种方法是描述 L(x)，如果可能的话。第二种方法

是检验 F"(x)的平均行为，这被证明是相关的。迭代的部分 1{ , , ( )}Nx F x 的 x [a,

艾尔将用中 1 2( , ,[ , ])x N a a 。极限分数将用符号表示

1 2 1 2( ,[ , ]) lim ( , ,[ , ])
N

x a a x N a a 




当极限存在时。遍历理论的子方面，研究一般空间上的变换，激发以下定义。我

们说 g是 x的密度(对于 F)如果极限分数满足的话
2

1
1 2 1 2 1 2.( ,[ , ]) ( ) , ,

a

a
x a a g x dx a a J a a    

研究密度的方法使用测度理论和泛函分析的非基本方法，因此我们只总结结

果。但它们的值在于，几乎所有的， x J ，都有相同的密度。直到最近，除了

最简单的函数 F之外，这种密度的存在还没有被证明。

定理 2 [5] 令 :F J J 满足以下条件:
1) F是连续的。

2) 除了一点 t J ， F是二阶连续可微

3) F满足(4.1)。

然后存在一个函数 : [0, )g J   ，这样对于几乎所有的 x J ，g是 x的密度。对

于大多数 , ( ) { : ( ) 0}x J L x y g y   这是一个区间。此外，集合 { : ( ) 0}mJ y g y  是

一个区间，，对于几乎所有的 x， ( )L x J 。

该证明利用了[8]中的结果，在[9]中解决了计算求密度的问题。

[16]中给出了关于(3.1)的详细讨论，描述了 L (x)如何随着(3.1)中的参数 A在 3.0
和 4.0之间变化。

一个未解决的主要问题是(对于一些很好的函数 F)稳定周期点的存在是否意

味着几乎每个点都是渐近周期的。

附录 1:期限 5并不意味着期限 3。在本附录中，我们给出一个周期为 5的不动点，

但周期为 3的不动点的例子。

设 :[1,5] [1,5]F  ，定义 F(1)=3, F(2)=5, F(3)=4, F(4) =2, F(5)= 1，在每个区间

[n,n+1], 1 4 上，假设 F是线性的。然后

3 2([1, 2]) ([3,5]) ([1,4]) [2,5].F F F  
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因此， 3F 在[1,2]中没有不动点。同理，F(12,3)= [3,5]， 3([4,5]) [1,4]F  ，因此这

两个区间都不包含 F的不动点。

3 2([3, 4]) ([2,4]) ([2,5]) [1,5] [3,4].F F F   

因此， 3F 必须在[3,4]处有一个不动点。现在我们将证明 3F 的不动点是唯一的，

也是 F的不动点。

设 [3, 4]p 为 3F 的不动点。那么 ( ) [2, 4]F p  。如果 ( ) [2,3]F p  ，则 F'(p)

将在[1,2]，这是不可能的，因为此时 p不可能是不动点。因此， ( ) [3, 4]F p  ,

2 ( ) [2, 4]F p  。如果 2 ( ) [2,3]F p  我们会有 3( ) [4,5]F p  ，不可能。因此，

2, ( ), ( )p F p F p 均在[3,4]中。在区间[3,4]上，F是线性定义的，因此 F(x) = 10-2x。

它有一个不动点 10/3，很容易看出 3F 有一个唯一的不动点，它必须是 10/3。因

此没有第三阶段的点。

附录 2 定理 1 的 T2 证明：设M为区间的序列
1

{ }
n

M nM



 的集合与

(A.1) 1, , ( )n n n n nM K M L M K F M M    或 如果

然后

(A.2) n是整数的平方， 1 2, ,n nM M L  

其中 K=[a, b]，L=[b, c]。当然，如果 n是一个整数的平方，那么 n +1和 n +2
不是整数，所以(A.2)中的最后一个要求是多余的。对于M M，设 P(M,n)表示

{1，...，n}中的第 i个数，其中 iM K ，对于每个 (3 / 4,1)r ，选择
1

' { }
n

M nM





为M中的一个序列，使得

(A.3)
2lim ( , ) / .r

n
P M n n r




令 0 { ' : (3 / 4,1)}M M r M   。因为 1 2
1 2 ,

r rr r M M  ， 0M 是不可数的，

0'M M ，通过引理 1，存在一个点 x, 对于所有的 n， ( )n r
r nF x M ，令

{ : (3 / 4,1)}.S x r  ，那么 S也是不可数的。对于 x S ，设 ( , )P x n 表示{1，...，

n}中 i的个数， ( )iF x K ，我们不可能让 ( )k
rF x b ，因为这样 x最终会有周期

3，与(A.2)相反。因此对于所有 n， ( , ) ( ', )P x n P M n ，因此

2( ) lim ( , ) .r nn
x P X n r


 

对任意 n成立，我们声称
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(A.4) 对于 ,p q S ，对于 p q ，存在无穷多个 n 使得 ( )nF p K 和

( )nF q L ，反之亦然。

我们可以假设 ( ) ( )p q  那么 ( , ) ( , )P p n P q n   ，那么一定有无穷多的 n

使得 ( )nF p K 和 ( )nF q L 。

由于 2 ( )F b d a  且 2F 是连续的，因此存在 0  使得对于所有

2 ( ) ( / 2), [ , ]F x b d x b b K      。如果 p S 和 ( )nF p K ，则(A.2)意味着

1( )nF p L  和 2 ( )nF p L  。因此 ( )nF p b   。如果 ( )nF p L ，那么 ( )nF p b

( ) ( )n nF p F q  

根据命题(A.4)，对于任何 ,p q S ， p q ，它是这样的

limsup ( ) ( ) 0n n

n
F p F q 


  

由此证明(2.1)。这种方法同样可以用来证明(B)是满意的。

2.2 的证明：由于 ( ) , ( )F b c F c d a   ，我们可以选择区间[ , ], 0,1, 2, ,n nb c n   使

得：

(a) 0 0 1 1[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]n nb c b c b c b c     

(b) 1 1( ) ( , ), ( , ),n n n nF x b c x b c   

(c) 1 1( ) , ( ) .n n n nF b c F c b  

令 * *
0
[ , ], inf , sup ,n n

n
A b c b A c A




   由(c)，有 * * * *( ) , ( )F b c F c b 

为了证明(2.2)，我们必须更具体地选择序列M'，除了我们之前对M M 的

要求，我们将假设，如果 2k n 和 2( 1)n  的 kM K ，然后对 2 (2 1)k n j   ，有

2 (2 1) *[ , ]n j
kM b b  ，对 2 2 , 1, , .k n j j n    ，有

* 2 2[ , ]n i
kM c c  。对于其余不是

整数平方的 k，我们假设 kM L 。

很容易检查这些要求是否与(A.1)和(A.2)一致，我们仍然可以选择M'来满足

(A.3)。从 ( )x 可以被认为是
2

( )nF x K 在 n中所占分数的极限这一事实可以得

出，对于任何 *, (3 / 4,1]r r 。存在无穷多个 n，使得 2k n 和 2( 1)n  ，

*r r
k kM M K  。为表示(2.2)，设 *,r r

x S x S  ，由于 * *, ,n nn b b c c   ，对
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于任意 0  成立，存在 N与
* */ 2, / 2n nb b c c     ，对于所有 n> N成立。

则对于任意 2k n 和 2( 1)n  ，
*r r

k kM M K  ，有

2 1 2 1 *( ) [ , ]n r n
r kF x M b b  

其 中 2( 1)k n  ,
2 1( )n

rF x 和
2

*
1( )n

r
F x 都 属 于 2 1 *[ , ]nb b 。 因 此 ，

2 2

*
1 1( ) ( )n n

r r
F x F x    。由于有无穷个 n具有这个性质，

*limsup ( ) ( ) 0n n
r r

n
F x F x


  。

注意 这个定理可以通过假设 :F J R 而不假设 ( )F J J 来推广，我们把这个证

明留给读者。当然 ( )F J J 是非空的因为它包含点 a, b, c，假设 b, c, d是有定义

的。

研究部分由国家科学基金会资助 GP-31386X。
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