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倍周期分岔对应于周期轨道的创建或破坏，周期轨道的周期是原始轨道的两

倍。这些分叉在一维不可逆映射理论中尤为突出，即动力学系统是单位区间上半

群 Z+的作用，其中倍周期分叉的无限级联是典型的，并且表现出某些普遍性质。

倍周期分岔，与普遍级联的观点

简而言之，局部倍周期分岔

框架的正式表示

我们在这里只考虑对应于群 Z和 R，或半群 Z+和 R+在某个相空间上的作用

的动力系统。对于任何这样的半群或群 G和相空间中的任何 x， ( ) { ( )}t t GO x x 

是 x的轨道。那么，对于任何点 x∈0，O都是 O(x)，这是隐含的，对于群作用

的任何轨道都是如此，但对于半群作用的周期轨道(下面将讨论)(对于群和半群作

用的轨道都是特殊的)。

我们经常处理我们特别感兴趣的轨道序列 0 1 2, , , , ,kO O O O 。我们还考虑了

依赖于参数的轨道O (或者 , , 0,1,kO k  ，如果我们处理的是轨道序列)，其中μ

在某个参数空间或其一部分中变化。由于(半)群 g带有与其结构相容的线性序，

我们可以讨论周期轨道，即 ( ) { ( )} { ( )}t t G t t KO x x x    轨道，其中 k是 g元素的

间隔，可以用它自身的任何平移来代替。这种 K的最小长度是周期轨道(或(所述

周期轨道的)周期)的最小周期 ， min 的任何整数倍称为(所述周期轨道的)周期。

周期轨道的周期的特征在于， ( )O O  点态，即 ( )x x  对于所有的点，在下

文中，我们所说的周期是指周期，除非另有说明。当处理分叉时，即轨道组拓扑

结构的变化时，这种约定是有用的。

当 G为 Z或者 Z+(分别为 R或 R+)时，周期轨道具有有限数量的点(分别为内

嵌圆)。在任何情况下，它都是一个紧化对象，在 G的作用下是不变的，即:如果

G是 Z+和 R+半群中的一个，那么它就是向前不变的，并且它是完全不变的(即。

前向和后向不变量)如果 G是 Z和 R中的一组。
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在研究倍周期分岔时，这四种 G的情况都是令人感兴趣的，但 G=Z+的情况将发

挥主要作用:它对应于不可逆映射的迭代。

连续映射的迭代定义的动力学

对于由连续族的迭代定义的动态函数 f ，倍周期是 周期轨道 0,O  的“分

叉”。当参数 越过 的临界值 c 时， 失去了稳定性(我们假设，w.l.o.g. u从下

面穿过)，在这一点上。

稳定的 2 周期轨道出现(超临界倍周期);或

一个不稳定的 2 周期轨道与 0,O  结合并被破坏(亚临界倍周期)。

从这一点上，我们假设动力系统的家族是足够平滑的——见下面的评论

1——以排除一些病理，使画面更复杂。我们还将假设家族及其成员是通用的，

除非另有说明。例如，对于一般半流，轨道的周期随参数 连续变化。

倍周期分叉的通用级联

为了强调倍周期在其他地方分岔中的特殊地位。我们将简要地回顾是什么使

我们对倍周期(分岔)的级联的理解发展在光滑量子系统理论的整体发展及其在

数学、科学中的许多应用中如此重要。

局部倍周期理论与任何其他局部分岔理论类似，例如，如果在映射的情况下

进行第二次迭代，那么倍周期分岔就会被非通用的 pitchfork分岔所取代。然而，

倍周期是很特殊的，因为它经常出现在自然现象的模型中，在无限级的倍周期分

叉的级联中，这些级联具有与二阶相变相似的度量普遍性质。

备注 1 在这篇文章，C3是足够光滑的任何关于一维动力学的陈述，通常很少是

真实的，但光滑的普遍性要求取决于维数(Gambaudo和 Tresser 1992)。从双倍周

期级联中可以看到，普适性的一个重要结果是，尽管任意两种平滑级别之间的差

异存在于原子尺度下(实际上是在任何有限尺度下)，但足够高的平滑就具有宏观

的。因此，后果是显而易见的。

考虑光滑足够单峰区间映射 f 的一个参数族，因此映射具有单个临界点。

假设 o是变量变化的最大值。接近 x=0的泛型
''f 是有界的，所以，

( ) (0) . . .f x f a x h o t
     。f 的指数是 2。我们还将非正式地对指数为 1  的

映射进行注释。对于每个自然数 {0,1,2, }i  :
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i 为(最大)参数值，使 o属于 i
f 的周期为 2i的周期轨道，而 i

f 不存在周期为 12i

的周期轨道。(单词越多，还可以使用 4之间的句点加倍分岔; i 和 1i  );

i 使(最小)参数值为 i
f ;有拓扑熵 1

ln 2( )
2i

h f  其中拓扑熵 h(f)描述了 ( )h f 的动

态有多混乱。

设 1i i i     和 1i i i    有:

lim limi ii i
    

  （1）

将拓扑混沌边界定义为 ( ) 0h f  放到处的等式。现在可以得到一些深奥的定

理。(1)在温和的条件下:见(Melo和 Strien, 1993)广泛的书目和一维动力学的广泛

覆盖

猜想 1 [参数空间通用性 1](Feigenbaum, 1978; Coullet and Tresser, 1978; Tresser
and Coullet, 1978)

1

(2) 4.669201609101990 .i

i

 



  


 （2）

当周期长度 2以相关长度的形式出现时，临界指数
ln 2( )

ln ( )
 

 
 允许我们写出

( )2 ( )i
i

   
  当 c  时的相关长度，对于任意指数  ，有1  。

猜想 2 [参数空间通用性 2]

1

ln 2' '(2), '( ) , 1, '(1) 1
ln '( )

i

i

     
 


    


（3）

'( )( ( )
i ih f  

   
  和

'( )2 ( )i
i

   
  ，其中噪声周期长度 2i作为  的相关

系数。

对于 1, ( ) '( )      的等式称为统计力学中的标度定律。

猜想 3 [相空间普适性] 影射 f 有一个测度理论吸引子，它是一个康托尔集，

它的小尺度几何是开放的(Feigenbaum. 1978: Coullet和 Tresser. 1978: Tresser和
Coullet.)。1978)。与康托集合的比率积累在一个通用的康托比率集合(见(伯克霍

夫等。(2003)及其参考文献)。
就像在二阶相变的情况下，对普遍性现象学的解释是提出了一个重正化群

(或 RG)理论，导致了另一个猜想，关于一些 RG程序应该如何解释在一维地图

上观察到的普遍行为(费根鲍姆，1978;Coullet和 Tresser, 1978;Tresser和 Coullet,
1978;和其他动力系统的最初报告(Coullet和 Tresser. 1978))。

http://www.scholarpedia.org/article/Fractals
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这些考虑导致以下重建正化的内容。考虑两个重正化算子。R1在临界点附近，

R0在临界值附近。R1和 R1关联到一个映射 0 0, ( , ]g f     。E (4, l将 g2分别

限制在 1 0[ , ]x x 和 0 2[ , ]x x ，其中 0( )i
ix g x 和 1 0 2x x x  。有了足够的平滑性，Rj

可以对 ( , ]i i   应用 i+ 1次，对 f 应用无穷次。

猜想 4 [重正化] 如果 f 的指数为 2，则两个重正化算子中的任何一个具有相同

唯一的不稳定特征值，都存在一个协维 1不稳定不动点， 。 这解释了在猜想

3 (Feigenbaum, 1978: Coullet和 Tresser, 1978: Tresser和 Coullet, 1978)和在松树建

筑 2 (Tresser和 Coullet, 1978)中所描述的行为。此外，这些不动点的稳定流形包

含了所有具有泛型的光滑单峰映射。二次方程。临界点。其他指数。一个人必须

限制到适当的映射类或重整化不动点有更多的不稳定方向

将这些针叶结构与进一步的数值实验和应用于微分方程(ODE’s和 PDE’s)的
渐近方法和庞加莱法的结果相结合，也产生了以下的针叶结构(Coullet和 Tresser，
1978).
猜想 5 在平面的耗散微分同态族向混沌的过渡中，也会发生周期与一般加倍的

级联。因此，利用众所周知的技术，在微分方程族中，在自然现象和工程环境中，

他们的建模足够紧密(库莱特和特雷瑟，1978年)。
在特定的。Coullet和每个告诉 1978年 Februarv Libchaber非常普遍备注周期

级联是预期的对流实验Libchaber和毛雷尔正在进行,高等师范学院在这个环境中,
一个倍周期 Libchaber报道:Libchaber和毛雷尔报道普遍的观察周期倍级联 1980
年(Libchaber and Maurer, 1980)。

在 Sullivan(1992)的 maior技术突破之后，一维地图的这些松枝已经取得了相

当大的进展(特别参见Avila和Lvubich, 2011: De Carvalho等人，2005,Davie, 1999:
De Faria等人，2006;Lyubich。1999:MeMullen。1994;尽管许多问题仍然悬而未决。

苏利文，Lyubich, MoMullen, Avila的全球真实分析理论。ete和 Davie的平滑推

广，de Faria-de Melo-Pinto遵循了早期由 Lanford和。指数 1   被 Collet和

Lanford使用的摄动方法不能覆盖 接近 1。圆盘和高维映射的耗散嵌入的普适理

论仍处于其应用阶段(De Carvalh等)。2005)。由 Lvubich驱动的。Martens和合

作者在其同事 eckmann -koch和 Gambaudo-van Stiren-Tresser的早期步骤之后，

指出了在 C2 阶
及以上的光滑性中证明闭合引理的困难与普遍性的第一次联系。

拓扑普适性和其他前体和旁注

在度量的普遍性被发现之前。普遍性的组合和拓扑形式被描述为真实的地

图，例如 Sharkovskii(1964)的一个定理，这个定理在很长一段时间内都不为人所

知(参见Metropolis (1973): Milnor and Thurston(1988))。rg相关的专门理论被制定

来理解其中的一些（Gumowski and Mira, 1975; Derrida et al., 1978）。

第一次对倍周期分支级联的详细研究是在二次映射上进行的，并且已经使用

了计算机并参考了 C语言中的动态矩阵(见Mvrberg(1963)和其中的参考文献)，
许多人后来对 1维 drnamies的各个方面做出了贡献，从组合学和拓扑到测量理
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论。人们认识到，尼尔森-瑟斯顿对表面同胚的分类包含了二维动力学拓扑普遍

性讨论的种子。对于足够平滑的 2个流形上的映射，如果没有倍周期的级联，单

参数族中就不会出现混沌(Yorke和 Alligood, 1985)，但是，尽管在该设置中，在

过渡之前不需要级联。Tresser已经指出，在过渡到混沌之前，有一个级联，光

滑的家庭一致区域承包嵌入的 2-磁盘。 Gambaudo已经迈出了第一步。非常等

等. .由于 Bloch和 Hart的结果，Cl有足够的平滑性来证明一个完整的倍周期级联

必须在区间的混沌之前。这样的 Cl级联没有度量的普遍性质。

其他一些普遍的例子，拓扑和/或度量，以及相关的 RG，后来在一个和更多

的图表中被发现。一个早期的例子是(德里达等。1978)。在这些中，只有倍周期

级联能通过 1维过渡到混沌，但普适性和 RG的相关性远远超出了过渡到混沌。

本文不考虑由Arneodo-Coullet-Tresser和其他分段式设计的强不对称临界点;有些

人可能会认为，我们已经把所有这些都列入了病理列表，但我们对这些和许多其

他子主题保持沉默的主要原因是，与时期倍增和此类事件级联有关的发现和结果

的爆炸性增长。

信号上的倍周期分岔

考虑一个动力系统。我们称信号为测量理论吸引子的轨道的一段，表示为时

间的矢量函数，或表示为时间的标量函数的一般位置的一个坐标，这样一来，吸

引子的部分嵌入可以由这个一维时变信号重构出来，这种信号在数值模拟中很容

易被分段逼近(由于数值噪声而被称为“分段逼近”)，并且基本对应于(合理地)从
实际实验中提取的脉波脉动时间信号片段。不同测量理论的吸引子往往同时存在

多个信号。我们特别感兴趣的是当一些典型的信号 0, ( )X t 周期为 0,( ( ))X t 当

[ , ]c c     变成一个信号 1, ( )X t 周期为 1,( ( ))X t 当 [ , ]c c     ，有

1, 0,lim ( ( ( ))) 2 lim ( ( ( ))).
c c

X t X t 
   

 
  

  （4）

这里假设 0  足够小，以保证 uc-E, u和(uc, uc+ el)中不发生分叉。周期 1,( ( ))X t

仅仅是 0,( ( ))X t 的两倍(即，当 在方程(4)中接近 c 时，不需要限制)。对于流

动和半流动，周期 1,( ( ))X t 相对于流在 0, ( )X t 附近的局部截面的庞加勒图是 2，

并且在所有情况下，方程(4)表示当一个轨道 c  时倍周期增意味着什么。如果

1( )O  和 0 ( )O  的稳定轨道合并，则方程(4)必须替换为:

1, 0,lim ( ( ( ))) 2 lim ( ( ( ))).
c c

X t X t 
   

 
  

  （5）
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合并为 c   表示当参数的值从下面到达我们时，两个信号发生碰撞，当它们

消失时。在倍周期的情况下， 0 ( )O  上的不稳定保持在 c 以上，而，例如，破坏

性的鞍节点分叉的合并没有留下周期轨道。

我们将主要考虑通过使用一些庞加莱映射可以简化到那种情况的映射，并且

只考虑 1.12节之前的不动点，因为映射的迭代可以简化到那种情况，详见 1.12。

因此，除另有规定外， 0,( ( )) 1X t  ，表示 0, ( )X t 是某个映射赋的不动点。

对维度的依赖

平滑性的一个后果是，允许倍周期发生的稳定性损失可以从围绕分叉的不动

点线性化的映射(当考虑流或半流的动力学时的庞加莱映射)的频谱(特征值集)中
读取。事实上，发生的分岔(或应用数学语言中的不稳定性)的表征是一个参数相

关的特征值，其范数从下越过 1。对于倍周期，单位圆的交点在在 1，并沿实线

发生。我们也可以说对于倍周期特征值从上到下与 1交叉。为了简化讨论，我们

假设谱中的所有交叉或单位圆都以非零速度进行。即. .值 1不是作为参数函数的

任何特征值的平稳范数。

在维 1中，
'

0( )f x   ，在 x0附近线性化的映射的唯一特征值，与上面的-1

相交，使 1  增大，x0变得越来越排斥; 1   告诉我们附近的轨道以交替的

方式远离 0 0( ( ) ) ( )f x x x x    对于 0x x 在 x0足够小的邻域内。通常经过适当的

变量变换后用范式(6)来描述。

对于这些问题，可以在纯数学和应用数学文献、Haragus和 looss(2009)以及

其中关于无限维度的参考文献中看到 Carr(1981)、Kelly(1967)、
Vanderbauwhed(1989)和其中的参考文献。中心流形在局部是唯一的，但不一定

是全局唯一的，也不一定像流或使其不变的微分一样光滑。任何中心流形都与过

-1的特征值的特征向量相切，并且在适当的变量变换后一般支持由标准形式(6)
所描述的动力学。只要光谱中的其他元素离单位圆足够远，这就成立。我们在这

里做这样的讨论是为了避免陷入当多个参数同时变化时(余维为 2或更高的分岔)
出现分岔的更复杂的世界。

对于分岔问题，与其说“一个参数相关的中心流形”，人们更喜欢把参数看作

是额外的(平凡的)坐标，沿这个坐标线性化流的特征值是平凡的等于 1。因为只

有一个特征值的单位圆(到 1)翻倍分岔的时期,一个参数通常就足够了,这样我们

最终与一维二维中心流形这让一个局部邻域的映射 0( , ) ( , )cx x  。

周期倍增:地图的一维现象
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假设有足够的平滑性，我们可以使用标准形式(通过变量的变化尽可能简化

的表达式)，在维 i的中心流形上不计算参数的维数(见第 1.5节)。在 0( , ) (0,1)cO  

的邻域内，0处不动点的倍周期分岔的一般范式为:
3( ) . . .f x x x h o t      （6）

由于在 c 发生分叉， 0 ( )cO  是线性边缘的(或(线性)边缘稳定的)。我们有以

下基于稳定性的标准。

如果 0 ( )cO  是非线性(或 NL)不稳定的，分岔是次临界的。

如果 0 ( )cO  是 NL稳定的，则分岔是超临界的。

图 1 倍周期映射:参数以连续的线条表示稳定轨道，更大的间隔意味着更少的稳定维度。

从这个判据或直接计算，从(6)可以推导出:

(+)如果选择+号，则当参数与 c 相交时，动力学的演化为超临界分岔，由下式(4)

的讨论可知。

(-)如果选择-号，则以动力学演化为参数穿过 c 时的分岔是次临界的，以下在(s)

式的讨论中描述。

备注 2 (6)作为范式的有效性要求 f 在区间上是可逆的。特别是，(6)不能以有意

义的方式包含下一个倍周期。此外，任何对称(比如(6)的 x x 都会在下一个倍

周期之前导致对称破缺分叉
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1维中映射的局部分析

在维 1中，中心流形只是分支轨道附近全相空间的局部部分。仍然需要计算分岔

的临界类型，即该分岔是超临界的还是亚临界的:将在第 1.8节中考虑分离超临界

和亚临界的简并情况。

图 2 微分方程的倍周期:对 B的描述两个参数，一个在下面，一个在上面的分岔，连续的线

代表稳定轨道，点之间的间隙越大，稳定维数越少。

为了得到最一般的公式，我们假设 0 0( )
c

f x x  (不动点性质)， '
0( ) 1

c
f x  (倍

周期分岔的一阶条件)。和往常一样，ϵ有一个正的但任意小的绝对值。请注意，

在研究 c
f 下点 x0的非线性稳定性时，比较 0 0( )

c
f x x   和  之间的距离没有

任何帮助。实际上，ϵ和 2
0 0( )f x x  的符号对于ϵ来说是相反的，因为斜率

'
c

f 是

-1。因此，我们需要将ϵ与 2
0 0( )f x x  .进行比较假设 f 对于 0( , )c x 附近的

( , )x 是三阶可微的，则直接计算得出:

2 3 ''2 2 ''2
0 0 0 0

1 1( ) ( ( ( )) ( ))
2 3c c c

f x x f x f x          （7）

这让我们定义:
''2 2 ''2

0 0
1 1( ) ( ( )) ( )
2 3c c

Of x f x f x    （8）

然后，使用基于稳定的现象学标准，从(8))推导出一个可计算的标准，该标准至

少可以追溯到(Allwright. 1978)
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如果 0( ) 0
c

Of x  ，则 x0是 NL稳定的，分岔是超临界的。

如果 0( ) 0
c

Of x  。那么 x0是 NL不稳定的，分支是亚临界的。

倍周期分岔的分岔图

0( )
c

Of x 可能为零，可能需要高阶项来确定 x0的稳定性，甚至可能出现分支

在所有阶上都是边际的。在这种情况下，如果没有平坦项打破简并度，不动点

0 0( )
c

x f x 是两个周期段的公共端点，通过 c
f 然后 0 0( )

c
f x x     ，使得

2
0 0( )

c
f x x     （9）

0x x   接近于 x0。

图 3 通过退化的边缘情况，由超临界到亚临界的倍周期。退化的边缘情况可以通过倍周期

轨道曲线的变形提供所有的构型:这里只给出了最基本的三种情况。

我们在图 3中绘制了一个经典分岔图，参数(当倍周期分岔发生时增加)沿着

横坐标， 沿着纵坐标。我们用粗线表示稳定的物体，用虚线表示不稳定的物体，

用小点和小间隙表示边缘物体。我们看到，总有一条线从点 0( , )c x 的两边发散，

这代表了从稳定到不稳定的轨道。在退化仿射情况下，代表边缘对象的线是垂直

的。此外，边际线:

当消除简并度时，以抛物线形状向前弯曲，使其足够接近 0( , )c x ，使分岔为超

临界；

http://www.scholarpedia.org/article/Bifurcation_diagram
http://www.scholarpedia.org/article/Bifurcation_diagram


10

当消除简并度时，以抛物线形状向后弯曲，使岔点在 0( , )c x 附近足够近，使岔

点是次临界的。

(doted)行的延续不再是一个局部问题;关于单倍周期的全球考虑，请参阅

Sander和Yorke(2011)以及其中早期的参考文献(多年之前对Alexander的庞加勒-
安多诺夫-霍夫分岔做过类似的工作)。Mallet-Paret。努斯鲍姆、约克等)。当且仅

当没有三阶项时，周期二倍轨道(作为 lu-的函数)的大小增长不能与 c  (它

代表一般情况而非一般情况)成正比。

局部理论只是局部的

在关于分岔图的所有问题中，包括分岔环的大小问题。假设 c  “足够

小”是至关重要的，其中所需的小程度以一种高度非通用的方式依赖于演化方程

的结构(映射或向量场)。有些情况下，分叉环大小的最初增长(到刚刚分叉的循环

的距离)开始确实像 c  (或非一般情况下的另一种增长)，但随后超出了某些

c  。参数的微小增加会引起两倍周期大小的爆炸性增加。这种现象是在二维

流的庞加莱-安德罗诺夫-霍普夫分岔的背景下研究的，它的法语名字是“canard”。

渐近的频繁奇迹

尽管可能存在类似 canars的效果，但正规形式通常具有非常大的有效性。经

常扩展可证明的有效性范围。能使这些方法成功地描述许多自然现象的现象。

从失去稳定到一个更普遍的不稳定的方向

我们首先考虑与失稳相关的分岔。这是最基本的，也可能是最重要的案件。

更一般地，如果相空间的维数至少为 2，轨道 0 ( )O  在过程开始时不需要是稳定

的。总的来说轨道 0 ( )O  在过程中失去了一个方向的稳定性，并且:

在亚临界情况下，分岔破坏的轨道 1( )O  的稳定性方向小于分岔前原轨道 0 ( )O  。

在超临界情况下，分岔产生轨道 1( )O  ，其稳定性方向与分岔前原轨道 0 ( )O  相

同。

倍周期分岔从任何周期
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到目前为止，我们主要讨论了不动点 f 的倍周期分岔。但是这是人的共性

需要研究本地段翻倍周期分岔点以来 f  是定点的 f(周期轨道的长度 的 f  的固

定点)。通过链式规则, f  相同的斜率在所有这些点,和更一般的Df  的所有具有相

同的光谱。

在加周期的背景下的施瓦兹导数

0( )
c

Of x 的符号决定了加倍分岔的临界类型(Allwrigh, 1978)，它正比于 f 在

x0处取值的施瓦兹阶导数(Singer, 1978)。在本节中，我们将讨论负 Schwarzian导
数条件:这个条件不仅在理解普适性的前体以及依赖于任意小尺度数据的平滑性

如何具有可见影响等深层问题上发挥关键作用。但在倍周期的背景下，它保证

0( )pQf x 对于任何周期 p的所有加周期分岔都是负的，因此所有的加周期分岔都

是超临界的。

关于埃利·卡坦的一个定理

在动力学中，上环是一个算子，它将一个给定映射与一个满足复合下链式法

则的函数或张量关联起来。在一维映射 g的动力学和轨道几何的研究中，有三个

有用的共旋:

1. 导数的对数，即 logDg ;

2. g的非线性，即
''log
'

gNg D Dg
g

 

3.g的 Schwarzian导数，即
21( ) ' ( )

2
Sg Ng Ng 

由 Cartan(1937)提出的一个定理指出，这些是维 1中唯一可能的共环。它们各自

的核心是维数上的平移群、仿射群和映射群 1. 这里我们只考虑 Schwarzian导数。

对于任意三次可微映射 g, g的施瓦茨导数为:

2'''( ) 3 ''( )( ) ( ) .
'( ) 2 '( )

g x g xSg x
g x g x

  （10）

然后我们注意到，由于
' 1
c

f   ，我们有 ( ) 9 ( )
c cc cSf x Qf x  ，因此 1维中倍周期

分叉超稳定性的准则 ( ) 0
c cQf x  可以表示为:

( ) 0
c cSf x  （11）



12

这里重要的一点是，如果 0Sf  在 f 作为自同态(从该区间到自身的连续映射)的

区间上 0Sf  ，那么对于参数范围内的任何值 ( ) 0nS f  对所有 n <0，即 f的所有

迭代具有负的施瓦茨导数。特别地，如果 f 是某些参数范围内所有 值 0Sf 

的 C3图，那么所有通过倍周期而变得不稳定的周期点都会随着 的变化以超临

界的方式发生变化。

辛格定理和最初的发展

Singer(1978)在 1978年指出了 0Sf  的映射 f的这些基本性质，并证明了关

于 0Sf  的单峰 C3映射的以下结果。也被称为 S-映射。

定理 1 (Singer，(1978))。如果 :f I I ,然后立即盆地的吸引力吸引周期点包含

临界点 f或边界点的。此外，f的任何中性周期点此外，f的任何中性周期点 x0(即，

  0'( ) 1nf x  对于 x0，使得不在 I的边界上的 0 0( )nf x x 是吸引的，并且没有周

期点的间隔。

在 Singer和 Allwright(1978)在同一期刊上发表了这一结果之后，许多研究者

都进行了研究。包括夹头。Eckmann。Guckenheimer。Misiurewicz在几个问题的

研究中使用了它，大部分是关于区间图族的。很快，下一波平滑区间图的研究人

员紧随而来，事实上，它们有严重的重叠:de Melo, Nowicki, van Strien, Sullivan,
Blokh, Lvubich。和他们的学生。S-映射的Manv特性后来被推广到多模态映射中:
特别是 van Strien和 Vargas(2004,2007)。

我们立即认识到， 0Sf  条件的问题在于它不具有普遍性，甚至在坐标的所

有平滑变化下都不是不变的。因此，重要的是要注意，有足够的平滑度。亚临界

性是例外的，因为对于 C3(实际上更少)的映射，多次迭代只会发生有限数量的亚

临界分岔。科兹洛夫斯基(20oo)证明了这一点，随后的工作，如马滕斯、德梅洛、

范斯特瑞恩和沙利文(1988)，以及古肯海默(1987)的开拓性工作，以申请重整化。

在重整化的情况下。有时可以证明 Sf < 0属性在经过足够的重正化之后出现(参
见例如 de Faria和 de Melo(1999)。和 de Faria等人(2006))。

0Sf  的宏观意义

上面所述的辛格定理可以看作是由 P.法图引起的全对称动力学的一个经典结果

的类比。它陈述了一个 d>2度有理图的吸引周期点的吸引盆地总是包含一个临界

点(导致这样的吸引周期点只有少数几个的结论)。这表明 S映射在某种程度上表
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现为复杂的一维映射。关于此行为的进一步提示由以下注意事项提供 0Sf  属性

有许多特殊的原因，其中一个是以下事实。

引理 1 如果 g是三次可微的，那么 0Sg  的性质就等于说，在
1
'g 不消失的情

况下，函数在每个区间都是凸的。这意味着以下结果:

命题 1 如果 Sg在区间 I上为负，则 'g 在 I上不存在非零局部极小值。具有负史

瓦兹导数的映射的导数的最后一个性质与我们将在这里阐述的 S映射的宏观性

质有关。用于这一目的。我们需要回顾一下两个交叉比的定义。

给定一个区间 T(表示“总计”)和一个子区间M(表示“中间部分”)，这样 T\M由一

个“左部分”L和一个“右部分”R组成，用|I|表示区间 I的长度，我们考虑两个交

叉比，即

( , ) ,
M T

a M T
L M M R




  
（12）

与

( , ) .
M T

b M T
L R





（13）

然后，如果 f是一个从 T到它在 IR中的像的微分同态映射，我们写下来

( ( ), ( ))( , , ) ,
( , )

a f M F TA f M T
a M T

 （14）

与

( ( ), ( ))( , , ) ,
( , )

b f M F TB f M T
b M T

 （15）

这些比率测量对应的交叉比率在 f下的扭曲。

命题 2 我们有 ( , , ) 1A f M T  和 ( , , ) 1B f M T  当 f是一个 S映射它是一个从 T到

它在 R中的图像的微分同构。
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图 4 负的和正的 Schwarzian图及其对交叉比率的影响。

交叉比的扩展-在许多情况下，它在建立真实的先验界时非常有用。包括时

间。加倍重正化——类似于黎曼球的有理映射在其后临界集的补充中扩展了双曲

(庞加莱)度规。为了增强这个类比。我们进一步考虑以下几点。

1. 首先注意到，在两个(开)区间 *,T T 之间的 C3微分 *:f T T 的 Schwarzian导

数可以改写为以下形式:
2 ( ) ( )( ) lim log( ).

y x

f x f ySf x
x y x y

 


  

2. 接下来，跟随 Sullivan，定义开区间 T= (a, b)的庞加莱密度为

( )( )
( )( )T

b ax
x a b x

 


 

这是 I上的庞加莱度量的无限小形式，因此， ( , )M c d I  的庞加莱长度是

( ) ( ) (1 ( , ))T TM
l M x dx lod b M T  

其中 ( , ) ( )( ) / ( )( )b M T b a d c c a b d     是前面介绍的 a、b、c、d四个点的交比。

3.f: T→T*的导数在 T和 T*'中的庞加莱度量。即

*( ( ))( ) '( )
( )

T
T

T

f xD f x f x
x






称为 f的庞加莱畸变。如果 f是莫比乌斯，在这种情况下 f保持交叉比。现在考

虑对称函数 :f T T R  

( ) ( )log , ,
( , )

log '( ), .
f

f x f y x y
x yx y

f x x y


   
 

然后一个简单的计算表明
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2

log ( ) ( , )T fQ
D f t x y dxdy

x y


 
  （16）

其中 Q为矩形 ( , ) ( , )a t t b 。此外，当 ( , ) ( , )x y t t 时，上述被积函数变为 6Sf(z)，

其中 Sf 为 f的施瓦兹导数。这与负施瓦兹映射增加了庞加莱度量从而扩展了交

叉比的事实是一致的(图 44)。

从假设到结论的负 Schwarzian

下面的科兹洛夫斯基定理说明了高光滑和低光滑动力学之间的区别。某种程

度上达到顶点的普适性现象出现在倍周期和其他类型的平滑映射中。这里重要的

是交叉比也可以定义为宏观区间，这是对足够高的平滑可视性及其普遍结果的第

一个线索。

定理 2。(Kozlovski (2ooo)))设 :f X X 是区间到自身的一个非平坦非周期临界

点 c的C3单峰映射，则在临界值 f(c)附近存在一个区间 J，使 ( ) , , 0nf x J x X n  

则 ( ) 0nSf x  。

负施瓦茨性质因此在小的(对于 C3映射)中是普遍存在的，至少在非平坦临界

点附近。上述定理的一个前兆是每一个足够深的事实。具有幂律临界点的无限可

重整的 C3一维映射的重整化(在临界点附近)具有负的 Schwarzian(参见 de Faria
和 de Melo (1999)， de Faria等(2006))。这一事实对后临界集几何上的反波泛界

形式的倍周期(和更一般的组合学)有重要的影响。对于关于临界点有支持向量的

无限可重整单峰映射。这意味着。在重正化的足够深的层次上看到的所有间隔中。

包含临界点的原子是最大的(这是由Guckenheimer在 1979年首次证明的);另见 de
Fari (2006) [p。760])。对于不把对称假设强加于倍周期的积累的结果参见

Chandramuoli等人。(2009)

关于倍周期、级联和再正规化的一般参考，也包括 0Sf  的性质，请参阅 de

Melo和 van Strien(1993)，并保持该书的下一版。
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