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解析平面映射的庞加莱-梅尔尼科夫-阿诺德方法

Amadeu Delshams† and Rafael Ram´ırez-Ros‡
Departament de Matem atica Aplicada I, Universitat Polit ecnica de Catalunya, Diagonal
647, 08028 Barcelona, Spain

Received 8 April 1995
Recommended by V Lazutkin

摘要：用于平面图的庞加莱-梅尔尼科夫-阿诺德方法产生了由一个无穷和(先验)解析

上不可计算的和定义的梅尔尼科夫函数。在亚同构的假设下，残差理论可以应用于

给出一个等价的有限和。此外，Melnikoy函数被证明是一个椭圆函数，并给出了关

于不可积的一般判据给出了几个例子，给出了分裂角的明确估计。特别地，证明了

椭圆台球非平凡对称全扰动的不可积性，以及类标准映射的不可积性。

AMS分类科目编号:58Fxx, 34C37, 33E05

1 介绍

从 Poincare [Poi99], Melnikov [Mel63] 和 Arnold [Arn64] 的 著 作 中 ，

Poincare-Melniko-Arnold 方法已经成为检测常微分方程系统的不变流形分裂的标准

工具，这些系统接近于具有相关分值的“可积”的。这种方法产生了一个称为梅尔尼

科夫函数(或梅尔尼科夫积分)的积分，如果非退化，意味着“分裂”的前分离。(有关

一般背景，请参阅[GH83, Wig90]。)
然而，应用中该函数的显式计算是通过残差理论来完成的，残差理论要求在梅

尔尼科夫积分中出现的函数具有合适的亚纯性质。

对于映射也存在类似的理论[Eas84, Gam85, Gam87]，在这种情况下，Melnikov
函数不再是一个积分，而是一个无穷和(先验的)不可计算的和。一般来说，这类无

穷和的计算需要对复场进行偏移，在[GPB89]中利用泊松求和公式、留数理论和椭

圆函数对这类无穷和进行了首次显式计算。

乍一看，他们的方法对于其中所研究的例子似乎是非常具体的，然而，在充分

的亚同构假设下，可以在离散情况下发展出计算梅尔尼科夫函数的系统而普遍的理

论。就像连续情况一样。

首先，设
22

0 : RRF  是一个保持面积的解析微分同态，可积，并有鞍点的分离

槽。分别用第一个积分 H，和 P0表示，分割线和鞍点。

由于 F0是保护区域，规范化 },{)]([ 1
00

 PDF ，一些实数λ满足 1 。如果有

必要的话，用 F0替换映射，我们可以假设 1 。
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因为 F0是一个分析映射的分隔号鞍点，存在的自然参数化Г的 (关于映射)，
即一个双射分析映射: R: ，使得

（i） ,),())((0 RthttF 

（ii） lnh （归一化条件）

结果是，也许通过将第一个积分乘以一个合适的常数，上面的自然参数化是与

H相关的哈密顿场的一个解，即。
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, JHJ 其中 

注意，这个条件等价于节省与 H相关的时间- H哈密顿流在分离槽上对映射进行插

值。这一事实对于显式地获得自然参数化，以及简化Melnikov函数的表达式是非常

有用的。因此，我们假定选择第一个积分来验证这个插值条件。

现在，考虑一类解析的微分同态

22: RRF  )( 2
10   FFF

作为对上述情况的一般扰动。那么，在 足够小的情况下， F 有一个接近于 P0的鞍

点 P ，并且局部稳定和不稳定流形为  
loc

sW  ，P的局部稳定和不稳定流形的局部稳

定和不稳定流形  
loc

uW  与无扰动鞍点 P0。

一般来说，分离线会中断，我们的目标是计算不变流形沿分离线的正常曲线

之间距离的一阶近似。

为此，给定一个自然参数化 R: ， ),(,  tu (分别为 ),(  ts )将表示W u

 (分

别为W s

 )与在 )(t 范数到的“第一”交点；特别是， )()0,(, ttsu   （见图 1）。

图 1 由同宿轨道组成的分离槽的扰动。链曲线是无摄动映射的同宿轨族
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继庞加莱和 Amold [Poi99, Am641]之后，这些点之间距离的度量由第一积分的

差值(能量)给出。

)()()),(()),((),( 2 OtMtHtHt su 

其中M是所谓的梅尔尼科夫函数，一个由无穷和给出的 h周期函数





Zn

hntgtM )()( ))((),()( 1 htJFttg  

通常注意到梅尔尼科夫函数的简单零引起横向同斜点和混沌现象。

一个非常重要的情况是， F 是一个区域保留映射(a.p.m.从今以后)，生成函数

)(),(),(),,( 2
10  OXxLXxLXxL  。

在这种情况下，Melnikov函数为

LM  



Zn

hntftL )()( ))(),(()( 1 htxtxLtf 

其中 x(t)是 )(t 的第一个分量，为了得到一个(绝对)收敛的和， 1L 由 ),( 001 xxL 决定，

如果 ),( 000 yxP  。在这种情况下，M实际上是一个 h周期函数的导数，而不仅仅是

一个 h周期函数。因此，如果M是实解析的且不等于零，则它具有奇序实零，因此

摄动不变曲线交叉和摄动映射[Cus78]是不可积的。

为了统一符号，考虑  


Zn
hntqt )()( ，其中 q(t)要么是 g(t)要么是 f(t)。Ifq(t)

是一个亚纯函数(分别是一个只有孤立奇点的函数)，那么 )(t 是一个周期为 h和 Ti

的椭圆函数(分别是一个只有孤立奇点的双周期函数)。通常是 2T ，但如果问题

有对称性， T 。椭圆函数和映射的梅尔尼科夫函数之间的关系可以追溯到

[GPB891]，尽管直到[Lev93]才清楚地显示出来。

 )(t 可以表示为有限和:





)(

),()(
qSz

t zqrest 

式中， }0,:{)( TzzqCzqS  的一个奇点是 ， )()( tzzt   ，  是由以下条件

确定的函数(直至一个附加常数):
(C1)  在 C上是亚纯的，

(C2) ' 是 h周期的，  是Ti周期的，

(C3)  的极点的集合是 TiZhZ  ，它们都是简单的和残差的。

值得注意的是，  可以明确地用第二类不完全椭圆积分计算。
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从理论和实践的角度来看，这个和公式是本文的主要工具之一，因为它提供了

梅尔尼科夫函数M的显式计算，假设函数 g或 f的亚同构假设。

下面的强不可积准则是很容易得到的。设 F 为具有生成函数的解析 a.p.m.族，

其中 F0验证了上述假设，并假设函数 F0只有孤立的奇点。设 }{)( slzfS  ，其中

''' ssiffhZzz lssl  (f 的奇点以 h 为模分类 )，并引入问题的不可积系

数 :  
l sljsj zfad ),()1( ， ),( 0zfa j 表示 f 在孤立奇异 z0 附近的洛朗展开式中

jzz  )( 0 的系数。然后，如果这些不可积系数中有些不为零，那么梅尔尼科夫函数

就不恒等于零 F 对于足够小的 是不可积的。(对于连续情况，[Zig82]中也有利用复

场奇点结构的相关判据。)
这一标准的威力在于以下两个事实:

 不可积系数 是明确计算出来的，所以很容易检查。

 这个准则检测任意有限阶的交点(不只是横向的，像通常在文献中那样)。
第一个应用程序,考虑的问题“凸台球台”[Bir27]令 C是一个(分析)封闭凸曲线的

平面 R2,假设质点移动内部 C和碰撞与 C依法“入射角等于反射角。根据伯克霍夫的

理论，这个离散的动力系统可以用(分析的)ap.m来建模。当环 C是椭圆时，这个映

射称为椭圆台球，是一个可积映射，[Bir27]。
几个作者[Lev93, Tab93, LT93, Tab94, Lom94]致力于扰动椭圆台球的研究。所有

已进行显式计算的情况简化为对称和可逆四次摄动，即类似曲线中的弹子

}1),,(:),{( 2

2

2

2
2   yxP

b
y

a
xRyxC

0 < b <a是一个常数， 是一个小的扰乱性的参数，C是一个以 C2的方式依赖于 的

分析曲线，关于坐标轴对称， )0,,(1  PP 是 x, y的四次多项式。

作为推广，我们将注意力集中在椭圆台球的对称整体摄动上，即上述曲线上的

台球，但仅对原点和 P1对称，是一个完整的函数。

如果存在一类椭圆 E ，使 )(  EC ，那么一类扰动椭圆 C 将被称为平

凡的。利用上述非可积准则，推导出当 C 是任意非平凡对称全扰动时， C 中的台

球。当 足够小时是不可积的。这个结果支持了 Birkhoff的猜想，椭圆台球是平面

上唯一可积的解析台球。
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从定量的角度出发，在几个具体例子中可以很容易地计算出以 为幂的分裂角

泰勒展开的第一系数。此外，在非常一般的摄动下，当无摄动的椭圆接近一个圆时，

这个系数在中心中呈指数小。

作为第二个应用，考虑标准映射，即 F(x,y) = (y，-x +g(y))形式的平面映射，对

于某个函数 g。
由公式给出的类似分析标准的映射









 11)

21
2,(),( 20 yy

yyxyyxF

是可积的(见[Sur891，其中引入了几个类标准可积映射族)，在原点处有一个分离线。

对于 0 ，这是[GPB891中考虑的McMillan映射[McM711，其中梅尔尼科夫函数

是在线性摄动 ),0(),(1 byaxyxF  下显式计算的。a，b常数，a = 0，由于[GPB891

的繁琐计算的结果，对于 足够小，标准映射 10 FF  的不可积性如下。

这个不可积的结果推广到类标准映射中

Ryp
yy
yyxyyxF 



 


 11))(

21
2,(),( 20

这里 p是一个完整的函数，不等于零。此外，在发展理论的框架内，当 p是一个多

项式时，Melnikov函数的计算和分裂角的估计变得几乎微不足道。

为了结束这个介绍，注意两点:
 f或 g的亚同构性仅用于Melnikoy函数的显式计算。为了证明不可积性，假设 f

是一个在 C上只有孤立奇点的实解析函数是充分的。

 分离的主题由两个子类组成:“简单”和“困难”。第一个特征是:对于小参数，分裂

量是有限阶的，因此可以用通常的摄动理论(即Melnikov技术是有效的)来计算。

在第二个子类中，主量相对于小参数呈指数小(回想一下椭圆接近圆的情况)。因

此，需要更复杂的分析工具(例如，参见[FS90, DS92, GLS941])。先验的，Melnikov
技术不能应用于这个子类。然而，我们认为“梅尔尼科夫预测”在几个(不是所

有)“困难”的情况下适用。这种感觉得到了用一些地图进行的数值实验的支持

[DR95]。这个课题目前正在研究中。

本文的其余部分致力于上述主张和结果的严格公式和证明。它是这样组织的。

在第二节中，引入了梅尔尼科夫函数，并给出了它与分离分离的定量和定性方面的

关系。第三节给出了其求和公式和不可积性判据。最后一部分研究了摄动椭圆台球

(第 4节)和类标准映射(第 5节)。这些部分包含了不可积性结果，以及梅尔尼科夫函

数显式计算和分裂角估计的例子。

2. Melnikov函数
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2.1 初始设置

令
22

0 : RRF  是解析 a.p.m。一方面，我们假设 F0有一个分离鞍点：存在一个

鞍点 P0 (F0稳定流形的一个分支，
sW0 ，恰逢其不稳定的一个分支，

uW0 ，分隔号

}{\)( 000 pWW us  。另一方面，我们假设 F0是可积的:存在解析函数 RRH 2: ，

使得对于所有  zzHHFH ,0)(,0 ，(这是 H在上的非简并性条件)。

备注 2.1 当 P0是一个双曲 k周期点时，我们可以考虑映射
kF0 来得到一个双曲不动

点。

在不失一般性的情况下，我们可以假设 F0是保持方向的，必要时考虑到地图的

平方。因此， 1},,{)]([ 1
00   PDFSpec 。设 lnh 为相关特征指数。

首先证明了自然参数化的存在性，同时也证明了第一积分的存在性，从而验证

了引入的插值条件。

引理 2.1 在上述符号下，设 F0为解析的 a.p.m.，不可分割的，并与鞍点相连。

(i)设 z0为中的一个点，则 (对于 F0)存在唯一的自然参数化 ，使 0)0( z 。

此外，还存在一个解析映射: 2: RR ，使 Rtet t  ),()(  。

(ii)存在一个常数，使得与 H 相关的时间-h哈密顿流在分离槽上插值映射。

证明 由于 P0是一个双曲不动点分析的 a.p.m. F0，存在变量 ),(),(:0 yx yx 的变

化，在 P0的邻域上解析，它将 F0变换为它的 Birkhoff范式
1

0000
 FF ：

)()(0 y/G(xy)(xy),xGyx, 0F

此处 )()(0 LOIG   。这一事实的证明见[Mos56]。

现 在 引 入 
L

sGhLK
0 00 )(ln)( ( 即 0)0(),exp( 0

'
00  KhKG ， 证 明 F0 是

),(),( 00 yxKyxH  的 h-时间哈密顿流。

特别地， )(:)0,()( 0
1

0
tt eext   
满足 ))(()( 0 tFht   对于足够大的-t，因此，

Rt 利用 F0的可解析性。现在 0)1( z 表示 0X 唯一，从而证明了(i)。
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另一方面， 000 :  HH 是 F0的一个(局部)第一积分，因此 H0， H是功能相关

映射。因此，由于 /H 非退化存在，定义在一个附近的 H (P0)，这样 HH :0 。

这个关系可以让我们扩展 H0分界线附近的厂因为它是包含在能级 )( 0
1 PH 

。最后，

我们观察到 )())((')( 00 zHPHzH  ，对于所有的 z ，因此，如果我们取

))((' 0PH ，与 0H 和 H 相关的哈密顿流在上重合，并且(ii)遵循。

备注 2.2 令 HJX H  。 H 是 H的哈密顿场， )( 0PDXA H ， )( 00 PDFB  ， 由

引理 2.1 给出的常数。那么 B和 hAe 有相同的特征向量和特征值。因此，我们可以

从等式 hAeB  中确定 。我们注意到 B的特征值是 he ，所以 A 的特征值必须是±l，

这决定了符号。

在本节的其余部分，我们将假设选择第一个积分 H是为了验证这个插值条件。

因此，对于所有的 0z ， )()( 0zt t  是的(唯一的)自然参数化，使 0)0( z ，

其中  Rt
t

 是与 H有关的哈密顿流，因此我们可以简单地求解哈密顿方程显式地计

算自然参数化












01
10

JHJ   (2.1)

在分割线上有初始条件。

在本文中，h和 将分别是大于鞍点之一的特征值的对数和验证(2.1)的分隔线

的自然参数化，当它有意义时。

为了简洁起见，如果一个映射满足前面所有的假设，我们就说它验证(H)。

2.2 Melnikov函数

考虑一个解析微分同胚族 )( 2
10  OFFF  ，并引入问题的Melnikov函数，

如由所确定的函数M(t)

)()()),(()),((),( 2 OtMtHtHt su  (2.2)

在引言中定义了 su , (见图 1)。利用上述符号，我们现在证明以下命题。

命题 2.1 设 F0验证(H)，则:
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(i)Melnikov函数由下式给出





Zn

hntgtM )()( (2.3)

))((),())(()),(()( 11 htJFthtFtHtg    (2.4)

(ii)如果 F 是一个具有母函数的 a.p.m.

)(),(),(),,( 2
10  OXxLXxLXxL  (2.5)

Melnikov函数由





Zn

hntftLLM )()(
(2.6)

))(),(()( 1 htxtxLtf  (2.7)

其中 x(t)是 )(t 的第一个分量，为了得到一个(绝对)收敛和， 1L 由 0),( 001 yxL 决定，

如果 ),( 000 yxP  。

证明 这些结果似乎是众所周知的（从这些方面看，例如[GPB89，Lev93，Lom94]）。

但为了方便读者，我们更喜欢包含证明。关键是用 HFH  表示 M(t)。

(i)对于每个固定的 t，我们首先观察到对于所有的 m > 0:











m

mn

nn

mum

tFHtFH

tFHtFHt

1

1 ))),((())),(((

))),((())),(((),(














其中 )(n  ，当 0n 时， u ，当 n > 0 时， s 。由于当 m 时

0)()())),((())),((( 



  PHPHtFHtFH mum

，我们通过传递到极限得到





Zn

n tFHFHt ))),(()((),( 1  
 （2.8）

现在，由于 ),(   t 是 F 的一个不变曲线，它是 )(O 接近于 )(t ，我们得到

)()1(()()(()),(( 1
0

1  
 OnhtOtFtF nn  

，在 n中一致，这里我们使用

了 是一个自然参数化。此外，

)(, 2
10  OFFHHFH   （2.9）

把所有这些放在(2.8)里，我们得到(2.3)。
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(ii)充分证明 f(t) = g(t+h)，因为指标的移位不会改变总和。首先我们寻找

HFH  的表达式。

引入符号 )(),(),(),(),( 2
1100  OYXYXyxFYX  。由于 L 是 F 的生成函

数，所以它满足方程

),,(),,( 21   XxLYXxLy 

现在，在 处直接展开，得到这个式子

)()],()),((),(),([

)),,(,()),,(,(),)((
2

012020112

12



 

OXxLyxFHXxLyxH

XxLxHXxLXHyxHFH





因此，使用 2.9式，我们得到 z= (x, y):

),())((),()()()),(( 0120201210 XxLzFHXxLzHzFzFH 

最后，用这个表达式完成证明，并且(2.1):

).())((),((
))(),(()(())(),(())((

))(),(()())(),(()()(

),())((),()()()),((

122112

1211

0120201210

htgtFhtH
htxtxLhtHhtxtxLtH

htxtxLhtxhtxtxLtxtf

XxLzFHXxLzHzFzFH













备注 2.3 Melnikov函数M是 h周期函数。此外，在 a.p.m.的情况下，它是 h周期

函数 L(称为梅尔尼科夫势)的导数，因此它的均值为零。

F0的保面积性质和 F 的可分析性无需得到前面的一些公式，参见[GPB89]，但

在下面的定理中需要用到它们，所以我们直接添加了这些假设。从实用的观点来看，

这没什么区别，因为。据我们所知。所有具有分隔线到鞍点的可积映射都证明了这

些假设的存在。

所需的定性和定量信息包含在下面的“定理”中。

定理 2.1 (i)对于 10   ,如果M有奇阶零，则扰动不变流形在有限阶交叉。

(ii)对于 10   ,在 a.p.m.的情况下，如果M不恒等于零，那么 F是不可积的。

(iii)如果M在 t = t0处有一个简单的零，那么相关联的交点为截线，所谓的分裂

角 )( ，验证

)(
)(

)(
)(

))(()(
)(

))(tan( 2
2

0

02

00

0 








 O

t

tM
O

tHt
tM












（2.10）
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证明

(i)它是(2.2)和 /H 的非退化条件的直接结果。

(ii) LLM , 是解析的 h周期，所以 0)(
0


h

dttM 。因此 0M 意味着。M改变

了符号，有奇数阶为 0。现在 F 的不可积性是(i)、可分析性和保面积特性的结果

[Cus78]。
(iii)第二个等式很明显，因为和 H 具有相同的范数，见(2.1).。因此，我

们将注意力集中在第一个问题上。令

)(),,(),(),(
))((
))(()( tvtttdist
tH
tHtv su 










分别为 )(t 处的单位法向量和 ),(  tu 与 ),(  ts ),(  ts 之间的距离(符号)。

由命题 2.1和的定义可知

)(
))((
)(),( 2


 O

tH
tMtdist 




首先，我们暂时假设 t是的弧参数，那么，

)(
))((

)(
)())(tan( 2

0

02

|)],([
0





  O

tH
tM

O
dt
d tdist tt









这里我们用了M(to) =0以及导数的几何解释。

最后，我们只需要在 t不是弧参数时，将规格化因子
1

0 )( t 加到规则链的前一个公

式中。

备注 2.4 分裂角 )( 在 0t 时接近 2/ 。对于 a.p.m.，最好使用不变曲线或同

宿不变曲线(首先在[GLT911中引入)所形成的叶瓣的面积，因为它们不依赖于 t0。我

们没有使用这些 a.p.m.不变量，因为我们没有将自己限制在 a.p.m.的扰动中。

3 求和公式和不可积性

3.1 椭圆函数

我们记得，一个椭圆函数是一个亚纯的双周期函数(即它有两个周期 T1，T2不为零，

这样 RTT 21 / )。关于椭圆函数的符号来自[AS72]。

给定参数 ]1,0[m ，回想
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dmmEEdmmKK    2/

0

2/12/

0

2/1 )sin1(:)()sin1(:)(

是第一类和第二类的完全椭圆积分。


u

dvmvdnmuEuE
0

2 )|(:)|()(

是第二类不完全椭圆积分，其中 dn是著名的雅可比椭圆函数之一。

此外， )1(:)(''),1(:)('' mEmEEmKmKK  ，我们还注意到，如果 m, K, K'

或 K'/K任意一个数给定，其余的数都确定了。如果不可能造成混淆，我们将不会显

式地写出参数 m。

引入函数 )'()1'/'(:)( iKzEzKEz  。这个函数在 C 是亚纯， 2K'i周期上

的，它的导数是 2K周期，它的极点集是 iZKKZ '22  都是极点的单极和余数为 1。
实际上，的周期是 E的周期的结果:

iEKzEiKzEEzEKzE )''(2)()'2(2)()2( 

除了 )'(1'/')(' 2 iKzdnKEz  ，其中 dn2是偶椭圆函数，其极点集为 2KZ+2K’iZ+

K’i，均为二重残差为零，前导系数为-1，证明了关于的断言。

给定 T, h >0，由关系式确定参数 m

h
T

mK
mK

K
K


)(
)(''

（3.1）

我们考虑函数

)()()2(2)( tzz
h
Kz

h
Kz t   （3.2）

从的属性可以很容易地看出:
(C1)  在 C上是亚纯的。

(C2)  是 Ti周期的， ' 是 h周期的。

(C3)  的极点集合是 hZ +TiZ，它们都是简单的，余数为 1。
 的性质是相同的，除了极点是 t +hZ + TiZ。此外，利用 E(z +2K) =E(z) + 2E 和

Legendre关系式 2/'''  KKKEEK ，得到

Tzhz /2)()(   （3.3）

备注 3.1 条件(C1)-(C3)确定  直到一个可加常数:如果 1 满足(C1)-(C3)， )'( 1  是

一个完整的双周期函数，它必须是一个常数;因此， bazzz  )(')( 1 ，但由于 Ti
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周 期 性 ， a = 0 。 根 据 Weierstrass 函 数 P ， 由 于 )1()( 2 Ozz   ，

constant)()('1  zz P 。

现在，我们介绍在计算Melnikov函数时起重要作用的函数

)|2()2()1
'
'()2()

2
(')( 222 m

h
Ktdn

h
K

K
E

h
KtiTt   （3.4）

因此，是 2阶椭圆函数。周期是 h和 Ti。而且，它对于 t=0和 t=h/2是对称的。

最后，我们将给出一些渐近表达式，这将在接下来的章节中引起我们的兴趣。由

[AS72]给出的近似和利用关系式(3.1)，有

0)()(sin)|(
0)()(cos)|(

1)()|(),(1)|(

)(
2

)(

)](1[16)](1[16

)()(

)()(

)(

///'/'









 

jmOzmzsn
jmOzmzcn

jmOmzdnmOmzdn

mOmK

eOeeOeM

jj

jj

j

hThTKKKK





（3.6）

对于 10  h 和 Rz ，利用雅可比椭圆函数的导数表达式，得到对 Rt 和

10  h ，

.1)]()2[sin(2)2()1()( //12)12(   jeO
h
te

h
t hThTjjj  

（3.6）

备注 3.2 重要的是要记住，函数  、 t 和是由商 T/h通过参数 m和关系(3.1)确定

的。

3.2 求和公式

为了显式地计算 Melnikov 函数，关键问题是计算一个无穷和，例如

 


Zn
hntq )( ，其中 q是(2.4)中的函数 g或(2.7)中的函数 f。我们现在的目标是把这

类无穷和转化为有限和。思想是把留数定理应用到 qt 上， t 是上面定义的函数，

首先在一些矩形区域。然后，通过极限传递，初始和可以表示为 q在某复杂水平带

孤立奇点上的 qt 残差之和。在本小节中，我们假设 q是一个检验函数:

(P1) q在 R上是解析的，在 C上只有孤立奇点。

(P2) q对 T>0是 Ti周期函数。

(P3)对某些常数 A， c>0，当 tR ，
tcAetq R)( 。
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我 们 表 示 }:{},0:{ 的奇点是qzz(q)TzCz TT LSSL  ， 记

},,1,,,1:{)( ksklzqS ssl   ，其中 '.'' sshZzz lssl  (我们已经分类了 q模 h

的奇点。)最后，对于 s=1....k和 0j ，我们引入数    sk

l sljsj zqad
1 )1( ),( ，其中记号

),( zqa j 在引言中已经定义。

我们准备给出如下的求和公式。

命题 3.1(求和公式) 令  


Zn
hntqt )(:)( ，然后：

(i)  在 R中是解析的，在 C中只有孤立奇点，并且是双周期的，周期分别

是 h和 Ti。

(ii)  )(t 可以用以下有限和表示:





)(

),,()(
qSz

t zqrest  （3.7）

或等价为

 
 

 
)( 0

)()1( )(
!

),(
)(

qSz j

jj tz
j

zqa
t  （3.8）

(ili)设 }2/:{ TzCzbs  ，用 hZTbz issl  2/ 确定所有 s,l的模 h。然后


 





k

s
s

j

j
sj

j

btd
j

t
1 0

)( )(
!
)1()('  （3.9）

证明

(i)  在 R中具有明显的 Ti周期和解析性。由于(P3)和绝对地、无条件地、

一致地收敛于 C的紧集上，而不存在 S(q) + hZ+TiZ集合中的点。因此 也是 h周

期的，并且只有孤立奇点，仅在上述集合中。

(ii) q上的假设暗示 S(q)是一个有限集，所以(3.7)中的和是有限的。对于 R ，

设 },:{)( TzqzCzqS   的奇点是 ，我们注意到 S(q) =S0(q)。此外，

  )(
),(

qSz t zqres


 不依赖于 ，因为 qt 是 Ti -周期的，因此，为了证明公式(3.7)就

足以验证，对某个 ，
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)(

),,()(
qSz

t zqrest




选 )0,2/[ T 使 得 q 没 有 奇 点 与 虚 部  ， 我 们 考 虑 矩 形 顶 点

iMiTMiTMiM    ,)(,)(, ，其中 N NhNtM ,)
2
1( 。如果 N

是足够大， qt 矩形的边界连续波分析 NC ，只有在其内部孤立奇点 NR ，残数定理

给出了

),(
2
1 zqresq
i tN
C

t

N


  

式中N 表示对 NR 中 qt qt 的奇点 )(}{ qShntz  的求和。由于 qt 是 Ti -周

期的，水平积分消去，而当 N趋于无穷时，垂直积分消去，使用(P3)和(C2)。因此 qt

在 };{ TzCz   上的残差之和为零，并且由于 qt 在(C3)和(P1)处没有公共

奇点，则有





)(

),(),()()(
qSz

t
Zn

t
Zn

zqreshntqreshntqt




最后，我们注意到对于 )(qSz ，    
0

)(
)1( )(),(

!
1),(

j
j

jt tzzqa
j

zqres  ，证

明了(3.8)。
(iii)首先，我们注意到 q’验证了(PI)-(P3)。性质(P1)， (P2)是很明显的，(P3)是

柯西不等式的结果。因此，用(3.7)求和公式代替 q'，利用 ' 的 h周期，我们得到












jls
s

j
slj

ls
slt

ls
slt

tTibzqa
j

zqreszqrest

,,

)1(
)1(

,,

)2/(),(
!
1

),'(),'()('





现在，请注意  )(
),(

qSz t zqres  在用  +常数替换  时不会改变(见备注 3.1)，因

此可以得出 0),(
)(

  qSz t zqres  。因此，我们得到

  
ls

ssl
ls

ssl btzqatbTizqa
,

1
,

1 )(),()2/('),( 

而且，对于所有的 j> 1, )()1()2/( )()1(
s

jj
s

j bttTib  .
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最后，(iii)由前面的所有公式导出。

如果 q在 C上是亚纯的，则 为椭圆。而且，在这种情况下，(3.8)中的和是

有限的。因此，从计算的角度来看，这是一种有趣的情况，因为 )(t 可以显式地计

算出来。

引理 3.1 设  


Zn
hntqt )()( 那么  常数当且仅当 没有奇点，或者等价

地，对于所有的 s，j，当且仅当 dsj = 0。

证明 利用刘维尔定理，从 Z的双周期性出发，我们推导出当且仅当所有奇点都是

可去奇点(即主分量同为零)时 是常数。

 的奇点集合为 TiZhZkszsl  },,1:{  。设 TiZhZzz sl * 是 的任意

奇点，直接由 的定义可知，在 *z 中，主分量是 q的主分量除以 },,1:{ ssl ksz  集

合上的点的和。因此，当且仅当 dsj =0时，对所有的 ks ,,1 与 0j ， 的所有

奇点都是可去除的。

3.3 这种假设是孤立奇点的

公式(3.7)-(3.9)给出了计算Melnikov函数的一种方法，即(2.4)中的 g函数或(2.7)
中的 f函数验证(P1)-(P3)函数。这里我们证明，如果其中一些函数在 C上只有孤立

奇点，它自动验证(P1)-(P3)的 T= i2 。因此，Melnikov函数在 C上只有孤立奇点，

并且具有双周期 h和 i2 。当然，当 f 或 g是亚纯函数时，Melnikov 函数是椭圆函

数。

引理 3.2 设 RF }{ 为 F0验证(H)的解析微分同胚族。假设式(2.4)中定义的函数 g分

别定义在式(2.7)中的 f在 c上只有孤立奇点，则 g（f，分别）在 T= 2 下验证(P1)-(P3)。
证明 这两种情况的证明是相同的。因此，我们只证明了一种情况，例如(P1)是显然。

使用引理 2.1 的定义，很明显，在 R存在一个解析函数 RRF : ，使得为所有 Rt ，

)()( teFtf  。因此 f在变量 tes  可以表示为一个幂级数，如果 s 足够小，即 t 足

够大。证明了对于足够大的 t ， )2()( itftf  ，并通过解析延拓的一个参数，

证明了(P2)在 T= 2 时的情形。因此，利用 F(s) = f(t)的关系，可以将 F推广到只有

孤立奇点的函数。
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利用 0)(lim Ptt 

 ，很容易从 f的定义看出 0)(lim 


tft 。因此关系式

F(s) = f(t)表明 f可以被认为是一个在黎曼球 }{ CC 上只有孤立奇点的函数，在

s=0 和 s 处奇点消失。(我们注意到，如果 f 是亚纯函数，那么 f是有理函数。)
为了完成(P3)的证明，我们只需要将中值定理在 s=0 和 s 处应用于 f，同样由关

系 F(s) = f(t)得到如下结果。

备注 3.3 如果问题中存在对称性，g和 f可以是 i 周期的，因此Melnikov函数也会

发生同样的情况。因此，在实际情况中，我们将使用 2T 或 T 时的求和公式。

3.4 不可积准则

为了简化第四节和第五节示例中的计算，我们将计算由(2.6)和(2.7)给出的

Melnikov函数 M，如果 f只有孤立奇点，或者等价地，当 f满足(P1)-(P3)且 2T 或

T 时。此外，给出了一个不可积判据。

设 RF }{ 是一个具有生成函数(2.5)的解析 a.p.m.族，其中 F0。此外，假设(2.7)

中的函数 f仅由引理 3.2有孤立奇点，f在 2T 或 T 的情况下验证(P1)-(P3)。

设 },,1,,1:{)( ksklzfS ssl   是 f 在 TL 分类模 h的复条形中的奇点，如 3.2 节

所示。最后，设 Cbs  ，所有 s和 l，使得 2/Tbs  和 hZiTbz ssl  2/ ，如命题

3.1所示。

定理 3.1 (不可积准则)。有了这个表示法和假设，Melnikov函数


 





k

s
s

j

j
sj

j

btd
j

tM
1 0

)( )(
!
)1()(  （3.10）

其中，dsj为不可积系数。




 
sk

l
sljsj jkdzfad

1
)1( .0,,1),(  （3.11）

最后，如果某些不可积系数是非零的，对于 10   ， F 是不可积的。

证明 第一部分根据求和公式(3.9)。不可积性遵循定理 2.1和引理 3.1。

4. 摄动椭圆台球

4.1 转换台球

考虑凸台球桌问题 [Bir27]:设 C 是平面 R2 的 (解析 )闭凸曲线，参数化为

CT : ，其中 ZRT 2/ 和 C沿逆时针运动。假设一个质点在 C内部运动，根据
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入射角和反射角相等的定律与 C相撞。在环隙 })(:),{(   vRTvA 中，坐标

为 C上的参数， ),0(,cos)(   v 为质点的入射角。通过这种方式，我们获

得了一个对台球建模的映射 AAT : 参见图 2)。

函数 RTS  }:),{(: 2  是由 )()(),{(:  S 定义的一个生成 T

的函数:

VS

vS



































cos)(
)()(

)(),()(
),(

cos)(
)()(
)(),()(

),(







因此，T是 a.p.m.， ),( v 是标准共轭坐标。

这映射没有不动点，但在几何上很清楚，它有周期为 2的周期轨道。在这些轨

道上的入射角为 2/ ，因此 v =0。
现在假设 C是关于一个点的对称(不失一般性，我们可以假设这个点是原点，见注释

4.2)。然后可以使用 C 的参数化  满足 )()(   和 2-周期轨道的形成

)0,((),0,( 00   ，也就是说，两种截然相反的观点，令 AAR : 是退化的

),(),( vvR   ，然后 T 和 R通勤和这是一个普遍使用这种对称 2-周期点转换成
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固定的点。具体地说，我们由 TRF  定义一个新的映射 AAF : 。因为 F2 = T2，

F的动力学和 T是等价的。此外，F是一个 a.p.m.及其生成函数,使用 )()(  

)()(),(),(   SL （4.1）

备注 4.1 在对称的情况下，我们可以考虑定义为 模的变量。这个想法可以追溯

到[Tab93, Tab94]。

备注 4.2 设 C和 C'两条闭凸曲线，其中一条是另一条的相似像。那么两个相关联的

a.p.m.具有等效动力学，因为它们的入射角因相似而保持不变。

4.2 椭圆台球

凸曲线最简单的例子是隐式曲线。显然，对于弹子来说，圆周的情况是非常退

化的，因为它只由 2周期轨道组成。现在让我们考虑一个非圆型椭圆

}:)sin,cos()({}1:),{( 02

2

2

2
2

0 Tba
b
y

a
xRyxC  

22 ba  。在不失一般性的前提下，我们可以假设 122 ba (如果需要，我们使用相

似度改变椭圆)。因此 a> 1，b > 0和椭圆的焦点 )0,1( 。

让我们回想一下，一个刻薄的光滑曲线,以下属性：如果至少一段(或其延伸)多
边形的点的轨迹曲线的切线,那么所有其他部分(或者他们的拖长某个)曲线的切线。

这是一个众所周知的事实，椭圆弹子的所有轨道都有焦散性，实际上焦散性只是

C0(小庞塞雷定理)的共聚焦二次曲线族。[KT911)。
这一性质表明椭圆弹子的可积性，因为散散子的存在反映了系统的一定稳定性。

事实上。在假设 122 ba 的情况下，得到 ),( v 坐标系中椭圆球的第一积分的显式

表达式并不困难。在[LT93]中，以下第一个积分在 ),(  坐标中给出:

1sincoscoscossincoscos),( 222222222   aaI

而且，利用 122 ba ，得到

 222222
0

2 coscoscoscos)(  av 

积分 I在 ),( v 坐标系中的积分变成 1sin),( 22   vvI 。在[Lom94]中可以用一种

稍微不同的方式找到这个积分。因此，曲线 10 2}{


 bccI 对于 T0和 F0是不变的，其
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中 AAT :0 是 a.p.m.解析，与 C0和 00 TRF  有关。与小庞塞雷定理相联系，其中

一条不变曲线上点的焦散性为：当 0<c< 1时，为共聚焦双曲线；当 1<c<b2 +1时，

为共聚焦椭圆。c= 1时 foci )0,1( 。显然，foc不是光滑的曲线，但如果轨迹的某些

部分通过一个焦点，那么所有其他部分也会发生同样的情况。

点(0,0)和 )0,( 构成 T0的 2周期轨道，该轨道对应于椭圆的顶点(±a, 0)，因此(0,0)

是 F0的不动点。

设 AAR :* 是 ),(),(* vvR   所给的对合，那么
*

0
*1

0 RFRF 
，那么 F0

是可逆的。

F0的动态如图 3所示，其中与摆相图的相似之处清晰地显示出来。F0的主要性

质在下面的引理中列出。

引理 4.1 (i) P0=(0,0)是 F0和 Spec 1)1)(1(},,{)]([ 11
00   aaPDF  的鞍点。此

外，如果 lnh ，下列表达式成立:

)2/(cos)2/coth( hechbha  （4.2）

(ii) }0:)sin,{(   为 F0的分式。

(iii)所关联的时间-h哈密顿流

2/)1(sin),(
2
1),( 22  vvIvH 
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在间隔上插值 F0。

(iv) 如 果 ))(),(( tvt   ， 其 中 )arcsin(sec)harccos(tan)( httt  和

httv sec)(  ，则  的自然参数化为  (关于 F0)。

(v) 令 )()( htt   ，则

)2/(sec
))(())((
)(sin)(sin

00

hth
tt
ttb 







（4.3）

证明

(i) 我们知道 P0是由 F0固定的。令

),(2/))1()1[(2)()(),( 3
2222

000   OaaaaL

的生成函数: ),(),(:0 VvF  ，我们使用 122 ba 。由 L0生成的 F0隐式方程得

到

)0,0()]0,0()0,0([)0,0()0,0()]([ 0120220112100 LLLVPDFtrace 

简单的微积分就能得到 )1/()1(2)]([ 22
00  aaPDFtrace 。此外， 1]det[ 0 DF 。因此

1)1)(1( 1  aa 是 )( 00 PDF 的一个特征值。由 he ，得到 )2/coth(ha  和

)2/(cos12 hechab  。

(ii) 这是第一积分守恒的一个直接结果。

(iii) 使用引理 2.1 存在一个常数 ，使 IH  能验证(iii)。我们只需要验证

2
1

 。设 IJX I  为 I的哈密顿场，则












02
20

)( 0PDXA t

因此
2
1

 ，根据备注 2.2。最后，为了正确理解分色，确定符号，参见图 3。

(iv)通过对称性就可以证明它为  。我们注意到  是与 H和  )0( 有关的

哈密顿方程的一个解。因此(iv)是(iii)的直接结果。
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(v) 令 )sin,(  和 )sin,()sin,( 0 F 。点 )()(),( 000   是一

致的，因为 )sin,())sin(,( 0  T 和焦点是  中的点的焦散。此外，向量

)()( 00  和 ）（ 0,1)(0  与相同(见图 4)，因此

)0,1()(
)0,1()(

)()(
)()(

0

0

00

00














（4.4）

由于 )sin,cos()(0  ba ，利用式(4.2)，以及式(iv)中 )(t 的表达式，得到

)1),2/(sinh(
cosh2sinh/
1)0,1()(0 ht

t


因此

))2/(sec),2/(tanh
)0,1()(
)0,1()(

0

0 hthht 



（



现在，(4.4)的第二个分量给出(4.3)。

在这一阶段，需要指出的是，映射 F0验证(H)，并且我们有了关于 F0的分离块

的自然参数的显式表达式，从而完成了 Melnikov 函数的计算。利用第 2 节和第 3
节中开发的工具对不可积性进行深入的研究，可以得到大量的扰动。由于  和  之

间的对称性，我们将研究局限于 ))(),(()()(, tvttt    。

4.3 对称整体台球的不可积性
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设 }{ C 是椭圆 C0的任意扰动族，由依赖于 上的 2C 路径的分析曲线和关于点

O 的对称曲线组成。用

0Q 表示 )0,(0 aQ 

时 C 上最远的两个(相对的)点。利用 O

和

0Q 分别对应于(0,0)和 )0,( a 的相似度，初始族可以写成如下形式:

}1),,(:),{( 2

2

2

2
2'   yxP

b
y

a
xRyxC （4.5）

其中

(I) P在 x, y上是解析的，至少 C'在 上是解析的，

(II) ),,(),,(  yxPyxP 

(III) ),0,(),0,(  aPaP y

或者说，

}:)]),([sin,cos(),({' TbaC   （4.6）

其中

(i) 在是解析的，Cl至少在 是解析的，

(ii) 在中是 -周期的。

备注 4.3 当且仅当在中是偶数时，这种扰动保持系统的可逆性 R*。在这个特殊

的例子中，
'
C 有两个轴对称(由两个轴给出)，Melnikov函数是奇函数。这是迄今为

止研究的标准案例[Tab93, Tab941]。

由(III)可得  2sin),sin,cos(),sin,cos( bapbaP  ， p也满足(I)(II)。很

容易验证，在 的一阶，和 P之间的关系是由  2sin)0,(2)0,sin,cos( bbaP 

给出的。因此，如果 )0,,( P 是 x、y变量中的一个完整函数(分别是一个多项式)，

)0,(1  是一个完整函数(分别是一个三角多项式)。很明显，如果 1 =常数，
'
C 在

一阶是椭圆族。
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定义 4.1 设 }{ C 是椭圆 C0的扰动。我们说 }{ C 是一个非平凡的对称的整个(分别多

项式)当它可以把椭圆的扰动，利用相似之处,在(4.6)，此外， ),(:1  是一个不恒

定整个函数多项式(分别)。

设 T 为与 C 台球相关联的环空间映射，其中考虑的扰动是对称的整个扰动，令

 TRF  如 果  足 够小 ， C 是 解析 凸 闭 曲线 ， 则 1}{ F 是 生成 函 数

),(),(),,(  L 的解析 a.p.m.族，见式(4.1)，且

)](sin)([sin
sinsin
sinsin)0,,(),( 111 





 








 bLL

现在使用公式(4.3)，我们得到函数 f在(2.7)中的表达式如下

)(sec)( 1/  vhvvf hh 

从现在起，给定一个函数 v和一个数字 x, Ux代表这个函数 )()( xtvtvx  。

由于 1 是一个  周期函数，在 }0{\C 中存在一个解析的偶函数  ，使得

 ie)(1 。此外，利用引理 4.1， httie ti sec)sinh()(  ，从而很容易得到函数  1

的以下性质:

(i)对于所有 1 全周期和 -周期，函数  1 在 C中只有孤立奇点，奇点是集合

iZi  2/ 的点，因为只有在这些点 )(tie  达到 0和值

(ii)当且仅当  1 (即 5)是常数时，  1 的奇点是可移除的。

(iii)此外，  1 对于这些奇点是对称的。

由(i)， f对任意对称全摄动只有孤立奇点，可以进行不可积性研究。但是，在

开始这一研究和进一步研究之前，很容易安排 


Zn
hntf )( 和表达Melnikov势 L，

 


Zn
hntqtL )()( ，其中

)()/2(][ 2/2/2/2/  hhhh vvbavvq   （4.7）

(利用关系式(4.2)和双曲余弦的加法公式得到第二个等式。)
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定理 4.1 设 }{ C 是椭圆的任意非平凡对称扰动。那么 C 中的台球对于 10   是

不可积的。

证明 这就足以证明 F 是不可积的，因为对称台球的动力学等价于 F 的动力学。

由于 q也满足(P1)-(P3)的性质，因此定理 3.1可应用于  


Zn
hntqtL )()( 。利

用这个定理，就足以证明存在一些非零的不可积系数。从表达式(4.7)出发，利用  1

的 性 质 (i)， q 在 2/t 时 唯 一可 能 的 奇 点 是 2/:,2/: 112111 hzziz   和

2/: 1122 hzz  。特别地，我们注意到，对于所有整数 0n ，q在 hnz 11 中是解析的。

因此，不可积系数与奇点 11z 相关是 0),,( 11)1(1   jzqad jj 。

利用了 11z 中 2/hv 和 2/hv 是解析的，而不是零的性质。(i)的  1 ，证明 11z 是 q

的不可移动奇点，因此不可积系数 jd1 ；不可能全部为零。

备注 4.4 同样的证明对点 2/3 i 成立(而不是 2/i )。整个函数在 1 上的假设仅用于

保证对于 2/it p  或 2/3 it p  ，  1 在 t 上有孤立奇点，而对于 0n ，在 pt 上

hnt p  是解析的。

4.4 可逆的多项式的例子

4.1.1 一般情况下。为了执行Melnikov函数的显式计算，我们必须把自己限制在对

称的偏态摄动中。此外[Tab93，Tab94]，我们将注意力集中在可逆扰动上。因此， 1

是 一 个 偶 数 ( 见 备 注 4.3) 和 - 周 期 三 角 多 项 式 ， 我 们 可 以 这 样 写

 


N

n
n

nc0
2

1 )(sin)(  ，现在，用  


N

n
n

n hcthttv
0

2
1 )(sec)(),(sec))(sin()(  。

因此  12/2/)/2( hh vvbaq  是 i 周期的(即 T )，并且在 L 上有三个极点。这些极

点是 2/:11 iz  (2N阶)和 2/: 1121 hzz  ， 2/: 1122 hzz  (简单的)。

问题的不可积系数(3.11)，它可能不等于零，是

).,(),()12,,0(),( 22212011)1(1 zqreszqresdNjzqad jj   
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根据  1 的性质(iii)，很容易验证 q关于 2/)( 222111 zzz  对称，因此对于奇数 j ，

0,0 201  dd j 。此外，由于 v对于 11z 的对称性，使得函数 2/hv 和 2/hv 在 11z 附近的泰

勒展开式的偶系数相等。因此，对于所有 j， ),(),( 112/112/ zvazva hjhj    ，和

Njzvad hjj ,,1),(2 112/212,1   

因此，利用式(3.10)和式(3.11)可得到Melnikov函数




 



N

j

jhj t
j

iva
tM

1

)12(2/2 )(
)!12(

)2/,(
2)(


（4.8）

其中椭圆函数的参数已由 T 的关系(3.1)确定，见注 3.2。(关于椭圆函数的记号和

的定义，请参阅 3.1小节。)由于的对称性，我们注意到 t=0和 t=h/2都是 M为

0。
这个公式允许我们用有限的步骤来计算 Melnikov 函数。。我们只需计算数字

)2/,( 2/2 iva hj  ，在每个具体情况下。例如，很容易计算 N
N

hj abciva )1()2/,( 2/2   。

4.4.2. 一个特定的情况。对于 N = 1，公式(4.8)写为

)|2)(()2(4)('2)( 3
11 m

h
Ktcnsndn

h
KmabctabctM  

这种特殊情况(  3
101 sinsin)( cc  )已在[Lev93, Tab93, LT93, Tab94, Lom94]中

研究过。它对应于椭圆的对称和可逆四次摄动(见定义的介绍)。M在这种情况下只

有两个(简单的)0在[0,h): t = 0, t = h / 2，因此(见定理 2.1)存在两个同宿轨(横向)主要

摄 动 台 球 和 分 束 角 附 近 的 交 点 )1,2/()0(   ， 使 用 公 式 (2.10) ， 验 证

)()()](tan[ 2 OhA  ，其中

4
2 )2(4)0('

)0(
)0('

)(
h
KmcabM

M
hA 



4.4.3 接近圆的椭圆:一种特殊情况。设 )2/tanh(/1/22 haaba  为椭圆的偏

心率。如果椭圆接近圆(即  接近于零)，那么 h也接近于零，公式(3.5)在 T 的情

况下，有

)](1[64)(

)]()2[sin(32)(

//4
1

4

//4
1

3

22

22

hh

hh

eOehcabhA

eO
h
tehabctM
















（4.9）
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结果可以用  代替 h表示，但为了简洁，我们参考了著作[Tab93, LT93, Tab94]。

备注 4.5 值得一提的是，我们必须假设，h是固定的(虽然很小)， 0 。当这两个

参数依赖于 0,0,)(  hphh p 这样的势关系时，就面临证明渐近“Melnikoy

预测” )(~)](tan[ hAh p 的困难问题，正如我们在介绍中已经提到的那样。

4.4.4 接近圆的椭圆:一般情况。回到一般的 N，我们给出渐近表达式(4.9)的推广，

即接近圆的椭圆。

由于  


N

n
n

n thcttvt
0

12
1 )(sec))(()()(  ，我们可以将 Melnikov 函数(4.8)改写成


 


N

n

n

j
jnn jhtBctM

1 1
, ])!12/(),([2)( （4.10）

其中 )(),sec(),( )12(
11

12
2/2, tzhvahtB jn

hjjn


  。为了得到(4.10)的主项，我们必须研究

对于 j=1，…n，且 n = 1，…，N， ),(, htB jn 的阶数。

首先，我们将函数 2/hv 分解为主
p
hv 2/ 和正则 )( 2/2/2/

p
hhh vvv 

的奇异部分

2/1122 hzz  。
1

222/ )(  ztiv ph 。由柯西不等式可知，

2/hv 围绕 11z 展开的泰勒展开

式的系数为 O(1)，因为

2/hv 均匀地(当 h很小时)被限定在一个半径为 11z 的球中。因

此

  1)1(2/),(),(),( 1
112/112/112/   lOhzvazvazva il

hl
p
hlhl

此外， 11z 附近 12sec nh 的主成分为 O(1)，特别是 izha nn
n

1
11

12
)12( )1(),(sec 

  。最后，

我们使用渐近表达式(3.6)，考虑到 T ，我们推出

)]()/2[sin(2)1(

),(sec),()(),(

2/)32(1242

0
11

12
)12(112/12

)12(
,

2

hOhteh

zhazvathtB

hnjnjn

jn

l

n
jhl

j
jn














 
 

因此，当 n = N时，(4.10)的主导项就得到了，我们要找的一般渐近表达式是
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hhN
N

j

j
j

N
N

hhN
N

j

j
j

N
NN

eeh
j

cMhA

eeh
j

ctM

//)32(

1

12
62

//)32(

1

12
521

22

22

)!12(
)1([2)0(')(

}
)!12(

)1([{2)1()(

































我们注意到 
 

N

j
jj j

0
12 ])!12/()1[(  绝不为零( 是一个超越数)，因此M在周

期[0,h)中恰好有两个零:T =0和 T =h/2。如果足够小的话。因此，对于 10  h 。恰

好有两个 (横向 )主同宿轨道。而且，分裂角 )( 允许 h 很小但固定时，

)()()](tan[ 2 OhA  的渐近逼近。备注 4.5在本例中也适用。

5 标准映射

5.1 具有分隔的可积标准映射

对于函数 g，如果平面映射具有 ))(,(),( ygxyyxF  的形式，则称为标准映射。

如果 g是奇函数，则 F是 R-可逆的，其中 R是 R(x, y) = (y,x)的复合。当 g是 R上的

解析时，F是解析 a.p.m.，其生成函数为


X

dssgxXXxL )(),( （5.1）

如果 g是完整的，F也一样，因此它没有独立的元素[Laz88]。在[Sur891]中，Suris
弱化了 g的正则性，给出了三组可积的类标准映射。这三个族的第一积分分别是，

四次多项式在 x和 y中的函数，含有指数项的函数和含有三角项的函数。为了简洁

起见，我们将注意力集中在第一种情况上，但我们可以对其他两种情况进行完全相

同的研究。

很容易看到，经过重新缩放、归一化等处理后，所有带有一个分隔线到原点的

多项式族的映射都可以写出来









 11)

21
2,(),( 2yy

yyxyXxL （5.2）

Suris给出的对应的第一个积分是

])(22[
2
1),( 2222 yxyxxyyxyxyxI  

0 的映射(5.2)称为McMillan映射，在[GPB89]中研究了线性扰动下的映射。

图(5.2)有两个独立的部分  ,
  包含在能级中{I=0}，如图 5所示。
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P0=(0,0)， )( 00 PDF 大于 1 的特征值为 12   ，所以和往常一样，如果

lnh ， h 。使用引理 2.1，存在一个常数，使得与 IH  相关的时间- H哈密

顿流在分离点上插值映射。设 IJX I  是与 I相关的哈密顿场;然后


























21
10

)(
1

1
)( 0001 PDFBPDXA

因此关系式 hBeA  得 2/12 )1(   (见备注 2.2)。因此，我们要用的第一个积分是

])(22[
1

1),( 2222
2

yxyxxyyxyxyxH 


 


现在，求解与 H有关的哈密顿方程{H= 0}，我们得到了分离  的自然参数化

}:))(),(()({ Rttxhtxt   

其中

acbc

ba
bt

ctx









22

2

1

)1(1
cosh

)(




 （5.3）
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我们注意到



   ,, (特别地， 0 的情况从此是对称的
  )，所以

我们只研究
  , 和  xx 。

在这种情况下，(2.4)中的函数 g对于所有整个(分别为矢量多项式)摄动 F1只有

孤立奇点(分别为亚纯函数)。因此，对于 )( 2
10  OFFF  一类具有 x和 y上矢量

多项式 F1的解析微分态，可以显式计算Melnikov函数。另外，如果 F 是一个 a.p.m.，

1F 是一个完整的函数，那么可以直接应用定理 3.1来研究不可积性。

我们现在考虑标准类映射族

Ryp
yy
yyxyyxF 



 




 11))(
21

2,(),( 2 （5.4）

 是 p 的初始点，即 0)0(  。利用式(5.1)， F 的生成函数 ),,( XxL 具有

)(),( XXxL  的形式(2.5)。因此 ))(())(),(()( 1 txtxhtxLtf  对任何整个函数只

有孤立奇点 。因此 }{ F 验证定理 3.1 假设，如果 p是一个完整的函数。这使我们

能够证明下面的结果。

定理 5.1 如果 p 是一个非恒等于零的完整函数，则映射 (5.4)是不可积的对于

10   。

证明 可以充分看出，问题的不可积系数不可能都是零。

2L 中 x的极点是

pit ，其中 ),0( 

pt 和 )2,( 
pt 由 )1,1(/  bit p 决定。由

于 xf  和 是一个完整的函数，它恰好是 f在 2L 中的奇点。因此，没有不同的

奇点其差是 h的倍数(实际上是一个实数)，因此在(3.11)中的每一个和只有一项。因

此，不可积系数(3.11)都是零当且仅当 f是 2L 上解析的，或者等价地(使用 f的 2 周

期性)，当且仅当 f是一个完整的函数。但是 f不能是一个完整的函数，因为 是一

个非常数的完整函数。这样证明就完成了。
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备注 5.1 为了应用不可积准则，我们只需要 xf  在 C中只有孤立奇点。因此，

 不是绝对必要是一个完整的函数，尽管它是最简单的情况来研究，因为奇点很容

易找到。

5.3 例子

5.3.1 可逆多项式标准摄动。为了说明显式计算的简单性，我们将注意力集中在 R -

可逆和多项式标准样摄动上。由于可逆性， 0 ，p是奇数，这些映射在第一象限

的平分线上有一个主同宿点。我们给出了这一点的分裂角的表达式

由于摄动是多项式奇的，我们写  


N

n
n

n ycyp
1

12)( ，所以  


N

n
n

n nycy
1

2 2/)( 。

利用(5.3)中的 0 ，我们得到 )()sinh()( tscehhtx  。因此 ))(( txf  是 i -周期的(即

T )，并且在 L 中只有一个极点 2/11 iz  (2N 阶 )。而且，对于奇数

）2/,(, ifaj j  ，因为 f是关于 2/i 对称的。现在公式(3.10)和(3.11)给出Melnikov函

数




 



N

j

jj t
j

ifa
tM

1

)12(2 )(
)!12(

)2/,(
)(


（5.5）

其中椭圆函数的参数由(3.1)与 T 的关系确定，见注 3.2。我们注意到 t=0和 t=h/2
都是M 的 0，这是由于的对称性，这个公式允许在有限的步骤中计算 Melnikov

函数。我们只需要计算数字 Njifa j ,,1,2/,(2  ） 的每一个具体的情况。例如，很

容易计算 Nhcifa N
N

N
N 2/)(sinh)1(2/,( 2

2  ） ，特别对 p(y)=y (N=1, c1 =1)有

)|2)((sinh)2()('
2

sinh)( 23
2

m
h
Ktcnsndnhm

h
KthtM  

这一特殊情况已在[GPB89]中进行了研究。我们的结果与这里给出的结果一致，除

了乘法因子(由于使用的第一个积分之间的差异)和符号(由于在自然参数化中使用的

不同意义)。因为M是奇数)。在这种情况下，M在周期[0,h]中只有两个(简单的)零:t=

0和 t=h/2。因此，当 0 ，p(y)=y时，映射(5.4)恰好存在两条横向主同宿轨道，如

果  不为 0 但足够小。零 t=h/2与第一象限平分线上 )2/(h 附近的同宿点和(2.10)

有关。这一点的分裂角 )( 验证了 )()()](tan[ 2 OhA  ，其中
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5.3.2 Meakty 夸张的例子。当原点为无扰动映射的弱双曲不动点时(即当 10  h

时)，对 T 应用式(3.5)
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回 到 一 般 的 N， 我 们 可 以 给 出 以 前 的 渐 近 表 达 式 的 推 广 。 由 于

)(sec)sinh()( thhtx  ， 所 以 )(2 tx n 在 2/i 附 近 的 主 项 是 )( 2nhO ， 特 别 是

)(sinh)1()2/,( 22
2 hixa nnn
n   。由这些结果和(3.6)式在 T 时应用，很容易得到

Melnikov函数的主导项(5.5)。一般的渐近表达式为
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后两个公式的误差 )( 2nhO 均大于前一个公式的误差 )( /2 heO  。然而，在任何情况下

都有可能得到具有指数级小误差的公式，但如果 N很大，则需要进行繁琐的计算。

例如，当 p(y) =y3时，推导 A(h)的公式并不困难:

]1[
)2/(sinh6

)2/(cosh)(sinh])2(1[)2()( //
2

42
24 22 hh ee

h
hh

hh
hA   

就像在台球中，讨论或评论 4.5仍然有效，

5.3.3。一个耗散的例子。我们已经见过几个例子，Melnikov函数在 lnh 时指数小，

当 0h 。这是保留摄动的典型现象，但如果保守性质被摄动所破坏，那么这种现

象，一般来说，是不会发生的。作为本索赔的样本，我们选择以下案例(研究在[GPB89]
中):

1)
1
2,(),( 2 


 
 x

y
yxyyxF (5.6)
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(5.6)的雅可比矩阵是  1)(J ，因此(5.6)对于 0 是耗散的，我们不能期望找到

它的生成函数。尽管如此，利用式(2.3)和式(2.4)仍然可以对Melnikov函数进行显式

计算，我们得到

)(sec)sinh()())(()()()( thhtxhttxtghntgtM
Zn






首先，我们注意到g是 i -周期的(即 T )，并且研究了g在 L 中的复奇点是 2/i (双

极)和 2/ih  (单极)

higahigatihga sinh)2/,(cosh)2/,()2/,( 211   

现在，利用 T 的式(3.3)和求和公式(3.8)，得到Melnikov函数

)21(sinh2cosh2)2(sinh)2(

)2/('sinh)]2/()2/([cosh)(

22

h
KE

h
hh

h
Kthdn

h
Kt

tihtitihhtM



 

这一结果与[GPB89]中给出的结果一致，除了前面提到的乘数因子和参考文献中最

终公式(B.12)中的一个小错误。符号是相同的，因为 M是偶数。

当 h足够小时，M没有实零，因此对于固定的小 h和足够小的 ，摄动不变曲

线不相交。

我们把 M分为均值部分和振荡部分: )()( tMMtM oscillmean  很容易得到它们的

表达式:

])2([sinh)2()(

)coshsinh(2)(

22
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h
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h
h
hdttMhM

meanoscill

h
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不难证明 oscillM 在 h中呈指数小，而 meanM 不是，因此我们给出了Melnikov函数在 h

中不呈指数小的例子。

备注 5.2 事实上，在通常的亚象性假设下，h的振荡部分总是指数小的。在 a.m. p.
的情况下Melnikov函数也同样如此，从那时起，它的均值是零。
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