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人脑 1-2、电网 3、耦合激光器 4阵列和亚马逊雨林 5,6都具有多重稳定

性的特点 7。这些系统保持在许多稳定状态中最理想状态的可能性取

决于它们对显著扰动的稳定性，特别是在由不理想状态填充的状态空

间中。在这里，我们声称传统的基于线性化的稳定性方法过于局部，

无法充分评估状态的稳定性。取而代之的是，我们将其量化为盆地稳

定性，这是一种与吸引盆地体积相关的新测量方法。盆地稳定性是非

局部的、非线性的、易于应用的，甚至对高维系统也是如此。它为神

经网络和电网令人惊讶的规则拓扑结构提供了一个长期以来广受追

捧的解释 8–10，而这些拓扑结构仅仅是基于线性稳定性的理论描述 11

–13。我们预计盆地稳定性将为复杂系统研究提供一个强有力的工具，

包括多稳态气候要素的评估 14。

复杂系统科学在很大程度上依赖于线性稳定性分析，在线性稳定性分

析中，动态系统的状态（更准确地说，它的动态状态）基本上是通过

检查状态环境中势能函数的优势曲率来评估的（用李雅普诺夫指数表

示）。曲率的绝对值度量了小扰动后收敛或发散的速度，其符号表示

状态稳定或不稳定。这种基于线性化的考虑本质上是局部的；因此，

它们不足以量化一个状态在非小扰动下的稳定性。从这个意义上说，



稳定性的量化需要一个全局概念：一个状态的吸引域 B 是状态空间中

的一组初始点，从这些初始点开始系统收敛到这种状态。对盆地的全

面了解将使我们能够充分评估国家的稳定性：人们可以将扰动分为允

许扰动和不允许扰动。见图 1。

然而，盆地是一个复杂的整体 15，特别是在高维度上很难勘探。因此，

这里我们关注一个单一但基本的属性：盆地体积。参考文献 16的作者

将一个州吸引盆地的体积解释为到达该州的可能性的度量，也就是

说，作为该州相关性的度量。几乎等价地，我们把盆地的体积理解为

在任何随机的、可能的、非小的扰动之后恢复到状态的可能性的表达

式。这产生了第二种解释：盆地的体积量化了一个状态的稳定性。据

我们所知，这种解释还没有在复杂系统科学中得到应用。我们将基于

盆地体积的稳定性量化称为盆地稳定性 BS 。

对于气候倾翻元件 14，了解理想（即当前）状态对扰动的稳定性尤其

有用。亚马逊雨林就是其中一个倾覆元素，它大概有两个稳定的状态：

目前肥沃的森林状态和贫瘠的草原状态 5,6。过渡期将释放大量二氧

化碳，这些二氧化碳被捕获到丰富的植被中。亚马逊双稳态产生于一

个积极的反馈：深生根树吸收土壤中的水，并将其传递到大气中。因

此，一个地区的森林覆盖增加了总降水量，改善了其自身的生长条件。

因此，如果森林覆盖超过某一临界阈值，相当干旱的地区（即降水流

入较弱的地区）仍有可能支持森林生长；如果森林覆盖率低于这个门

槛，该地区将失去所有的树木。



图 1思维实验：大理石轨道上的大理石。将轨道浸入高粘性流体中，使系统的状态空间为一

维。虚线箭头指示大理石从每个位置滚动的位置。A、 B 和 C 标记固定点。只有 B是稳定的。

绿色酒吧。表示 B 的吸引池 B。如果大理岩从 B 扰动到盆地内的 a 状态，它将返回 B。这种

扰动是允许的。对盆地外的状态的扰动是不允许的。虚线抛物线显示了 B周围的局部曲率，

与盆地大部分地区的真实大理石轨迹很不吻合。

这在概念模型中进行了总结（见补充信息），

这里，C是相对森林覆盖率，如果 critCC  ，则随着饱和率 r增长，随

着饱和率 x死亡（假设 r > x >0）。 critC 是临界森林覆盖阈值。该模型有

两个平衡点，森林状态 FC =1- x / r和热带稀树草原州 SC =0。平衡 FC（分

别为 SC ）存在，当 FC > critC （分别为 critC >0）时是稳定的。假设 critC 随

干旱度 A 线性增加，我们得到图 2 所示的状态图。

全球变暖可能会加剧干旱，最终导致干旱在森林状态消失的分岔

点 critA 之外。随着干旱度的增加， FC 状态吸引盆的体积缩小，这表明

森林状态在受到扰动时变得不太稳定 critA 。事实上，由于盆地稳定性

的降低，一个大的扰动，比如强烈的森林砍伐，可能会在干旱达到顶

点之前很久把这个系统推到稀树草原状态。关键是，没有这一点通过



线性稳定性来反映，线性稳定性仅通过稳定性系数 rxCF F )(' 来判断

森林状态 FC 随着干旱度的增加，保持不变。

这意味着，首先，没有临界减速。事实上，线性预警信号 17在这种

具有强非线性的系统中是不存在的。其次，由于它们的高度局部性，

线性稳定性和小扰动收敛速度并不能说明 FC 对非小扰动的稳定性扰

动。它们是不可靠的代理，与先前的观察 17、18相矛盾。

请注意，这两种效应也可能出现在简单的机械系统，如阻尼驱动（见

补充资料）。显然，需要全球稳定概念。

这样的全局稳定性概念可以包含势能函数：较深的谷将对应更稳定

的状态（图 1）。然而，许多相关（耗散）系统可能无法获得能量函

数。此外，盆地边界上的能级估计在高维上的数值代价很高。有人提

出了另一种方法，即根据吸引盆地在特定方向的宽度 19,20对稳定性

（或恢复力，在最初的术语中）进行全局量化。这一概念激发了对复

杂社会生态系统的大量研究。然而，它所暗示的稳定性度量“即使在

模型中也不那么容易量化”18。一个原因是，在具有许多状态变量的

系统中，不可能确定一个最相关的方向来测量盆地的宽度。我们的盆

地稳定性提供了两个重要的改进：首先，它遵循基于体积的概率模型

与扰动强度和方向的自然不确定性相容的方法；其次，它提供了一种

稳定性的度量，这种度量即使在高维系统中也很容易定义和量化（见

方法）。

盆地稳定性对高维系统的适用性使我们能够解决长期困扰复杂

网络科学的难题。这一领域的研究人员努力了解网络的拓扑结构为其



功能和健壮性服务 21,22。在多稳态动态网络中，同步状态与交替的非

同步或部分同步状态竞争 11-13,23。例如，在电网中，所有组件必须以

相同的同步频率运行，以实现稳定的功率流，并避免破坏谐振效应 3。

在大脑中，神经交流 24和记忆过程 25、26都非常依赖神经元的同步放

电。这意味着，尽管同步也与帕金森氏震颤等病理状态有关，但支持

同步的功能能力对大脑和电网同样重要。这两种网络的问题在于，它

们的真实拓扑结构与理论预测的完全不同。

图 2 双稳态风格化森林-稀树草原模型的状态图。虚线箭头表示在给定的干旱度 a 下，系统

状态森林覆盖率C将从某个初始状态移动到哪里。绿色（浅黄色）区域是森林（稀树草原）

州 FC （ SC ）的吸引盆地。实心圆表示平衡的出现或消失。

理论如下:如果要保持动态网络的同步状态，就必须对扰动保持

稳定。一项基于线性化的开创性研究 11表明，对于由相同振荡器组成

的网络，同步状态的稳定性可以直接从反映耦合拓扑的拉普拉斯矩阵

中推断出来（见补充资料）。实际上，对于许多类型的振荡器，如果

拉普拉斯的最大和最小非零特征值之比 min/maxR  小于振荡器特

定的稳定阈值 1/2   ，则同步状态是稳定的，前提是耦合强度从稳

定区间 ax/2min/1sI m ， 中选择。比率R被称为网络的同步性。具



有较小R的网络被认为更具同步性 12。为了确定特别可同步的网络是

什么样子，研究人员 13采用了 Watts-Strogatz 图生成模型 8，发现当

模型从规则格（模型参数 0P ）调整到随机图（ 1P ）时，同步性表

现出强烈的单调改进（图 3a）。

因此，根据基于线性稳定性的同步性，依赖于同步功能的真实网

络在理想情况下应该看起来像随机图。然而，从瓦茨-斯特罗加茨模

型的角度来看，神经网络和电网表现出的小世界拓扑结构远比随机图

8-10更为规则。事实上，在构建功能良好的同步网络时，自然和文明

似乎避开了预测的随机性。理论和观测之间的这种差异给网络研究留

下了一个长期的难题。

为了补充这一理论，我们将盆地稳定性应用于 Watts-Strogatz

网络的集合，这些网络由聚合 Rössler 振子，其中节点 i处的动力学

服从

在耦合常数K、拉普拉斯矩阵 L、 0.7c,2.0 Ba 的情况下，每个这样

的网络都有一个同步状态，其中所有节点遵循相同的轨迹。当网络的

同步能力 85.371/2  R ，和其中 ax/2min/1sIK m ， ，其中

663.421232.01   ， 。然而，R的水平并不能量化这个过程的稳定性。

同步状态是针对扰动的。为了解决这个尚未提出的问题，我们对每个

网络估计了几个 sIK 的同步状态的盆地稳定性 BS ，并计算了平均



sIKKBSnBS  )(mea （见方法）。最后，我们在集合上平均 BS ，以

获得预期的盆地稳定性 BS 。我们发现，与同步性形成鲜明对比的是，

随着网络变得越来越复杂，预期盆地稳定性呈指数级下降随机（图

3a，b；有关定性解释，请参阅补充信息）。因此，在更规则的网络中，

同步状态更稳定。

图 3 Watts-Strogatz 混沌振荡器网络的同步性和盆地稳定性。a.预期同步性与

Watts-Strogatz 模型的参数 p。y轴标度反转表示 p增加改善。b.预期流域稳定性  BS 与

p。灰色阴影表示一个标准偏差。虚线显示了一条指数曲线，与 15.0p 的总体结果相吻合。

实线是眼睛的向导。图中所示为 100N 振荡器 Rössler 类型，平均每个都有 8k 个邻居。

大氮和不同钾产量的选择定性相同的结果。有关详细信息和主要特征的定性解释，请参见方

法和补充信息。

这为谜题增加了一个关键的部分，我们推测，使其解决方案出现

（图 4）：在同步网络中，同步状态尽可能稳定的功能需求促进了拓

扑规则性。因此，在网络演化过程中，同步性优化和盆地稳定性同步

优化是两种对立的力量。他们的竞争以一种拓扑权衡而告终：小世界。



在这里，我们介绍了盆地稳定性，一个新的普遍稳定的概念。我

们看到了许多重要的应用，特别是细胞调节网络，其致癌基因表达谱

与高维多稳态空间中的癌症吸引子有关 28。与线性稳定性一样，盆地

稳定性是确定性系统的一个特性，不包含可能影响它的外部扰动的信

息。因此，它可能通常有希望在概念上将盆地稳定性与扰动的非均匀

分布结合起来。通过引入合适的概率概念，盆地稳定性也可以应用于

随机系统。

图 4 系综结果与真实网络的拓扑比较。圆代表了具有 100N 、 10k 和重连概率

}0.1,...,15.0,1.0,05.0{p 的 watts-Strogatz 网络的结果（ p从左到右递增）。圆的面积与期望

值成正比盆地稳定性 BS ，颜色表示预期的同步能力  R 。正方形代表真实世界的网络，据

报道，这些网络表现出小世界的拓扑结构（补充表 1S ）。我们选择了 L 和 C ，这样就可以

比较不同大小的网络的平均最短路径 L和聚类系数C，这些都是小世界的特征 8。（ L , C ）

=（0, 0）标记正规网络，而( L , C )=(1, 1)标记随机网络。小世界网络位于左上象限。参

见方法和补充信息。

方法

美国 Watts-Strogatz 网流域稳定性的估算 Rössler 振荡器。

Watts-Strogatz 网络的结构如下 8：从一维开始N个节点的环，其中

每个节点都连接到它的 k个最近邻，通过重新选择一个，每个边以概



率 p独立地重新布线它的端点是随机的。用 0p 生成的 Watts

Strogatz 网络（ 1p ）具有规则（随机）拓扑。 p的中间值产生一个

小世界拓扑。

在给定的网络中，节点 ),...1( Nii  处的动力学） 由耦合的 Rössler

方程(1)-(3)。 ax/663.4min/1232.0sIK m ， ，我们要估计同步州吸引

物 B盆地的体积。高维度带来了挑战。如果B是一个有界凸集，它的

体积可以用现在最好的算法 29按 )4(nO 时间步估计，其中 Nn 3 是状态

空间的维数。我们有 100N ，所以这在数字上是非常昂贵的。在任何

情况下， B都不是凸的 Rössler 网络（见补充信息）。因此，我们退

回到一些可行的方法：我们在相对意义上估计 B的体积，测量盆地稳

定性为 ]1,0[)(/)(  QVolQBVolQBS ，其中Q是具有有限体积的状态空

间的子集。

更具体地说，我们对T初始条件的系统方程进行了积分，这些初

始条件是从Q中均匀随机抽取的。我们计算到达同步状态（另一个可

能的吸引子为无穷大）的初始条件的个数，并估计 QBS  为 TM / 。观

察到这是一个重复的伯努利实验，我们推断，估计带有一个标准误差

T

QBSQBS
e

)1( 


例如，在 500T 时，绝对值 023.0e 。

相对而言，当 10/QBSe  时， 6/1QBS 。Q的选择应确保 QBS  的值

通 常 超 过 该 水 平 。 我 们 对 上 述 结 果 的 选 择 是 NqQ 和

]35,5[]15,15[]15,15[ q 。注意，包含 Rössler 吸引子。我们还研究

了 q的其他选择，例如 N]8,8[]8,8[]8,8[  但观察结果无质量差异。因



此，在图 3中陈述 SB时，我们抑制下标Q。

对于集合中的每个网络，我们估计 10个不同等间距值 sIK 的盆

地稳定性 SB，并平均得到平均盆地稳定性 SB。

对于由二维 Watts-Strogatz 模型和另一个改变链路长度分布的

模型产生的网络，结果在性质上没有区别 30。补充资料提供了这方面

的详细情况。

不同规模小世界网络的拓扑比较。选择图 4 的轴，以便可以比较不同

的真实世界网络，而不受网络大小对平均最短路径 L和聚类系数C的

扭曲影响。L和C已被广泛用于表征小世界 8。我们用 L 和 C 作图，其

中 )/log(/)/(log1 RXLXRXXX  ,其中 LX  或C。 RL （或 RC ）是相同大小的随

机网络（或规则晶格）中相应数量的值。 X 计算相对于 LX 和 RX 之间

的数量级，X 离开 LX 的数量级。这边( L , C ）=（0,0）标记正规网络，

而( L , C ）=（1,1）标记随机网络。小世界网络有 8个 RLL 和 RCC  ，

因此位于左上象限。见补充资料。
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