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爆炸同步的出现被报道为一阶 Kuramoto振子复杂网络中的一种

突变。在这封信中，我们证明了一个二阶 Kuramoto模型中的节点向

一个同步的宏观状态进行了级联跃迁，这是一种我们称之为簇爆炸同

步的新现象。我们提供了一个严格的分析处理使用不相关网络的平均

场分析。我们的发现与数值模拟吻合良好，从根本上加深了对同步微

观机制的理解。

在过去的几年中，许多研究致力于研究网络组织对动态过程的影

响，如随机游动[1]、拥塞[2,3]、流行病传播[3]和同步[4,5]。关于耦合

振子的同步，已经证明这些结构中集体行为的出现取决于底层网络的

连通性模式。例如，通过平均场分析，已经发现 Kuramoto振荡器显

示到同步状态的二阶相变，其临界耦合强度取决于网络拓扑结构[5]。

最近，在 SF网络中观察到相位同步的不连续转变[6–9]。这种现

象被称为爆炸性同步，被证明完全是由网络拓扑结构和每个振荡器的

固有动力学之间的微观关联引起的。更具体地说，Go´mez-Garden˜ez

等人[6]认为固有频率与网络的度分布正相关，将每个振荡器的固有

频率定义为等于其连接数。



在这封信中，我们将[6]中使用的一阶 Kuramoto模型扩展为二阶

Kuramoto模型[10–13]，考虑到每个节点的固有频率与其阶数成比例

[14–16]，我们对其进行了修改，以分析全局同步。在这个模型中，我

们发现了一个不连续的相变，其中小度数节点同时加入同步分量，而

其他节点则根据其度数依次同步（与[6]中所有节点突然加入同步分

量不同）。这是一种新的现象，我们称之为簇爆炸同步。

通过发展平均场理论，我们导出了产生与不相关网络同步滞后行

为相关的上、下临界耦合强度的自洽方程。分析结果与数值模拟结果

吻合较好。此外，我们还发现降低网络平均频率和提高耦合强度是导

致簇爆炸同步的关键因素。

二阶 Kuramoto模型由以下方程组组成[10–13]：

其中 i 是振荡器的相位 Ni ,...,2,1 , 耗散参数， i 以给定概率密度, 分

布的固有频率 )(g , ij 耦合强度和 ijA 网络邻接矩阵的元素。这里我

们假设所有连接都具有相同的耦合，从而导致均匀的耦合强度  ij 。

为了研究动力学和结构对全局同步的影响，我们假设

其中 ik 是节点 i的度数，  k 是网络平均度数，D是比例常数。平均场

分析使我们能够研究模型的动力学。

我们遵循[17]中提出的连续极限方法，并假设网络中节点之间的

相关性为零。表示 ),,( tk  表示在 t时刻具有相位的 k阶节点的分数。

分配型 ),,( tk  ，根据标准化 。



在不相关网络中，随机选取的边在时间 t时连接到 k阶相位节点

的概率由  ktkkkP /),,()(  ，其中 )(kP 是学位分布，  k 是平均学位。

对于网络，序参数 r被定义为 
i
ik

tie
i
ik

tire /)()(  。在连续体极限中，

这会产生

其中 mink 是网络的最小度数， 是平均相位。当相位随机分布时， 0r 。

另一方面，当振荡器以相似相位演化时， 1r 。

求写出方程（1）的连续极限形式，其固有频率为 )(  kkD ，常

数关于平均场量 r和 ，我们将式（3）的两边乘以 ie ，取虚部，得

到

这和描述阻尼驱动摆运动的方程是一样的。

为了得到同步的充分条件，我们选择了一个与系统平均相位 旋

转的坐标系，定义了 )()()( ttt   . 代入变换变量 DrC /)()(    ,

转化为运动方程式（4）,我们得到

方程（5）可以解释为[6]中最近提出的模型的二阶情形的扩展。

文献[6]中研究的一阶 Kuramoto模型只有在考虑 SF拓扑时才会出现

滞后现象，其中每个节点的固有频率与其阶数成正比。相比之下，已

知由二阶 Kuramoto模型描述的系统呈现滞后，与自然频率分布的选

择无关[18,19].



为了得到方程（3）的同步解存在的充分条件，我们导出了序参

量 r的自洽方程，它可以表示为对平均场锁相的振子的贡献 driftr 和非

锁定漂移振子的贡献之和即 driftrlockrr  。

锁定振荡器的特征是 0  在一定的范围内拥有度 ]2,1[ kkk 每个

锁定振荡器都有一个依赖于 k的恒定相位

是与时间无关的单峰分布。对于锁定振子，我们得到

另一方面，在静止状态下，漂移振荡器的相位随周期T旋转，因

此它们的密度 ),,( tk  。这意味着 ，在式

（3）中，并根据[18]进行一些数学运算，我们得到

序参数 r由等式之和(6）和（7）决定。

众所周知，当变化时，受式（4）给出的运动方程约束的系统

会呈现滞后现象[18,20]。因此，我们在下面考虑两种不同情况下的

系统动力学(i）增加耦合强度。在这种情况下，系统启动时没有同步

0r ，并且随着增加，接近同步状态 1r (ii）降低耦合强度。现在系

统从同步状态 1r 开始，随着的减小，越来越多的振荡器失去同步，

落入漂移状态。

对于耦合强度增加的情况，同步状态在越过阈值 I
c 之后出现。

这里我们导出了自洽方程，它允许我们计算 I
c 。为了做到这一点，我



们首先研究了在平均场中夹带的振子的 k阶范围是如何依赖于 . 为

方便起见，我们将式（5）中的时间标度改为 t，从而得出

图 1（彩色在线）。摆锤的参数空间[式（8）]。绘制的是外部恒定扭矩与阻尼强度

。红色区域表示产生全局稳定不动点的参数组合。在白色区域，只有一个稳定的极限环存在。

黄色表示双稳定区域：不动点和极限环都是稳定的。

我们定义 和 变量 是阻尼强度，I 对

应于恒定转矩（参见阻尼驱动摆[20,21]）。时间尺度的变化允许我们

利用梅尔尼科夫的分析[21]来确定积分的范围 ]2,1[ IkIkk 的计算中

driftIrlockIrIr  。

利用Melnikov的分析[18,20,21]，我们发现，对于 I >1，等式（8）

只有一个稳定的极限环解（见图 1）。如果 1/4  I ，系统是双稳态



的，同步态与极限环解共存。如果耦合强度进一步小幅增加，则同步

状态只能存在于  /4I ，其中式（8）具有稳定的定点解，即使阻尼

值接近[18,20,21]。通过求解不等式 1 ，我们得到了锁相振荡器 Ik 的

以下范围

其中

如果我们现在将式（9）代入自洽式(6）式和（7）式得到 I 和 I
c 。

当耦合强度减小时，振荡器开始于锁相同步状态，在阈值 D
c 之

后达到异步状态。为了计算阈值，我们再次研究了锁相振荡器的 k阶

范围。施加式（5）中的锁相解，我们得到 ，并发现

锁定振子是以下范围内 k阶作为 r 函数的节点

这使得我们可以从自洽方程计算(6）和（7）的 Dr 和 D
c 。

为了验证我们的平均场分析的有效性，我们对模型进行了数值模

拟 1.0 和 1.0D 以 N=3000为特征的 SF网络上的， 5min10  kk ， 。

以及 。同样，由于我们预期滞后，我们必须区分两种情况：

首先，我们从 0 逐渐增加，计算递增阶参数 1.0 ，其中我们知道

。第二，我们从 0逐渐减少 1.0 ，

这一次计算降阶参数 0 。在每一步之前，我们模拟系统足够长的时间，

以得到一个吸引子。



根据图 2，模拟的序参数 r的依赖性确实显示了预期的滞后：对

于增加 I
c ，到同步的不连续转变发生在远大于阈值的 I

c 处减少的向

后转换的 D
c 。为了将这些模拟结果与我们的平均场分析进行比较，

我们同时求解方程(6），（7）和（9）[分别方程式(6）（7）和（10）]

分别减少）的情况下，数字获得分析曲线的 r。

溶解过程的关键成分是 )(C 我们从模拟数据中检索到的。更具

体地说 )(C 这取决于   , ，我们假设（i） 0)( C ，在过渡到同步之

前，当节点独立振荡并产生不变的零平均场时，（ii） DC /)(   

 在过渡到同步之后，因为同步节点占据主导地位并产生一个以恒

定频率旋转的平均场，我们从模拟中获得了该平均场，参见图 3。图

2显示，我们的平均场分析非常好地预测了临界阈值 I
c 和 D

c 。

图 2（在线彩色）。数值结果与解析结果的比较。所示为增加（减少）的顺序参数，基于：（i）

模拟、红（蓝）线和（ii）自洽方程(7） 和（6）具有式（10）中的同步度[式（9）中的 Dk ]，

绿色（黑色）线。



图 3（彩色在线）。数值模拟结果表明，随着耦合强度的增加。红线表示平均值 )( , 红色

阴影表示其标准偏差。插图包含耦合强度为 0.8 时的周期性时间序列。

当转换到同步发生了吗？如前所述，通过进入方程的平均频率

是 )(C 一个至关重要的数量。为了了解不同的节点对的贡献，为

了增加 ,我们计算了 k，得到了所有节点的平均频率如下所示：

。如图 4（a）所示，相同度的节点形成簇，从

小度开始依次加入同步组件。这与[6]中观察到的不连续相变形成鲜

明对比，其中平均频率 k 在同一时间跳到  k 。我们称这种新观

察到的现象为团簇爆炸同步。

在图 4（b）中，我们展示了作为耦合强度函数的同步度范围的

上下限 Ik1 和
Ik2的演变。分析和仿真结果再次吻合良好。注意 Ik1 和

Ik2的

演变过程中的不连
续
性，这导致了图 2 中的不连续转变。对于 I

c  ，

我们保持下限 Ik1 保持不变，同步节点的上限 Ik2与 [图 4（b）]呈线

性增长。

总之，我们证明了在二阶 Kuramoto模型中发生了团簇爆炸同步

跃迁。与以往的爆炸同步研究一样，动力学（节点的固有频率）和局

部拓扑（节点的阶数）之间的相关性是爆炸同步的必要条件。利用固



有频率与局部拓扑的关系，首次提出了不相关复杂网络中基于平均场

方法的簇爆炸同步的解析处理方法。我们的模拟结果与理论相符。此

外，我们还证明了相同阶数的节点簇从小阶数开始依次加入同步分

量。我们的发现增强了对系统宏观状态下簇爆炸同步的理解，其应用

将对更大网络中簇的检测产生重大影响。此外，我们的第一个分析处

理可以扩展到应用领域[10–13]，其中使用二阶 Kuramoto振荡器是

相关的。

图 4（在线彩色）(a） 随耦合强度增加的数值模拟结果。所示为不同程度的节点相对的平

均频率(b） 模拟和平均场分析的同步度。
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