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盆地稳定性是复杂系统研究中的一个普遍概念，它以吸引盆地的

体积代替传统的线性化方法。它在现实系统中有着广泛的应用，特别

是在具有多重稳定现象的动力系统中，更普遍地存在于诸如神经元放

电、气候过程和电网等延迟动力学中。由于初始值空间的无限维性质，

如何正确地定义时滞动力学的盆地体积仍然是一个基本问题。本文提

出了一种将无限维初始状态空间投影到有限维欧氏空间的方法，该方

法通过将初始函数沿不同的正交基或非正交基展开。本文提出了延迟

动力学中盆地体积的广义概念和一种高度实用的计算算法，并采用交

叉验证方法对延迟动力学中的吸引盆地进行了数值估算。我们将此方

法应用于研究几个具有生物或物理意义的典型系统，包括具有多稳态

的延迟 Hopfield神经元模型和具有同步动力学的延迟复杂网络，展示

了此方法的潜在适用性。

线性稳定性理论在复杂系统科学中占有重要地位，它描述了系统

在受到小扰动后的稳态（如平衡点和周期轨道）的长期行为。这种基

于线性化的方法在理论上和实际中都有许多应用，通过确定稳态是否

稳定（根据 Lyapunov指数的符号）[1]。然而，由于这种方法的局部

性，它只在扰动被限制在很小的范围内时才有效。由于非小扰动在实

际系统中无处不在，因此需要开发一种补充线性稳定性范式的全局方
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法。尽管经典的具有不变性原理的 Lyapunov函数方法可以作为[2-6]

的候选方法，但这种方法通常需要精细的构造技术，并且高度依赖于

所研究系统的精确形式，具有一定的理论意义，但缺乏广泛的实用价

值。幸运的是，孟克等人最近提出的盆地稳定性（BS）成为了一种

全局方法，它使用吸引盆来完全评估稳定状态的稳定性[7]。这种方

法着重于吸引盆的体积，作为在受到任何随机扰动[8]后恢复到稳定

状态的可能性的度量，从而解释了在概率意义上稳定状态的程度。

BS方法已成为复杂系统研究的有力工具，并已成功应用于许多

科学领域，尤其是在具有多稳定性的系统中。事实上，多稳定性现象

在时滞动力系统[9，12–14]中更为普遍。而且，由于信号传输有一

定的持续时间，如有限的开关速度和记忆效应，几乎每个真实系统[15

–18]都存在时滞。因此，在时滞动力学中考虑 BS具有重要意义。

为此，我们需要在时滞意义下定义盆地体积，而时滞微分方程（DDE）

的初值空间是一个维数为无穷大的函数空间。尽管通过测度理论，可

以构造分析测度，如豪斯道夫测度，来评估盆地的“体积”[20]，但

在传统的 BS常微分方程理论中，这些测度不如盆地面积或体积那样

具有几何直观性或数值计算性。

为了克服这些困难，我们在下文中通过一种技术来阐明 BS的概

念，该技术将 DDE的无限维初始状态空间投影到有限维欧氏空间。

初始值的函数与其在正交基或非正交基展开下的系数有关。在此基础

上，从理论上提出了盆地体积的广义概念，并介绍了一种实用的计算

算法和交叉验证过程。然后，我们应用所发展的方法来研究一个具有



时滞的多稳态 Hopfield神经元模型。一些进一步的应用，包括调查

对时滞复杂网络的同步以及时滞振子平衡点和周期轨道的多稳定性

的研究，显示了这种方法的广泛应用前景。

结果

考虑一个由延迟微分方程描述的系统

其中 x是一个 s维状态变量， ]0,[),()(   txtx 表示 是一个时间延

迟。集合，用C表示 ]0,[  对于系统（1）的初始值，是由连续函数组

成的空间。我们用  来表示 n维的欧几里德范数。现在，我们给出了

一个稳态吸引盆的定义，这个稳态可以是平衡轨道，也可以是周期轨

道。

延迟动力学的吸引盆。假设 ]0,[*  C 是系统（1）的孤立渐近稳

定平衡轨道或周期轨道。如果存在区域 ]0,[ B 对于初始值，使得对

于任何 Bz ，从 z开始的系统的解（用 ),( ztx  表示）一致收敛到 * 作为

t , 也就是说，  t0},)(*),(]0,[sup]0,[{z  ztxB ，则B

称为相对于稳定状态的吸引盆（或吸引盆） * .

由于考虑了初值的函数空间，系统（1）的吸引盆是无穷维的。

直接计算测量这种 BS是不可能的，因此应采用近似算法。请注意，

对于任何一个给定的标准正交基类 ]0,[,...},,...2,1{ Cnfff ，存在唯一的

数字序列 ,...},,...2,1{ naaa ，以至于

在这里，极限可以用上的平方积分来解释 ]0,[  和 ,...},,...2,1{ naaa



是 21
1

2 
 ia 的傅里叶系数。有关我们在本文中使用的具体基，请参

阅方法一节。因此，我们通过构造下面的一个集合，如下所示：那么

]0,[}1
22

,...2211{),(    Cn
ianfnafafaznC ，其中 是一个足够大

的正常数和 ),1(),(   nCnC 。由于 ),( nC 之间的一对一性质，有界集

}1
22),...,2,1{   n

ianaaaC （ ，我们用传统的 Lebesgue 测度 m 来计算

),( nC 作为 
C
dmnCV )),((ol  。我们称几何体 BnC ),(  的体积为相对于

给定标准正交基的 n阶广义盆地体积（如果不混淆，也称作盆地体

积）。我们进一步通过

然后用 ),( n
BS 表示这个归一化值，然后 ),( n

BS 用它来表示延迟动力学

（1）中盆地 B的n阶近似 BS。

为了实际应用，我们介绍了如何数值计算上述广义 BS。我们将

系统（1）与T初始函数相对应的C随机随机绘制的T点进行积分[a

点 ,...},,...2,1{ naaa 映射到（2）中定义的函数 ng ，然后计算最终达到稳

定稳态的初始函数的M 个数 * . (当T足够大时，可以将 ),( n
BS 估计为

TM / 。在补充材料中，我们分析地说明了如何选择合适的T值，从而

得到n阶近似 BS的可信估计。

此外，如（3）中所定义的广义 BS取决于n和系数 ia 的范围。BS

收敛性随 n或取值范围的增加而增加的解析证明是目前比较困难的。

然而，这种收敛性的数值验证可以在应用中采用，这在下面的例子以



及补充材料中的例子中都有体现。事实上，当 ),( n
BS 的波动在较大的n

或更宽的范围内持续地低于预先规定的允许偏差时，我们取这类n的

最小值作为从标准正交基中连续取的基函数的数目，取这些边界的最

小值作为 ),( nC .

显然，上述定义和计算延迟动力学广义 BS的过程不仅可以用正

交基（如三角基和勒让德基）执行（参见方法部分），还可以用非正

交基（包括 Bernstein基）执行 22（参见补充材料）。然后，为了避免

在计算中丢失初值的基本函数，我们在应用中通过交叉验证程序确定

了 n和系数的取值范围，即，它们取的值使得上述对近似 BS的收敛

要求对于三个不同的基同时满足。有趣的是，如下面的例子所示，尽

管不同基的 BS的精确值并不一致，但是随着一些参数的变化，例如

时延，它们显示出几乎相同的变化趋势。

迟发性 Hopfield 神经元模型。 我们首先将广义 BS方法应用于

延迟神经元模型。多稳定性广泛存在于神经网络中，特别是当应用于

联想记忆时[23,24].多个样本模式（以平衡点表示）被存储在网络的

权值中，联想记忆被用来借助网络动力学从一个不完整或损坏的版本

恢复到它的完整模式。平衡点的个数代表了记忆库容，而盆地体积则

是误差修正量决定哪种记忆最有可能被记住的能力。



图 1.延迟 Hopfield神经元模型相对于三种不同碱基的盆稳定性。上、中、下图分别对应于

Bernstein基、三角基和 Legendre 基(a,d,g)显示模型（4）中的积分轨迹，从不同的函数空间

中选择初始函数开始 = 2.所有的轨迹都收敛到四个不同的平衡点 4,3,2,1E ，它们分别用红

色，蓝色，绿色和黄色表示(b,e,h)表明，对于所有碱，当 n足够大时，，） )6,(n
BS 的波动趋于

轻微(c,f,i)显示了类似的景观，其中平衡 2,1E 的 20
BS 比例随着 , 而其他两个平衡点 4,3E 的比

例主要相等。对于平衡点 ,1E 20
BS 随时间的归一化变化 对所有的基础都有一个高度的共识。

通过这种方法，我们可以相对地估计几种模式的体积，并发现其

与神经元参数的关系。我们通过考虑一个简单的二维延迟 Hopfield

神经元模型[25]来证明:

其中 )(tiu 是神经元 i在时间 t的状态。参数 2,1,21,12,, IIaaba 是常数≥

表示一个非线性的神经元激活函数。这里，参数被设置为以下的形式：

RRfjijiija  :)(,2,1,,0 ， 。方程中的时间延迟表示不同神经元之间的

传输时间，这里我们让   2112s . 根据线性稳定性理论，模型（4）



中的[0，5]有四个渐近稳定的平衡点，即 1E (−1.2156，1.2156）， 2E

（1.2156，−1.2156）、 3E（2.5170、2.5170）和 4E (−2.5170, −2.5170），

如图 1（a，d，g）所示。为了 0 这些平衡点对应于区间上的四个

常数函数向量, 分别为 ]0[ ， 。同时，通过对平衡态的研究，我们发现

除了这些平衡态是否稳定之外，还有更有趣的关于这些平衡态的详细

信息。

首先，为了在计算四个平衡点的 n阶近似 BS时找到适当数量的

基函数，我们使用了上述算法和交叉验证程序。特别是同时考虑

Bernstein基、三角基和 Legendre基 ,为简单起见，用 )6,(n
BS

n
BS  表示。

如图 1（b，e，h）所示，当 n足够大时，每个基的 n
BS 的波动趋于稳定，

因此对于模型（4），我们取 n =20 作为从给定基中依次选择的基函数

的数目。由于 20
BS 代表了一种可能被记忆的模式，因此研究其值随某

些参数的变化成为一个重要的问题。如图 1（c，f，i）所示，当时间

延迟时，两个平衡点 2,1E 的 20
BS 的值越来越小 增加（显示被记住的概

率降低），最后，另外两种模式 4,3E 以几乎相等的比例占据主导地位。

对于所有三个基，图 1（j）描绘了 20
BS 随时间变化的归一化曲线 对

于吸引子 1E 。如上所述，尽管不同基的 20
BS 值并不完全一致，但这些

值随时间延迟的变化接近高度一致。



图2.由延迟耦合聚合组成的Watts-Strogatz网络的盆地稳定性Rössler振荡器。得到了 N =100

个振子的结果，每个振子平均有 6个相邻振子。红色的垂直线分隔了不稳定和稳定的状态。

虽然人脑中有大量的神经元，但记忆储存的能力却非常巨大。如

例子所示，BS为我们提供了一种充分发现多吸引子及其盆地的潜在

方法。与线性化方法相比，BS证明了自己是一个实用的工具，它提

供了系统在概率意义上的全局视图。

应用于具有时滞耦合的复杂网络。为了证明这种方法对延迟复杂

网络的适用性，我们将其应用于同步现象的研究。同步是一种基本的

非线性行为[26]，可以在许多系统中观察到，如放电神经元[13]、人

类心肺系统[27]、唱歌的蟋蟀和电网[9]。原始的 BS理论向我们展

示了当扰动发生时，系统将在多大程度上保持同步行为，以及网络拓

扑与流域体积之间的关系。一个惊人的发现是，一个网络的 BS 与

Watts-Strogatz网络的参数 p呈现出完全不同的趋势，而传统的指标 R

通常用来衡量网络达到同步的能力。

因此，我们研究了复杂网络的广义 BS，其中我们考虑了时延，



这可能会影响系统的同步稳定性，甚至改变同步模型[28,29]。我们

考虑了一个具有N个时延耦合相同节点的无向复杂网络，其表示为：

其中 mRiX  和 Ni ,...,1 。单个单元的动力学由函数 F控制， 表示

总耦合强度常数，网络的拉普拉斯 ijgG  为 NN  矩阵，它决定了网络

的拓扑结构。 h是一个耦合函数（我们在这里选择它作为恒等图），

并且 是耦合延迟。在 0
1




N

j
ijg 的条件下，系统（5）的同步流形为

)()(...)(2)(1 tsXtNXtXtX  。通过考虑主稳定函数（MSF）[31]的最

大横向 Lyapunov指数，我们可以得到大量网络的归一化耦合参数范

围 这取决于耦合强度 耦合矩阵G（见方法）。在该范围内，系统（5）

能够稳定地同步。在下面的讨论中，Watts-Strogatz 网络由范例组成

Rössler振荡器被考虑给定参数振荡器由

给 xx 分量耦合用于构建网络[30]。根据MSF方法，在没有耦

合延迟的情况下，稳定同步状态仅存在于归一化耦合参数（0.18，4.61）

的范围内。作为 增加到 0.24，第二个稳定状态 > 7.38何时出现 达

到 0.4时，仍然只存在一个稳定区，且（0.18，7.38）[33]。很容易计

算 根据 以及不同的网络拓扑（参见方法）。下面我们集中讨论这个

政权 = 0.4. 通过改变Watts-Strogatz网络中的重连概率 p（规则格为

p =0，随机图为 p =1）来观察网络拓扑结构与其同步性之间的关系。

从传统的观点来看，网络的同步能力，定义为 min/max  ，矩阵G



的最大非零特征值与最小非零特征值之比（R越小，网络的可同步性

越高），总是表示随着 p的增加（从不稳定区域到稳定区域）有所改

善，如图 2蓝色虚线所示。然而，与无延迟网络 7的结果类似，当 p

很小时，平均流域稳定性（详见方法）迅速上升，并达到峰值。之后，

与 R随 p的变化正好相反，可以观察到平均盆地稳定性的指数下降，

这意味着网络变得更加可同步，而同步流形的盆地则在下降。显然，

广义 BS方法在延迟网络中的应用也补充了线性同步的研究。

此外，这种广义 BS方法还可以应用于具有周期轨道甚至混沌吸

引子的系统，这将揭示更微妙的非线性特性（参考补充材料的例子，

包括延迟 Van der Pol-Duffing 振子模型和延迟耦合 Stuart-Landau 系

统）。所有这些例子表明，广义 BS方法可以提供一个相对全面的知

识盆地的稳定状态，并表明扰动是否允许，这是非常必要的工程。

结论

线性稳定性理论为判断一个状态是否稳定提供了一种局部方法。

然而，由于受到初始状态空间维数的限制，对时滞动力学中吸引子的

全面理解仍然是一个难点。虽然 Lyapunov-Krasovskii泛函方法可以用

来分析多吸引子的多稳定性和多吸引子的盆，但该方法仍然给出了一

个充分条件，缺乏描述吸引子基的精确形状的能力，而且这种方法在

本质上仍然限制了在有限维空间中的讨论，只描述了零点为[34,35]

时的初值条件。为了克服这些困难，本文提出了一种将盆地稳定性应

用于延迟动力学的近似方法。BS方法将我们的目光从传统的局部线

性化稳定性的观点转向了全局检查。我们的方法扩展了它的应用范



围，将无限维问题转化为一个高度实用的算法，特别是当时滞在实际

系统中起着重要作用时。广义 BS方法甚至为进一步研究时滞动力学

中吸引子的非线性性质（如分岔现象）提供了一个机会。此外，本文

所提出的广义 BS计算方法的收敛性的分析证明也具有重要意义，这

将成为我们目前和今后工作的一个主题。

方法

正交基。我们分别取三角函数的正交基 ],[  具体如下：

以及勒让德的理论基础 ]1,1[ ，这也是正交基，如下所示：

在泛函分析的框架内，将函数与给定的标准正交基展开所生成的级数

可视为傅里叶级数[21]。此外，为了实现结果部分形式化的交叉验证

过程，我们还使用了补充资料中引入的非正交 Bernstein基。

记住，不同的基础导致不同的 ),( n
BS 。因此，如果我们需要关注的确

切值，我们应该弄清楚使用哪种 ),( n
BS 基础。如上述例子和补充资料

中的例子所示，当考虑广义流域体积随某些参数的变化时，可以得到

几乎相同的变化趋势的结果。

掌握稳定功能。同步流形的稳定性由系统的拉普拉斯 G的特征值和

下列变分方程（即MSF）[31]决定



在这里，是横向于同步流形的m维变分。归一化耦合参数 k  、其

中 k 表示G的特征值， 1,...,2,1,0  Nk 。因此，给定网络拓扑G的同步

状态的稳定性由式（6）的最大横向 Lyapunov指数的负号保证[30]。

平均盆地稳定性的估计。注意，稳定的同步状态需要 在特定范围内

取其值。在这里，我们估计了该范围内几个不同等距值的盆地稳定性，

并获得平均值 ),( n
BS 此外，为一个概率 p生成多个网络以获得 ),( n

BS 的

平均值。
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