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在动力系统中，不动点解的完全稳定性取决于它们的吸引盆。一般来

说，对这些盆地的结构进行表征是一项复杂的任务，特别是在高维方

面。最近的工作主张通过相关吸引盆地的相对体积来量化动力系统不

动点的非线性稳定性[Wiley et al., Chaos 16, 015103 (2006) and Menck

et al. Nat. Phys. 9, 89 (2013)].在这里，我们重新讨论这个问题，并提出

一个有效的数值方法来估计这些体积。该算法首先识别稳定的不动

点。其次，考虑了一组初始条件，这些初始条件随机分布在以每个不

动点为中心的超立方体表面上。这些初始条件是动态演化的。每个吸

引池的线性大小最终由收敛到不动点的初始条件的比例决定。有了这

个算法，我们重新讨论了 Wiley 等人在一篇开创性论文[Chaos 16,

015103 (2006)]中考虑的问题，该论文启发了本手稿的标题，并考虑

了循环上的等频率Kuramoto模型。该模型的不动点由整数绕组数q和

振子数 n表征 nnq )/41(  。我们发现盆地体积的比例、 与高斯分布形成

对比Wiley等人研究中假设的行为。最后，我们证明了我们的方法对

具有不同固有频率的耦合振子的复杂模型和网状网络的适用性。
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许多自然系统的耦合元素，如萤火虫，起搏器细胞，或电网，表现出



同步现象。当一个系统同步时，由于它们之间的耦合，它的每个组件

相对于其他组件的行为是一致的。科学和工程各个领域的一个中心问

题是了解这种同步状态对系统中的外部扰动或不完善有多强的鲁棒

性。从数学上讲，这个问题通常很难解决。在这里，我们提出一种易

于处理的数值方法，首先确定同步状态，然后计算使系统收敛回其初

始同步状态。我们的这种方法使我们能够以一种简单的方式处理大型

复杂系统合理的计算时间和良好的分辨率，而对于所提出的数值方

法，到目前为止情况并非如此。

一、引言

耦合动力系统模型应用广泛研究复杂系统中的集体行为。一个尤其令

人费解的是同步现象，其中，不同的单个动力系统在充分强耦合时开

始表现出一致的行为。文献[3–7]引入了 Kuramoto模型来描述这种

同步行为[8,9]。这个模型考虑了一组 n个耦合谐振子，具有角度坐

标 i 和固有频率 iP

其中 RK ji, 是振荡器 i之间的耦合常数和 j 。在其原始公式中，

Kuramoto 模型考虑了完全相同的全对全耦合， nKK /ji,  .[8,9]发现

对于超过临界值 cK 的耦合常数K，有限的非空集 },...,1{ nF  ；振荡器

同步，即 Fjiji  ,,0  。这种同步，振荡器以相同的频率旋转 0 ji  

但不一定是同一相位，称为频率同步。相位同步，其中 0 ji   , 一



般来说，对于不均匀的固有频率是无法实现的。在这篇手稿中，“同

步”指的是“频率同步”。

cK 的值可以通过求解隐式方程来计算。文献[7,10–12]临界耦

合 cK 取决于固有频率 )(Pg 的分布。特别地，如果分布 )(Pg 的支持是紧

凑的，则是完全同步的，即 Fjiji  ,,0  .

Kuramoto模型在不同的版本中已经进化成为研究同步行为的范

例。它的流行源于它的简单公式，它允许一个易于处理的分析处理，

同时仍然捕捉到许多真实系统的同步行为的本质，在不同的领域，如

物理，化学，生物学或电学这两个优点解释了科学与工程中的黑本模

型,参考文献中回顾了许多概括[6-7]。

Kuramoto模型中的全频率同步是在公式（1.1）的固定点达到。

一个自然的问题是然后评估这些不动点的稳定性。大多数作品关于动

力系统不动点的稳定性 Lyapunov[19,20]在第十九世纪末的开创性工

作世纪。李雅普诺夫首先研究了线性稳定性，通过线性化动力学在一

个给定的不动点。对于小偏差，动力学由一个稳定矩阵确定，其特征

值称为 Lyapunov指数。当不动点的 Lyapunov指数均为非正时，不动

点是线性稳定的。这保证了足够小的偏差以指数级的速度变为零。然

而，线性稳定性是一个局部概念，没有给出系统在大扰动下的稳定性

信息。

李雅普诺夫用他的第二个定理超越了线性稳定性方法，该方法基

于现在被称为 Lyapunov函数。[19，20]后者推广了动力系统状态的

能量概念。系统的 Lyapunov函数可用于确定给定不动点[21,22]的吸



引盆，该不动点是动态收敛到该不动点的所有初始条件的集合。一个

固定点的稳定性的整体度量是由其吸引盆地的体积给出的，这被称为

盆地稳定性[1,2,23]。显然，吸引盆地越大，它就越有可能动态地到

达相应的固定点。这给出了不动点稳定性的全局测度。

在全对全耦合振子网络中，已知同步态吸引盆体积的严密估计。

[24]关于循环网络吸引盆的了解要少得多。正如 Korsak[25]在 1972

年指出的，在电网的背景下，循环网络上的 Kuramoto模型允许几个

稳定的不动点，其特征是绕组数（见第二） 是的。在参考文献 1中，

Wiley等人考虑了这样一个具有相同频率的网络拓扑，并研究了稳定

不动点吸引盆的体积与其绕组数的关系。特别是，他们对系统达到阶

段的可能性感兴趣同步状态。这种可能性与相位同步状态吸引盆的体

积直接相关，他们称之为“同步盆”。从随机初始条件开始，他们对

系统进行数值演化，直到收敛到一个稳定的不动点。然后根据收敛到

每个不动点的初始条件的比例来估计吸引池的体积。发现吸引盆的体

积相对于卷绕数 q服从高斯分布，如图 1（红点）所示。这个程序有

一个问题随机选择初始条件的绕组数也服从高斯分布。

从图 1所示的数据中，我们得到了标准偏差 63.2 ，用于初始条

件下的绕组数分布和较窄分布收敛不动点的 63.1 （后者的值与参考

文献 1 一致）。一旦人们意识到选取一个初始条件类似于一个随机变

量，就可以很容易地理解初始条件的高斯分布沿着循环的节点指数对

应于一个时间步长指数，每个节点上的角度给出了随机游走的程度和



方向。大的绕组数对应于具有大偏移的随机游动。这个类比解释了获

得的初始绕组数的高斯分布。

图1.等频率Kuramoto模型的初始（蓝色）和最终（红色）绕组数在循环中的分布[等式（2.1）]，

83n 个节点。初始状态是随机选择的。连续曲线是用拟合的高斯曲线 63.2 （蓝色）和

63.1 （红色）。

我们还观察到初始绕组的绕组数,收敛不动点的条件和性质显著

相关，相关系数为 0.47。因此，如果对初始条件没有足够的分辨力，

则终态缠绕数的分布至少可以部分地反映 q的初始分布，而不是吸引

盆的体积。由于状态空间的高维性（图 1 83n 和 80n ），随机初始条

件下的模拟将需要不可行的运行次数来代表性地覆盖整个状态空间。

据我们所知，除了参考文献 1 之外，唯一的一篇论文，特别关注

循环网络上的 Kuramoto模型参考文献[27]，它解析地获得了单向耦

合 Kuramoto振子循环吸引池体积的下界。

因此，我们通过构建一个新的系统数值方法。我们的方法是首先

找到方程（1.1）中描述所有可能频率同步状态的所有稳定不动点，

然后在随机方向上以增加的幅度扰动它们，以评估它们吸引盆的体

积。体积是由仍然收敛到初始不动点的最大扰动的大小来估计的。在

频率相同的单周期情况下，可以解析地识别所有稳定的不动点，并且

问题足够容易处理，可以得到吸引池体积的解析估计，我们用数值方



法证实了这一点。我们证明了当 1》n 和 q不太小时，吸引池的体积按

nnqqV )/41(  而不是Wiley等人研究中的高斯定律。[等式（1.2）]。

我们然后将微扰过程推广到循环网络,频率不相同的网络相同的频

率。我们的数值方法保证了我们用一系列具有代表性的初始条件来研

究每个吸引盆地。它是基于（i）一个数值程序系统地寻找方程（1.1）

在任何网状网络上的稳定不动点和（ii）上述摄动程序。我们相信我

们的方法可以应用于其他领域的研究，如平面自旋玻璃[28]或凝聚态

物理中的无序约瑟夫森结阵列[29]。

二、单循环

我们首先回顾了参考文献 1 中的模型，并考虑了一个周期上的

Kuramoto模型，其中n个节点的频率为 0j PP  ，对于所有 i和相同的耦

合 KK ji, ，对于所有连接的节点 i和 j。在以角频率 0P 旋转的一帧中，

变量发生变化后 tPii 0 ，等式（1.1）减少到

其中指数取n模。

我们定义角度差 -i j 取区间中的模 2 。式（2.1）的不动点满足

选择右侧前面的标志，以确保(2.2)式子成立。

给定一个角向量 ...,1， , n 我们定义了圈上的整数圈数



当求循环中角度差的和时，我们必须以 2 的整数倍结束，以保证角

度的单值性。因此， Zq )( 。

注 1.对于任何图拓扑，我们总是可以在每个循环上定义一个绕组数。

一个不动点的特征是一个绕组向量，它的分量是每个周期上的绕组

数。

根据参考文献 30，式（2.1）的任何稳定不动点,必须有所有的角度

差在相邻的振荡器 ]2/,2/[  。方程（2.2）意味着有一个唯一的稳定

不动点， q带绕组号。

对我来说 ni ,...,1 、 其中是任意均匀角度偏移。这意味着要使固定

点稳定，绕组数不能大于 xqma )4/(nt nI , 否则意味着角度差大于 p =2。

稳定固定点的绕组数从 xqma- 到 xqma ，等于 2 xqma +1 稳定不动点[30]，

注意如果 n是4的倍数绕组数 xqma 的点的所有 Lyapunov指数均为零，

其吸引盆的测度为 0[31]。

如果一个 30或 32 个以上的角差大于 2/ ，则公式（2.1）的固定

点是不稳定的。在这种情况下，固定点具有 jn 角差。在以下的角叉

之下， ，

A.相同频率：分析方法

对于具有相同频率的长度为 n的循环网络，我们导出了吸引池体

积的解析表达式。我们的方法是用以不动点为中心的超立方体近似给



定稳定不动点的吸引盆，超立方体的半径是到最近不稳定不动点的距

离。

因为式（2.1）在所有角度的恒定位移下是不变的 )(
0
q ，我们将

在与向量正交的超平面 1-nH 中工作(1;…; 1). 角向量 )(
0
q 式（2.4）

中投影在 1-nH 上的

根据参考文献 33，式（2.1）中的不动点在角空间中具有唯一的

不稳定方向，当且仅当它在相邻振子之间具有大于 2/ 的单个角差时。

这种不稳定不动点称为 1鞍点。然后，考虑一个绕组编号为 'q 的 1鞍

点，其中第 k个角差大于 2/ (2.2）和（2.3），其绕组号 'q 由下式给

出

这允许我们计算 1 鞍角向量的分量， ' 问题, 1-nH 预测（见附录

A）

其中，

我们在数值上发现，当稳定不动点和 1 鞍具有相同的绕组数时，



它们最接近（见附录 C）。因此，我们调查案件 'qq 问题。角度之间

的差异很容易得到

给出了稳定不动点和不稳定 1 鞍点之间的距离。

特别是，大n极限是

我们注意到我们失去了对 k的依赖，这意味着稳定不动点 )(q 与具有

相同绕组编号的所有 1 鞍座等距。这表明吸引盆在 1鞍点方向上是各

向同性的。

自从 )(q 对于 1》n ，吸引盆的体积 qV 很好地近似于边的超立方体


 )()( qq  ，直到一个常数因子，即

作为 xqma )4/(nt nI ; 在极限 n 表示固定 q。

我们在数值上进一步发现，1 鞍比 p鞍更接近稳定不动点， p >1（见

附录 C）。这表明公式（2.12）低估了吸引盆地的体积。

注 2.在我们的惯例中，角度差取间隔 ],[  。尝试构造一个 1鞍 0'q ，

一个获得



以这种方式获得的角矢量具有绕组编号 1'q .这意味着没有绕组编号

为零的 1 鞍。方程式（2.9）适用于 0q 。可以检查是否存在绕组号

为 0q 表示任何 1p 。

B.相同频率：数值方法

为了验证公式（2.12）的标度，我们用数值方法估计了公式（2.1）

中每个稳定不动点的吸引池体积。对于具有相同频率的长度为 n的循

环网络，所有稳定的不动点都已知并由式（2.5）给出。估计每小时

吸引池的体积 )(
0
q , 我们将会进行随机选取 d 个归一化扰动向量

然后我们考虑扰动态

作为方程（2.1）动力学的初始条件 0 级。参数 从零增加到 jq, ，

我们将其定义为最大值，使得 jq, 会聚回 )(
0
q 在方程（2.1）的动力

学下。稳定不动 )(q 之间的距离其在 j 方向的吸引盆边界由 jq, 给

出。

我们对n的方程（2.1）的动力学进行了四阶龙格库塔模拟 n 23;

43; 83; 163; 和 323。选择这些值是为了使最大绕组数的吸引盆体

积最大化 xqma )4/(nt nI ,如上所述，当 n是 4[31]的倍数，我们取

1000d 时，它就消失个随机选择的扰动方向，并以 0.01 的步长增加

 。对于每一个q，我们就可以估计 边以 )(
0
q 为中心的超立方体的比



例 )(
0
q 属于它的吸引盆地

这张卡代表了乐队的基本阵容。在图 2中，我们看到，对于 的

小值，这个比例仍然接近 1，并且在 的某个 q相关值附近迅速下降

到零。给定阈值 ]1,0[ ，然后我们可以定义

作为一个典型的线性大小的吸引盆地。图 2 中曲线的突然下降意

味着 的精确值对于理解 jq, 的行为不太重要； j关于q，假设 既不

接近 1 也不接近 0，我们任意选择 7.0 ，但检查了 的类似结论 6.0

和 8.0 。

在图 3 中，我们绘制为 )(q 适用于各种系统尺寸。除了一个饱

和对于小 q值，我们观察到  相对于 q的线性行为。此外，当根据

xqq ma 绘制曲线时，n的不同值变化超过一个数量级的曲线几乎被重

新缩放到彼此的顶部。两个发现都证实了公式（2.10）。图 4 显示了

每个 jq, 值的四分位数；定义为 )(q 对于 75.0,5.025.0 ， 和极值 jq, ；

对于 323n ，以及稳定不动点之间的距离 )(
0
q 还有 1 鞍 )(

0
q 由式（2.10）

给出（虚线）。除小 q外，所有曲线都具有线性行为。数值计算和公

式（2.10）之间的差异来自这样一个事实，即随机扰动不是以最短距

离的方向对准一个单鞍。换句话说，式（2.10）是稳定不动点之间距

离的下界 )(
0
q 以及吸引盆地的边界。如上所述，1鞍点比其他鞍点更

接近稳定不动点，这些鞍点也在吸引盆的边界上。我们用 1鞍估计吸



引盆体积的方法低估了它，但清楚地给出了它对 n和 q的参数依赖关

系。

图 2.关于等式（2.14）中的参数 ，对于单周期上具有 n的等频率 Kuramoto模型，收敛到

其参考稳定不动点的扰动状态的比例 83n 节点和绕组编号 q 0; 5; 10; 15; 从右到左各

20 个。

图 3.关于式（2.1）模型的绕组数，吸引池的典型线性尺寸。阈值  的定义使得 70%的 1000

个扰动态 jq ,, 收敛到 q 绘制为 xqq ma （主面板）和 q（插入）的函数， n 23; 43; 83;

163 和 323。



C.重新审视同步池的大小

公式（2.12）中获得的标度，对于较大的n值，不同于参考文献

1中假设的高斯标度。此处使用的数值方法在角度空间中随机选取初

始条件 n],[  ，这需要为了达成一个解决方案，需要进行大量的运行，

这样就可以对吸引人的盆地的体积进行公平的估计。即使每个角度方

向的中等分辨率为 0.5，一个人大概需要 911083)5.0/2(  不同的初始条

件，这在数值上显然是不可行的。因此，基于蛮力数值方法的估计无

法捕捉到大维动力系统的标度行为，特别是对于具有很小吸引域的大

缠绕数。

我们的方法克服了这个困难。利用我们对稳定不动点的认识，我

们可以把吸引盆地的勘探限制在稳定不动点的附近。避免了扫描整个

角度空间，大大减少了计算时间，提高了方法的精度。



图 4. jq, 值的四分位数,从 1000 个随机方向获得紫色点，表示 323n . jq, 的值在两个垂

直连续点之间。虚线：稳定定点之间的距离 )(
0
q 还有马鞍按 )(

0
q 式（2.10）计算。

D.不相同频率

我们介绍了我们的方法在最简单的情况下，一个周期网络具有相

同的频率。为了概括我们对这个问题的理解，我们现在将不相同的频

率添加到同一循环网络中。即使我们不能解析地得到稳定的不动点，

我们也可以用数值方法找到它们，然后应用与相同频率情况相同的数

值方法。取代公式（2.1），我们的单循环模型现在定义为

随机均匀地取，满足 iP .对于较小的 ],[  值，不相同的频率几乎



总是导致不动点的微小变化，因此 0
i
iP ，吸引盆的体积应该不会有

太大的变化。为了找到式（2.17）的稳定不动点，我们从  的不动点

开始在公式（2.5）中给出 0 ，然后用公式（2.17）的四阶龙格-

库塔实现，同时逐渐增加  至所需值。这使我们能够识别并在数值上

跟踪稳定不动点的位置 }i{P)(
0
q , 它不再由式（2.5）给出，但仍以绕

组数 q为特征。然后，我们在 1000 个随机方向上扰动这个稳定的不

动点，其幅度如式（2.14）所示，并采用与第 2.2 节相同的程序。在

第二部分 B中评估了吸引盆地的体积。

结果如图 5 所示 83n 和 1.0,05.0,02.0,01.0,0 ; 对于既不太小也不

太大的 q值，  的线性行为保持不变，特别是对于小  。可以预料，

当我们加上一些有限的固有频率时， q值大的不动点就会失去稳定

性。更令人惊讶的是，乍一看，大q的  突然下降，而小q几乎没有

变化。我们为这种行为提供了解释。

方程（1.1）的动力学由 Lyapunov函数的梯度给出



图 5.关于式（2.17）模型的绕组数，吸引池的典型线性尺寸。阈值  的定义使得 70%的 1000

个扰动态  ,, jq 收敛到 )(
0
q 绘制作为 n的 xqq ma 的函数频率分布 1.0,05.0,02.0,01.0,0 ;

黑色虚线是等式（2.10），橙色虚线是眼睛的线性引导线。

增加  修改V [等式（2.18）右侧的第一项]，并使不动点在角度

空间中移动。最终得到一个稳定的不动点 )(
0
q 会遇到一个不稳定的不

动点，然后通过鞍形分叉而失去稳定性。在图 6中，我们给出了一个

周期上V 的示意图，在角空间中投影到一个适当的方向上，使得稳定

和不稳定的固定点在一个角维度上对齐。只要一个固定点保持稳定，

它吸引盆地的体积就不会有太大的变化[比较图中的绿色部分]。6（a）

和 6（b）]。当 变得太大时，不动点突然消失。由于  是许多随机

选择方向上的平均值，当稳定不动点消失时，它的值突然下降。

在附录 B 中，我们进一步估计了给定频率分布宽度 下可能的最

大绕组数，并发现它与数值观测的最大绕组数在定性上是一致的。



三、 网状网络

最后，我们将上述微扰方法推广到更复杂的网状网络。这是一个两阶

段的方法，我们首先在复图上用数值方法确定方程（1.1）的不动点，

然后用与第二部分中相同的方法扰动得到的稳定不动点。

A.确定稳定不动点

在复曲面上，稳定的不动点很难找到图。除了 )0...,0,0()0(  对于

相同频率的不动点，它们通常不可能解析地找到。为了解决这个问题，

我们构造了一个与文献 31中提出的算法相似但不同的数值算法。

参考文献 18 和 30，我们知道式（1.1）中的两个不动点的不同

之处在于它们的卷绕数（类似于超导体中的漩涡）量化的环路流的集

合。我们定义一个由图G的每个圈上的圈数组成的向量为

其中m是循环总数，单位为G。假设所有连接节点 2/  ji ，则每

个稳定不动点可以由其卷绕向量 )(Gq  唯一标记[18,30,31]。对于

0iP ，Lyapunov函数，公式（2.18）减少到

它是 XY模型的哈密顿量，描述平面经典自旋的相互作用[29]。稳定

不动点是该能量函数的局部极小值，已知它们对应于涡旋携带态，即

具有非零卷绕矢量态 )(Gq  . 因此，我们通过一个迭代过程来寻找稳

定的不动点，这个迭代过程是从



图 6.等式（2.18）的 Lyapunov函数V 在一维中的投影示意图，其中 ],[ iP 。  值由左

向右增大，导致鞍结分叉。彩色的点和线是稳定的不动点和它们各自的吸引盆。黑点是不稳

定的不动点。每个稳定的不动点都接近一个不稳定的不动点[图（a）和（b）]，但是吸引盆

地的体积变化不大，除非一个不动点失去稳定性[图（c）]。绕组数较大的固定点[面板（a）

中的红色区域]在绕组数较低的固定点（蓝色和绿色区域）之前失去稳定性。

图 7.（a）英国高压电网方形网格的地理嵌入(b） 带 1q 的初始条件一个以红点为中心的

漩涡(c） 在方程（1.1）的动力学条件下，板（b）的初始状态收敛的稳定不动点 0iP 。

其中 )0,0( yx 是涡的中心与荷 Zq 涡度 ),( iyix 坐标位置的坐标。为了找

到稳定的不动点，算法如下：

1.定义网络的二维嵌入。使用此选项可以在网络上叠加规则的坐标晶

格。如图 7（a）所示。

2.将 )0,0( yx 设为正则格的一个节点。

（a） 使用公式（3.3），定义一个新的初始状态。



（b） 在所考虑的情况下，数值上遵循等式（1.1）直到达到一个稳

定的不动点。

（c） 每个稳定的不动点都可以通过它的卷绕向量来明确地识别。使

用此选项确定刚找到的固定点是否是新的。如果是，请储存。

3.返回步骤 2。

作为一个复杂的网状网络，我们认为英国高由 120 个节点和 165

条线路组成的电压网。为了说明刚才描述的算法，图 7（b）和 7（c）

分别显示了它动态收敛的初始条件和稳定状态。通过将 q 设为大值，

我们的例子是 }50,...,50{q ，得到了具有许多涡的稳定不动点。然后，

动力学会将这个初始漩涡分裂成几个 q值较小的漩涡，这些漩涡位于

网络的不同周期上。该方法适用于任何复杂或规则网络。英国网格上

的时间演化方程（1.1）在这个初始条件下只返回稳定的不动点。这

样，我们就找到了等式（1.1）中有 0iP 的 4000 多个不同的稳定不动

点。

图 8.高压英国交流输电网用作网状网络。我们关注的五个周期用红色表示。请注意，循环 4

被遍历，但不会被边打断。



B.估算吸引盆地的体积

确定了稳定不动点 )(q 式（1.1）中，在英国电网，我们下一步将

遵循与第二部分 B相同的程序。然后测量吸引池的体积。我们主要研

究具有非零绕组的稳定不动点，仅在图 8 中红色的五个循环上编号。

我们介绍仅用这些循环的绕组编号的速记法

独立地进行每个循环，最大绕组数为

4ma1 xq , 2ma2 xq , 1ma3 xq , 2ma4 xq , 2ma5 xq .

在图 9 中，我们显示了公式（2.16） 5.0 和由绕组编号的唯一组合

确定的各种稳定不动点的四分位值。对于 0iP ，等式（1.1）在

iii  , 下是对称的。这意味着每个吸引池的体积在 GqGq  下是不

变的。这种对称性可以在图 9（a）中看到，它在 11 qq  下是对称的，

因为只有一个非零绕组编号循环。或者， GqGq  将面板（b）和（c）

与 11 qq  。对于具有多个周期且绕组数非零的不动点， 11 qq  没有

对称性[见图 9（b-f）]，如果漩涡彼此靠近，不对称性更为显著[见

图 9（b）和 9（d）]。

在图 9（d）中，我们没有发现任何绕线向量 )0,0,1,0,1(shq 的不动

点 )0,0,1,0,1-(shq 但我们发现为了理解这一点，考虑了尺寸为m和n的

两个连通环共享边的简化情况，如图 10 所示 1)( nq 和 0)( mq 。在固

定点，等式（1.1）表示

等式（2.3）给出



图 9. jq, 值的中位数（蓝点）和四分位间距（蓝色区域）；由等式（1.1）的不动点的 1000

个随机扰动 j 得到图 8 的英国电网上的 0iP 是循环 1（ 1q ）上绕组数的函数。

从参考文献 36，如果 1l ，我们得到 。方程（3.5）

和（3.6）表示 ' 。因此，要有 1)( nq ，我们必须有 n/2 。因此，

如果我们把零圈数的边共享圈加到非零圈数的主圈中，一些角度差必

须增加。当较大时，这会导致 n/2 ，此时失去稳定性。36 添加

带有非消失绕组数的循环使情况更加危急。如果我们把循环 1 和 3分

离出来，它们对应于图 10中的 2,7,16  lmn .简单计算表明，存在稳

定的不动点 ），（）（ 11)7(,)16( qq 和 ），（）（ 1-1)7(,)16( qq 。然而，当我们考虑完

整的网络，只有解决方案 ），（）（ 1-1)7(,)16( qq 保持稳定。这是因为当两个

绕组编号具有相同符号时，共享边上的角度差只对其中一个周期有

利。然后，另一个循环必须从减少的边数中生成一个缠绕数，这意味



着角度差较大。最后，当我们得到完整的网络时，我们把循环放在两

个初始循环的旁边，使角度差变得更大，直到失去稳定性为止。当绕

组编号具有相反的符号时，两个循环都受益于共享边上的角度差，这

导致角度差小于前一种情况。这就解释了为什么不动点 )0,0,1,0,1-(shq

是稳定的，而 )0,0,1,0,1(shq 不是稳定的。

图10. 两个循环共用 l“边缘”。顶部循环有 n个节点，底部循环有m个节点。对于等式（1.1），

角度差由 '''  ，， 给出，此时频率相等。

为了结束这一节，我们注意到网状网络的效果类似于第二部分 D

中考虑的情况。带 0iP 其中，与单循环网络相比，（i）具有大缠绕数

的稳定不动点较少，（ii）具有小缠绕数的不动点的吸引盆体积似乎

不受影响。

四、 结论

我们发展了一种数值方法来研究动力系统中不动点吸引盆的体积。我

们的方法首先利用一种基于环流概念的算法来定位动力系统的稳定

不动点[30]。随着扰动幅度的增加，该方法在随机方向上对不动点进



行扰动。收敛到初始不动点的扰动态的比例允许我们评估吸引盆地的

半径，然后是它的体积。

然后，我们用我们的方法研究了具有相同频率的周期上的

Kuramoto模型。我们得出吸引池的体积与 nnq )/41(  、 与文献 1中提

出的高斯分布相比，我们将我们的方法推广到非同频周期上的

Kuramoto模型和网状网络上的 Kuramoto模型。这两种概括使得对吸

引盆地的研究变得不那么容易处理，这就迫使我们依赖于数值计算。

我们相信，我们的方法大大加快了这些调查。

与其他现有的研究吸引盆地的方法相比，我们的方法有三个主要

优点：

•它不需要所考虑的动力系统的 Lyapunov函数[37,38]，这在一般情

况下是很复杂的；

•不限于二次或多项式系统[39]；

•调查以我们对系统的了解为指导，避免在状态空间中随机选择初始

条件[1,2]。

这些优点的缺点是，我们的调查仅限于吸引盆地的体积，对其形

状没有任何指示。特别是，我们的方法可能不适用于分形吸引盆的研

究[40]。我们认为我们的方法可能在许多其他情况下有用，包括在平

面自旋玻璃[28]和无序约瑟夫森结阵列[29]等中发现局部能量极小

值。
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