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本文研究了连接性和个体动力学对由混沌慢-快振子组成的小世

界网络中突发同步区盆稳定性的影响。结果表明，存在对应于最大盆

地稳定性的重连概率，这揭示了在真实神经元网络中发现小世界拓扑

的原因。研究了耦合密度、耦合强度以及节点参数对松弛性和激励性

的影响。揭示了对突发同步区盆地稳定性影响最大的动力学机制。

一、引言

神经元网络中的集体现象爆发振荡对于理解大脑和细胞培养中

的许多重要过程有着特殊的意义[1]。爆发振荡由一组尖峰和一组静

止的交替周期组成。从非线性动力学的观点来看，这种振荡模式是一

种弛豫；i、 例如，它的特点是两个不同的时间尺度，快和慢。另一

个可能是爆破振荡固有的动力学特征是它们的混沌性质。在分析大规

模神经电路时，通常需要使用复杂网络理论[2–5]的概念和方法，将

这些电路视为通过链路耦合的节点集，并研究它们之间的相互作用。

在神经元网络中，一个重要的集体效应就是突发同步。不同神经元的

尖峰期在相同（接近）时刻开始和结束，而脉冲中的单个尖峰通常在

不同时刻出现[6–10]（另见参考文献）[11,12]). 它在参考文献中

显示[13–15]网络机制，即连接性模式和耦合强度，对于突发同步非



常重要，特别是在像小世界网络这样的复杂网络中。

“小世界”的性质[16,17]被认为是非常重要的性质，技术和社

会由于其普遍性。许多不同脑区的解剖和功能网络被证实是小世界

的，并且在一级近似下可以被描述为小世界的Watts-Strogatz网络（参

见参考文献）[18–20]). 应该指出的是，为什么真实网络的小世界

特征在普通网络和随机网络之间居于中间位置，这一点在很长一段时

间内都不清楚。直到最近才在参考文献中提出了一个理由[21,22]，

即小世界振荡网络显示同步机制的最大可能盆地稳定性。盆地稳定性

表征相空间的相对体积，包含初始条件，从初始条件开始，轨迹趋向

于决定同步状态的吸引子（另见参考文献[23]）。在参考文献[21]中，

对于 Rossler 振荡器，表明了盆地的稳定性同步机制快速增长，然后

随着重连概率的增加呈指数下降。

在这项工作中，我们考虑小世界网络，其中节点的振子表现为混

沌尖峰-突发振荡，即快-慢系统，这是网络中重要的振荡模式之一神

经元网络。我们研究了爆发的盆地稳定性同步机制取决于拓扑特征，

耦合强度，以及单位节点的动态特性。第二节描述了节点动力学的主

要性质。介绍了第三次突发同步，并说明了估算盆地稳定性的过程。

第四节和第五节分别研究连通性和节点动力学对突发同步盆地稳定

性的影响。最后，在第六部分，我们给出结论并讨论了主要结果。

二、节点动力学

节点的动力学用离散时间模型描述系统[24,25]：



这里 ...2,1,0n 是离散时间，变量席 nix , 和 niy , 表征的状态下的第 i个振荡

器在 n时刻。非线性函数 )()1)(()( dxHxaxxxHF   ，其中 )(xH 是

Heaviside 阶跃函数。参数 ， 控制动态振荡政体。参数 确定变量

iy 的速率， iJ 表征振荡器 i的兴奋特性，而项 iI 是对第 i个振荡器的外

部影响。系统（1）由 FitzHugh-Nagumo模型的离散版本构成，另外

引入了不连续性，表示为 )( dxH  。取决于它所再现的参数值，真

实神经元所表现出的一系列动态状态，如可兴奋状态、周期性尖峰、

阈下振荡、尖峰爆发等。产生的信号的形状由 a控制，其周期由一个

 决定，不连续项允许我们获得标准 FitzHugh-Nagumo型系统中所没

有的混沌区域，即混沌尖峰脉冲振荡。这个属性是由于快子系统（即

基本模型（1）， = 0）是特定参数值的 Lorenz 型映射。通过改变 

我们可以修改脉冲的幅度和数量（更多细节见参考文献）[24,25]).

图 1 中示出了由式（1）生成的混沌尖峰突发行为的示例，其中图 1

中示出了混沌吸引子和相应的波形。1（a）和 1（b），分别。在这项

工作中，我们处理振荡器显示这种类型的活动。因为我们学习，除了

其他人，还有对集体现象的节点效应，应该知道单个爆破动态特性，

如平均周期和每次爆破的峰值数量取决于 。图 2显示了尖峰脉冲振

荡的平均周期、产生尖峰的活跃阶段的平均持续时间以及每个脉冲的

平均尖峰数。取决于 这些特征是相当光滑的，这表明混沌吸引子的

性质对于参数变化是结构稳定的。



图 1.（a）当 a =0.1 时，单个映射（1）的混沌吸引子，  = 0.3， d =0.45， = 0.001，

J =0.1， I =0。（b）相应的尖峰脉冲振荡。

现在考虑一个由N个节点的振荡器组成的小世界网络由式（1）表示，

通过无向连接相互连接。小世界拓扑是由Watts-Strogatz算法的平均

值[16]。我们从一种规则的环形网络，其中每个节点都连接在一起

到 k2 个相邻节点；i. 例如，每个节点的度是等于 k2 。然后我们查看

所有现有的链接和概率预测节点 i和节点 i之间的连接 j中断，在节点

i和另一个随机选择的节点h之间创建一个新连接。注意，总数

网络中的链路数（ kN）不变，因此参数 rewP 是网络拓扑规则性和随

机性的度量： 0rewP 对应于规则网络， 1rewP 对应于绝对随机网络，

rewP 在 0 和 1 之间的网络具有这两个特征。我们感兴趣的一个问题是

影响力是什么拓扑参数 ),KrewP（ 对这类网络在流域稳定性方面的同步

特性有重要影响。

式（1）中 iI 项表示的节间相互作用模型采用最简单的耦合方案，



其中节点由具有相同耦合强度的无向链路扩散连接；i.例如，耦合项

为

其中c控制全局耦合强度，矩阵 g的元素 jiG , 决定网络拓扑： 1, jiG （如

果节点 i和 j之间存在连接）， 0, jiG （否则）。

应该注意的是，我们考虑的是不完全相同的网络具有不同 jJ 值且具有

平均 0J 和方差的高斯分布的振荡器 J 。这种振荡器的网络动力学产

生的波形如图 3 所示。可以看出，在纯规则网络[图 3（a）]中，有

源相位的尖峰以移位的方式出现，而在具有重新布线的链路的网络

中，尖峰在更近的瞬间出现[图 3（b）]。

三、突发同步与盆地稳定

通常估计突发同步的方法是为每个振荡器引入一个相位变量，并计算

Kuramoto意义上的复序参数，其时间平均幅度表征了脉冲群的相位

同步[28]。定义相位的一种可能方法是，假设每个脉冲的开始是零相

位的一个时刻，在两个时刻之间，相位从零线性增加到一。显然，对

于这种方法，需要知道振荡周期，它是变化的，并且是先验未知的，

因此通常很难明确地定义相位。在这里，我们使用参考文献中提出的

另一种相当简单的方法[29,30]并在参考文献[31]中发展，给出了类

似的结果，但是，不需要引入相位，而是基于寻找一致的活动相位。

估计突发同步度的过程如下所示。因为我们处理的是非同一振子



对于不同的 iJ 值，我们确定最小值网络中的这个参数：

}{,...2,1minmin iJNJ  。我们说，如果 min, Jnix  ，则 i振荡器处于活动阶

段，否则它处于被动（或静止）阶段。我们用辅助变量来描述第 i个

振荡器的状态 i ，在 1i  ，此时 mini J ， 0i  ,此时有 mini J 。对

于足够长的时间序列 }...0,,...,2,1,,{ TnNinix  ，我们计算如下量：

它测量网络上所有活动阶段的平均持续时间。接下来，我们计算数量

图 2.由式（1）产生的混沌尖峰脉冲群振荡的特性： ),( ba 它们的平均周期， ),( dc 活跃相的

平均持续时间，和 ),( fe 每个脉冲群的平均尖峰数，取决于 ),,( eca  (对于 1.0J ）和



),,( fdb J （对于 = 0.001). 其他参数 0,45.03.01.0  Id，， .

等于所有振荡器同时处于一个有效相位的时间。很明显,这两个量

确定同时生成的平均分数,所有活动阶段的总持续时间中的活动阶段

数。在换句话说， 当不同振荡器的活动相位在时间的闭合时刻开始

和结束时，接近 1 对应于突发同步；越接近 为 0时，突发同步度越

低。我们将这种方法与相位法进行了比较，发现它们给出的结果在质

量上是相似的（另见参考文献）[30,31])。

同步机制的盆地稳定性提供了信息，对应于这个区域的吸引子吸

引盆的相对体积。我们的意思是不计算它的体积绝对值，但我们量化

它相对的相空间区域，在研究中的动力学发生后，足够长的瞬变时间。

选择该区域作为均匀分布初始条件的区域。自从我们达成协议在非同

一振荡器的突发同步中，它是定义突发同步的含义所必需的政体。

图 3. 50N 的小世界网络中的突发振荡不同重连概率的节点： ;0)( rewPa .3.0)( rewPb 其他

参数为 1c 、 11k 、 1.00 J 和 015.0J 。

换句话说，应该指定一个阈值 这样的什么时候 th  然后我们说存



在突发同步机制。对于从不同初始条件和（或）不同结构配置开始的

时间序列，通常可以得到不同的 由于混沌动力学、非同一性和拓扑

可变性。分布 s' 对于不同的 表明这些曲线的宽度和最大值存在较大

差异。选择 然而，这是相当武断的，从图 4 可以看出，如果一个人

选择， 95.0th ，则全部 s' 低于这个值，因此在任何初始条件下都不

能达到这种标准的突发同步。在大多数情况下，我们使用 85.0th ，

这使我们能够在不同参数下监测盆地稳定性的变化，在某些情况下，

我们讨论如果考虑其他可能性（例如， 8.09.0 ，th ）。

为了描述突发同步机制吸引盆的相对体积，我们执行以下操作程

序。对于每一组网络参数，我们生成M 个不同的实现，并计算每一个

网络参数的值 . 之后，我们计算实现的数量 sM ， th  则 sM 与M 的

比值给出了盆地稳定性 BS 的估计值：

很明显， BS 值在 0 到 1 之间变化； BS 越接近 1，盆地稳定性越高，

网络进入突发同步状态的可能性越大。

注意，对于M 个实现中的每一个，每个振荡器的初始条件是从区域

内的均匀分布中随机选择的 NiiyixA ,...1},035.0005.0,5.012.0{  。

其中，混沌吸引子是局部的，而且，一个新的网络结构为具有相同特

征的拓扑生成（如果有多个）。因此，式（6）考虑了初始条件的平均

值 ），（ iyix 以及在具有相同拓扑参数 ),,( rewPkN 的不同网络的集合上。还

应注意的是，在计算 , 席的第一个 0T 值被忽略，剩余的 0TT  值被

忽略。



四、连接参数的影响

首先，我们考察了网络连通性对集体动力学的影响;例如，我们

对重连概率 rewP 、节点度 k和耦合强度 c的作用感兴趣。图 5 显示了

不同类型的 BS ( rewP )参数的小值 。可以看出，其中三条曲线在某个

临界值 P以下有相当陡峭的增长部分以上和平面递减部分重写。另外

两条曲线比前三条曲线要低得多；然而，人们可以区分相似但不太明

显的增加和减少部分。 BS ( rewP )的这些特征在性质上类似于小世界

网络 Rossler 振子在这个意义上的曲线有一个最大值对应于提供最

大盆地稳定性的重连概率。

图 4（在线颜色）颜色分布 不同类型的值 值。参数为 50N ， 3.0rewP ， 11k ， 1c ，

1.00 J ，和 01.0J 。 图 5（彩色在线）不同的颜色值的盆地稳定性与重新布线概率 rewP .

参数为 50N ， 11k ， 1c ， 1.00 J ，和 01.0J 。



图 6.（彩色在线）不同的温度值下，盆地稳定性与（a） k度（对于 1c ）和（b）耦合强

度 c（对于 11k ）的关系  . 参数为 50N ， 3.0rewP ， 1.00 J 和 01.0J 。

然而，在我们的例子中一个重要的区别是 BS ( rewP )的衰减不是

指数的，而是接近线性的，并且在曲线中没有这样明显的峰值。就像

在 Rossler 振子网络。因此，有相当大的 rewP 间隔， BS 取其最大值。

注意曲线对节点参数很敏感  . 特别是最大的盆地稳定性 3-10 ，

3-104 ；曲线 3-105 比高 3-104 表示所有重新布线的概率，以

及在以下情况下达到最大值的阈值： 3-105 比 3-10 。下面我们更

详细地考虑了节点动力学对突发同步盆地稳定性的影响。

下一个问题是以 k为特征的网络密度的影响。图 6（a）显示，对

于非常稀疏的网络，突发同步机制的盆地稳定性接近于零。只有在 k



的某一阈值以上，盆地的稳定性才开始迅速增长。重要的一点是，对

于非常密集的网络[参见图 6（a）中的 k >20）]， BS 开始减少。随着

网络中链接数量的增加。在其他参数不变的情况下，系统（1）中的

耦合项 iI 增大，尖峰脉冲振荡畸变，出现从主动混沌到被动混沌的爆

发。根据我们的突发同步标准，这意味着同时产生突发的持续时间减

少；因此， 也会降低，可能无法达到同步状态。

图 7（在线彩色）盆地稳定性与（a） N 和 k ）（ 1c 和（b） N 和 c ）（ Nk  2.0 是的。参数

为 310 ， 3.0rewP ， 1.00 J 和 01.0J 。

在增加耦合方面也观察到类似的效果强度[见图 6（b）]。在所

有况下，都存在一个阈值 c，高于该阈值 BS 逐渐增大并达到其最大值。

注意，当耦合强度足够大时，盆地稳定性降低，这是由于与前面讨论

的 k效应相同的因素引起的。c越大，耦合项越大，并且从一些c开始



存在突发的失真，并且对于耦合强度的进一步增加[图 6（b）中未示

出]，耦合项 iI 可以如此大以至于单个振荡器离开部分混沌吸引子并

且走向无穷大。

我们根据网络大小检查了这些影响，发现对于 ,15050N 从低到

低的转变 Nk 2.0 附近盆地稳定性较高,对于大范围的参数[图 7（a）

中示出了一个示例]，而就耦合强度而言，这发生在约 0.1c 处。

图 8.（彩色在线）概率分布 yx, 、 在（a） 0rewP 和（b） 3.0rewP （ 50N ， 11k ，

，1c 1.00 J 和 01.0J 。这些分布在（c） 2.0x ，（d） 3.0x 和（e） 4.0x 线上的

投影。

为了关联相空间几何的变形,利用网络重连，我们研究了概率密

度分布。我们研究了相平面 ）（ yx, 中的轨迹运动 ）（ meanymeanx , ，其中

,1
1

j
N
j x

Nmeanx   。  N
j jyNmeany 1

1 第三、我们计算了 ）（ meanymeanx , 的

时间序列的M 个不同的实现，表征了一个特定的网络结构。我们用矩

形 yRx, 放置一个分区网格，大小为 yx  到区域 A，并计算相位点落



入每个 yRx, 的频率。矩形 yRx, 中点的数目与点M 总数的比值,给出了

轨迹进入 yRx, 的概率估计。我们将概率密度定义为 yx, 并绘制不同网

络的图，与相应的盆地稳定性值进行比较。图 8（a）和 8（b）显示 yx,

表示两种不同的重新布线概率 0rewP （规则网络）和 3.0rewP （小世

界网络）。这些分布与单个振子的混沌吸引子有一些相似之处[参见图

1（a）]，例如，它们具有慢规则运动的左手分支和快混沌运动的右

手区域。然而，分配 yx,)1( 图 8（a）中的 yx,)2( 8（b）中在某些关

键点上不同。一是分配问题 yx,)2( 在混沌区域有更明显的条纹，对应

于最有可能轨迹的相空间区域。这由图 8（c）、8（d）和 8（e）支持，

图 8（c）、8（d）和 8（e）显示了 yx,)2,1( 在不同的垂直线上。其次，

与 3.0rewP 的情形相比， 0rewP 对应的分布在其规则部分和混沌部分

的 y 方向上具有更大的尺寸。由于图 8（b）对应于盆地稳定性最高

的情况，这些相轨迹主要在 yx,)2( 根据给出的定义确定突发同步的机

制。三、注意，在 yx,)1( ，轨迹花了很长时间在上面的区域移动 yx,)2(

因此，这些轨迹对爆发同步机制没有贡献，相应的盆地稳定性接近于

零。比较分配 yx,)2( 对应于具有 yx,)2( ，我们可以得出结论，这种拓

扑结构是否会导致突发同步的高盆地稳定性（如果 yx, 类似于

yx,)2( ）或在低位（如果 yx, 接近 yx,)1( ）。

五、节点参数的影响

下一个重要的问题是节点的影响是盆地稳定性动力学。一个有趣

的问题是，参数控制的混沌吸引子的性质发生变化的后果是什么 和



0J 。如前一节所述，参数 对盆地稳定性有重大影响（见图 5）。对于

固定连接性参数 3.0rewP 和 11k 以及耦合强度 1c ，我们绘制了 BS 与

 对于 1.00 J 。图 9（黑色方块）显示了 BS 的几个明显的最大值和最

小值( ), e、 两个最大值 3-103 和 3-105 和最小值 3-104 和

3-108 （与图 5 比较）。注意，在图 9 中还示出了为其他突发同步

准则获得的曲线 th （红色圆圈表示 th =0.8，蓝色星号表示 th =0.9）。

这两条曲线重复了第一条曲线的主要特性（对应于 th =0.85），即定

性地表明 对应于低或高盆地稳定性的值。我们可以看到 th ， BS 越

小，即到达由特定条件定义的突发同步状态的初始条件的数目越少

第四个标准。

图 9（彩色在线）盆地稳定性与  . 影响显示 th 和网络大小 N 。 50N 时， 11k ；对

100N 的情况， 22k 。在所有情况下， 3.0rewP ， ，1c 1.00 J 和 01.0J 。



图 10（彩色在线）盆地稳定性与（a） 0J （适用于 01.0J ）和（b） J 对于不同的  . 这

在这种情况下， ，50N 3.0rewP ， ，11k ，1c 1.00 J 。

我们研究了网络大小的影响，发现对于较大的网络，盆地稳定性

的重要性质保持不变。图 9显示，对于 100N ，曲线以不同的三角形

表示 这些准则与 50N 的准则非常相似，它们的最大值和最小值在

相同的  ; 然而，对于大多数人来说 、 较大网络的盆地稳定性低于

较小网络的盆地稳定性。

另一个节点参数 0J 也控制了盆地的稳定性，如图 10（a）所示，

该图显示了 BS 与 0J 的对比三种不同的 . 而对于 3-10 .盆地稳定性

由小值逐渐增大，逐渐趋于稳定接近一个，其他两个我们观察到振荡

曲线 BS （ 0J ）。值得注意的是 3-104 到 3-105 、移动了盆地稳定

性最大值和最小值的 0J 坐标。

需要注意的是，参数的影响 J 作为相似性的度量，是随着 BS 的

增加而降低盆地的稳定性 J 如图 10（b）所示。该图表明，相同的节

点以及具有足够小的失配的节点对于突发同步往往比强失配节点具



有更大的盆稳定性。

理解某人行为复杂的原因与 0J 相比，我们绘制了突发振荡的特

征、每个突发Nspb的平均尖峰数和活动相 actT 的平均持续时间。这两

个量都是随时间和所有振子的平均值，也就是说，它们考虑了节点动

力学和节点间复杂相互作用的联合效应。图11显示了两种不同的 是

Nspb的依赖性通过与 BS （ 0J ）的比较，我们发现 actT （ 0J ）的局部

极大值出现在与 BS （ 0J ）的局部极大值相近的 0J 值处，并且在这些 0J

处，每个脉冲的平均峰值数突然变化。因此，曲线 Nspb（ 0J ）具有

阶梯状的形式。这些事实意味着，盆地稳定性的局部增强与活动爆发

阶段的增加有关，同时与爆发中出现的新峰值有关。

需要注意的是为单个节点动力学计算的每脉冲峰值，单调依赖于

J；即，在所示区域在图 11中，单个Nspb随时间单调增加 J（见图 2

（f））。然而，如果考虑另一个数量的单个节点动力学，最有可能的

值的数量峰值每突发，它有一个阶梯状的形式类似于那些图所示。11

（c）和 11（d）。我们可以得出这样的结论，集体网络效应，除其他

外，是使分布更加对称，因此，将最有可能的特征转换为平均特征。

为了比较网络效应和个体动态特征，我们策划某人与 和 0J （见图

12），并显示划分边界的曲线( , 0J ）平面进入具有相应参数的单个

振荡器产生，图中显示的 Nspb最可能值的爆发，数字平面 1，10.可

以看出，一般而言，不同区域之间的边界落在盆地稳定性的局部极大

值上，然而，这不是小区域的情况特别 3-102 。



图 11.（彩色在线）（a，b）盆地稳定性，（c，d）每次爆发的平均峰值数，以及（e，f）不

同的能量值下活跃期与 0J 的平均持续时间  :  = 0.004 和  = 0.005 参数为

，50N 3.0rewP ， ，11k 1c 和 01.0J 。

六、 结论

我们研究了突发同步的性质基于映射的混沌神经元小世界网络盆地

稳定性。随着重新布线概率的增加突发同步体制的盆地稳定性增加，

达到最大值，然后逐渐增加减少。同步系统的稳定性问题，在神经网

络中有一个特殊的意义，因为在大规模复杂的神经回路通常有多种对

于可能的振荡模式，了解某个区域对外部扰动的鲁棒性是非常重要的

[32,33]。特别是，由于大多数神经网络是自适应系统，其中连接结

构可以随着细胞和突触动力学的发展而演变，因此必须研究拓扑重组

对集体行为的影响。盆地稳定性框架已经使我们能够揭示动力网络行

为的重要机制。在参考文献[34]中，作者指出，同步状态的吸引盆的

变化是同步状态下滞回行为的基础向同步的过渡。参考文献[35]的作



者发现在随机重新布线的网络中小世界拓扑对动态连接的敏感性最

大，即小世界网络中同步机制的盆稳定性在较低的重新布线频率下开

始增加。我们已经考虑过包含几十个振荡器的小世界网络，这对于大

规模的生物神经网络来说肯定不是这样。然而，在许多国家体外实验

研究神经培养进化为多簇状态，其中每个密集簇包含大约 100 个细胞

（参见，例如，参考文献[36]）。我们的结果表明，网络结构的规则

特征和随机特征之间存在一个最佳的比率，对应于突发同步状态的最

大稳定盆。另一点是，与不同的 Rossler 振荡器中，如果增加网络拓

扑中的随机性，则盆地稳定性保持相对较大，即在盆地稳定性的意义

上，爆破振荡器显示的同步比重连更可靠。

我们还发现，耦合密度和

耦合强度对盆地稳定性的影响相似，即：。，

它们有一些临界值，低于这个临界值，脉冲就会爆发

同步机制很难达到，在同步机制之上，盆地的稳定性会增长。当

耦合强度或耦合密度较大时，盆地稳定性随耦合强度或耦合密度的增

大而减小。一个有趣的依赖性盆地的稳定性对参数的个别节点动力学

观察；i、 例如，在同一个网络中，只要改变松弛性或兴奋性参数，

就有可能获得小流域或大流域的稳定性。我们已经解释了这种效应，

揭示了在这种集体现象中，每次爆发的尖峰数起着关键作用。文中还

讨论了网络规模对突发同步的影响和选择突发同步的准则。



有趣的是，尽管我们爆破振荡器及其应用,我们发现连接的重新

布线会影响盆地的稳定性类似于小世界网络的相同 Rossler 振荡器

[21]。这一结果表明了这种效应在相当广泛的一类复杂振荡网络中的

普遍性。然而，还需要研究其他类型的振荡器和其他类型的同步。我

们的计算证实了盆地稳定性方法是研究大系统同步现象的最方便的

方法，因为在大系统中，由于元素不完全相同，其他方法几乎不适用。
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