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摘要

许多高维复杂系统表现出一种极为复杂的可能渐近状态。在这

里，我们提出了一种数值方法来分析这类系统。它介于宏观有序参数

的经典分析和更深入、更详细的分岔分析之间。利用我们的机器学习

方法，基于随机抽样和聚类的方法，我们能够描述不同的渐近状态或

类别，甚至它们的吸引域。为了做到这一点，合适的，易于计算，统

计的轨迹随机生成的初始条件和参数的聚类算法，如 DBSCAN。由

于其模块化和灵活性，我们的方法在许多学科中有广泛的应用前景。

虽然典型的应用是振荡网络，但它不仅限于常微分方程系统，每一个

产生轨迹的复杂系统，如地图或基于代理的模型，都可以进行分析，

正如我们通过应用 Dodds–Watts模型（一种广义 SIRS模型）来分析

社会和生物传染。此外，还展示了用于研究电网动力学的二阶

Kuramoto模型和 Stuart-Landau振荡网络，每个振荡网络都表现出复

杂的多稳态状态。该方法可用作 Julia语言的包。

一、引言

多稳态是复杂系统的普遍现象。无论是物理学中的滞后效应、人



脑[1,2]、基因表达网络[3]、人类感知[4]、电网[5]还是气候系统[6

–9]，几乎每一个足够复杂的系统都有许多稳定的渐近状态和分叉，

当控制参数改变时会出现这些分叉。大多数传统的分岔分析方法，如

自动[10]都依赖于通过积分的延续来跟踪状态，对于高维系统来说，

这种方法越来越具有挑战性。此外，对于高维系统，通常人们还更广

泛地关注渐近状态的类别，例如振荡器网络的同步与非同步状态或共

享公共对称性的状态。在这里，我们填补了宏观有序参数的粗略分析

和更彻底的分岔分析之间的空白。

我们的机器学习方法，montecarlo盆地分岔分析（MCBB），基

于随机抽样和聚类方法，将不同类别的渐近行为分解成聚类。我们的

方法不是一方面研究状态和轨道的存在，另一方面也不是只跟踪单个

阶参数的变化，而是根据吸引子吸引盆的体积来了解哪种吸引子是最

主要的，并将每一类吸引池的变化大小量化为控制参数的函数。这为

研究多稳态高维系统的分岔结构提供了新的思路。因此，我们可以把

mcbb看作是一种在跟踪渐近结构每一个变化的渐近分岔的详细研究

和另一端使用特殊序参数研究宏观行为的统计物理之间进行插值的

方法。

首先，我们将在下一节中介绍该方法及其背后的思想。然后，算

法将在第 2.4 节中解释。大量的范例展示了各种各样的可能的真实世

界应用：Dodds–Watts 社会和生物传染模型，一个二阶 Kuramoto 振

荡器网络，用于模拟电网和 Stuart–Landau振荡器网络，对许多化学

和生物系统具有重要意义，将在第 3 节中介绍。最后，这些结果以及



所提出方法的性能和适用性将在第 4 节中讨论。

二、方法

我们的目的是学习那些高维系统的相似吸引子类，这些吸引子对

于初始条件的度量具有最大的吸引盆 0 此外，我们还打算了解它们

以及它们的盆地体积是如何随着参数 p在 pI 范围内的变化而变化的。

一类吸引子应该表示一个等价的吸引子类，包括在不同的 p上有相似

的不变测度。

为此，我们将 0 当做概率分布。然后我们可以从中得出初始条

件 0 和参数，并模拟系统生成轨迹。在假设遍历性的前提下，利用

轨迹的尾部对吸引子上的不变测度进行采样，然后利用这些尾部样本

来估计这些不变测度是否是我们分类定义等价意义下的相似测度。通

过这种方式，我们可以在从同一类中提取的尾部样本中识别聚类。然

后通过计算在特定 p（或其周围的小间隔）绘制的每个簇中的样本数，

我们提供了在 p的类的吸引盆地的相对大小的估计。此外，我们可以

利用这些样本来研究类的成员是如何随着 p的变化而变化的。

这里的一个关键步骤是定义不变测度的相似性。将所有尾部样本

相互比较是一个潜在的昂贵步骤。此外，在具有大量渐近状态的高维

系统中，我们可能对粗糙的行为类感兴趣。因此，我们通常根据不变

性测度的统计信息来定义聚类之间的相似性，这些不变性测度可以很

容易地使用尾部样本进行估计。为了使这个想法更精确，我们需要定

义如何确定两个渐近测度是相似的。我们首先概述了调查中的正式数

量。



2.1. 吸引子类及其盆体积

研究了一个具有系统参数 p的复杂系统，得到了一条 );,( ptxFx 对

于初始条件 0x 。这可以是一个常微分方程组 );,(1 ptxFnx  。如果这是

一个足够好的动态系统，那么 0 将逐渐演化为  , 不变测度 A 的线

性组合,关于吸引子,线性膨胀系数为 Ab 的系统

当我们改变参数 p时，系统的吸引子集和不变测度也会改变。给

出了不变测度相似性的概念，定义了渐近状态的等价类。表示对于系

统参数 p出现的等价类元素，我们为每个类都有一个参数化的度量空

间。假设每个 p只有有限个数，则给出了一类测度空间的元素，作为

AC 的线性组合，带系数

然后我们可以分解  变成这样一个 )(pc 的线性组合，在每个 p

处，系数为 )(pcb 处：

这里我们假设 )(pc =0 和 )(pcb =0，如果类在 p处为空。当我们从

参数 pI 和初始条件中取样时 0 ，然后运行系统，得到的轨迹将有概

率 )(pcb 渐近采样中的不变量测度。

2.2. 渐近测度的相似性

使这一想法具有可操作性的关键挑战是定义相似性的概念。让我



们首先考虑一个极端情况：渐近测度的线性响应表明可以识别 )(pA

和 )( ppA  是属于同一类的，如果它们是由光滑连续的测度连接的。

也就是说，它们之间的差异在适当的意义上平滑地消失 p 变为零，

例如在[11，12]的意义上。当采样轨迹时，我们可以通过要求这种连

续性的一些离散概念来建立样本簇，确保它在适当的极限下收敛到正

确的连续条件。

用这种方法建立的类使我们坚定地处于分岔分析的领域，我们将

解决渐近状态下的每一个势差。如上所述，当渐近状态的数目较大时，

这可能不理想，并且在高维空间上设计一个不昂贵的离散相似性度量

是不简单的。

另一个极端是序参数，我们可以考虑 )(pA 和 )( ppA  相似，如

果它们导致相同的序参数达到某个有限界。这将使我们直接进入统计

物理学的领域，但要求我们已经知道我们的系统有什么有意义的秩序

参数。

一般来说，我们是通过利用统计数据的加权差和构造测度空间上

的伪度量来构造类的 )(kS 措施的实施。然后，采样的轨迹为我们提

供了一种估计这些统计数据的方法，从而提供了基本不变度量之间的

伪度量距离：

具体来说，我们将表明，对于本文中考虑的示例，跟踪度量的均

值和方差，编码吸引子在相空间中的位置和大小就足够了：

•吸引子的位置：



•吸引子的大小：

其中 k 表示系统维 k上的边际分布。

我们进一步考虑这些统计数据在系统维度上的直方图。当系统由

许多相同的元素组成时，这是特别有用的，它允许我们识别与排列对

称性相关的渐近状态。这对于网络化系统的应用至关重要，例如完全

连通网络上的动力系统将具有对称群 nS 。下一节将对技术方面进行更

详细的讨论。依赖于所研究的系统，其他统计，如高阶矩或熵措施，

也可以使用。我们的算法实现为此提供了一个灵活的框架（见附录a）。

2.3. 聚类

最后，我们根据测度距离的估计构造样本簇。再次遵循上一节的

论点，如果两个样本之间存在距离度量的平滑响应（见图 1），我们

希望将它们识别为来自同一类非单调状态的两个样本。我们可以要求

观测到的距离是（高达一个因子）渐近状态对参数变化的线性响应的

有限标度。对于每个具有参数 pip  的样本，我们继续与 ip 积分，其

中 i
jpipjp  )(min 应该是一个典型的参数间隔，导致样本来自度

量 i 我知道。然后，我们将试验 i和 j之间的差异 ),( iiD  与继续积

分的结果的差异进行比较 ),(  iiDi  。如果前者要大得多，我们假设

州与州之间没有直接的延续。如果有一系列的状态连接在一起，那么

两个状态就在同一个集群中。

我们也可以尝试直接从数据中提取样本间距离的合理值，而不是



这种计算密集的连续研究。这将导致一个恒定的响应大小参数 DB 所

有试验的分贝，理想情况下是一个特定的百分位，实际响应分布 
i 。

当我们在距离计算中加入参数邻近约束和权重 p 时，新的条件将读

取, i和 j之间被连接的时候有

这样的标准是基于密度的聚类算法的一部分，比如 DBSCAN

[13]，我们可以用它来区分给定一组适当统计信息的不同类别的渐近

状态。如果一个单一的，恒定的阈值像 DB 的使用，它还允许我们改

变这个阈值，以解决不同类别的渐近更细或更粗：如果我们选择一个

大的 DB 许多类似的渐近状态将被分组成一个单独的簇

图 1.具有稳定渐近状态（蓝色实线）和不稳定渐近状态（蓝色虚线）的示例动态示意图。

如果两个试验 i和 j通过公共连接，则它们属于同一非对称状态 DB 社区。

对应于一大类渐近状态。相反，一个较小的 DB 将导致更多不同

的簇，从而更精细地解析渐近状态。图 1示意性地说明：只要这个常

数阈值小于所讨论的两个渐近状态的轨迹之间的最小距离，它们就会

被分解成不同的簇。



最关键的是，这里描述的所有步骤都可以在系统维度中以最二次

方的比例进行。这意味着高维系统可以用这种方法来研究。

2.4. 算法

我们现在更详细地描述实现上述思想的算法。mcbb是一个模块

化算法：大多数步骤可以修改，以适应动态系统的问题。算法 1 总结

了这一过程，并在下面详细描述了每一步。

2.4.1. 安装程序

我们使用聚类算法来区分不同类别的渐近状态，每一种方法都评

估一个NMonte-Carlo试验。给定一个动力系统，如常微分方程系统

);,( ptxFx 或 );,(1 ptxFnx  带 dNRx ，我们从分布中得出初始条件

)(
0
ix 分布的 ICU 和 pU 参数值。在下面的内容中，我们将使用均匀分布

集成电路和附录 B简要讨论了对分布的依赖性。虽然我们将主要关注

具有一个参数维的系统，但原则上也可以研究具有多个参数维的系

统。特别是具有两个不同参数的设置可以提供对所研究系统动力学的

有用见解。然而，具有三个或更多参数维的系统的结果更难可视化，

并且需要指数级的更多试验来在参数空间中创建足够的密度。与此相

反，对于盆地稳定性而言，所需样本的数量并不随初始条件空间的大

小而变化。

2.4.2. 集成

随后，对所有的配置 ))(,)(0(
ipix 进行了求解。积分时间必须对系统

进行适当的设置，以便达到渐近状态。在丢弃瞬态之后，系统被集成

足够长的时间。虽然在理论上，选择合适的积分时间和暂态时间是非



常重要的，但在实践中，人们应该事先了解系统的时间尺度。在大多

数情况下，选择这些时间在合理的大值和检查他们的个人轨迹是足够

的。在今后的工作中将讨论更复杂的方法。在很长的瞬变过程中，如

果系统没有真正收敛，我们可以观察亚稳态的吸引盆。有关此类盆地

的相关讨论，参见示例[14]。在这种情况下，结果将取决于模拟时间。

本文提供的 Julia包（见附录 A）使用微分方程组[15]求解 ODE

系统。库会自动选择适当的解算器，例如 Tsit5或 Verner方法[16，17]。

尽管这些方法在积分过程中具有自适应步长的特点，但是我们将轨迹

保存在一个恒定的步长上，这样所有的轨迹的结果都保存在同一时间

步长上，然后我们考虑由一组轨迹的最终分数提供的样本。

2.4.3. 集成评估

在以这种方式生成的每个尾部样本上，我们评估一组统计信息，

通常我们考虑每个系统维度的统计信息数。这些包括每个默认的位置

和吸引子的大小作为尾部样本的平均值和标准偏差。不过，其他统计

数据也有可能。因此，我们得到N个统计矩阵 iS -每个 )( sNdN  用元素

kliS , 定尺寸。

2.4.4. 聚类

对于大多数聚类算法，所有样本之间的距离矩阵是必需的。这个

)( sNdN  距离矩阵可以用两种不同的方法从 iS 计算出来。首先，通过

计算



其中每个度量值都用 i 加权。参数值可以包含在权重为 1mN
 的距离

度量中，以确保具有不同参数值的相似渐近状态之间的区别。另一种

可能性是首先将一维直方图 kiH , 拟合到所有系统维的每个统计量 k。

当不应区分渐近状态的对称配置时，这是有利的，这通常是相同单元

的网络的情况。距离矩阵随后是一个合适的直方图距离 kiH , ，如

1-Wasserstein度量

当一个特定统计量 k的所有 kiH , 共享相同的分格和范数时，可以从每

个直方图的经验 CDF非常有效地计算 1-Wassersteinmetric。权重的选

择取决于所使用的统计量和预期的渐近状态。一般来说，一个好的第

一个猜测是给较高的时刻，如方差和非正态性措施较低的重量比平均

数。给定距离矩阵，使用 DBSCAN[13]等聚类算法。DBSCAN对通

过公共路径可以到达的所有点进行分类 DB 区域作为一个集群。估计

适当的 DB 参数是一项非常重要的任务，有不同的可能性。在[13]中，

作者建议使用 k近邻（ k NN）距离，更具体地说是 4NN距离，并使

用所有数据点的有序4NN距离图中第一个可视拐点处4NN距离的值

作为 DB 。另一种类似的可能性是使用累积 k NN距离的中位数，其

中 k是所有点的特定百分比，例如 0.5%。如第 2节所述 DB 也可以通

过继续积分和跟踪 DB 的响应来估计。在我们所研究的例子中，这产

生了类似于基于经验 kNN方法的类似值，但是计算成本更高。这就

是为什么基于 kNN的方法是首选的参数估计。从根本上说，没有“正

确”的选择 DB ，结合距离度量的选择，它决定了我们想要区分尾部



样本的精细程度。虽然统计数据和权重的选择决定了我们关注的方

面， DB 为我们提供了一个可以改变的整体分辨率。由于此时的聚类

步骤非常快，因此很容易扫描各种值 DB 。基于密度的聚类算法（如

DBSCAN）对异常值很敏感。与所有其他数据极不相似的输入被归类

为异常值。就我们的目的而言，这通常会发生在多稳态爆炸时，许多

不同但又不同的渐近状态发生。

2.4.5. 聚类评价

聚类算法，从而C返回集群分配

将每个试验映射到一个具有 CN 的 ],1[ CNiC  是试用 i的集群编号。群集

分配使我们能够进一步分析所讨论的系统。首先，我们可以追踪每一

类变参数非单调状态的盆地大小，从而量化系统内的分岔和多稳态。

这是通过计算参数窗口 ]max,min[ PP 并在整个参数范围内滑动此窗口。

对于每个群集 i ,因此，我们对参数 p， )(ˆ p
ic

b 的相对盆地体积进行了

估计

为了进一步评估每一类渐近集的动态性，统计数据也被细分为属于每

一类的集合。例如，我们可以通过这种方式跟踪样本的位置或大小在

一个簇中，变化是 p的函数。研究每个集群中典型轨迹的解决方案也

可以提供见解。第 3 节给出了此类分析的示例。

总的来说，该方法的两个主要参数是距离计算的权重 和在



dbcan 情 况 下 的 聚 类 参 数 DB 。 作 为 默 认 值 ， 我 们 取

,1E ,5.0val 1p 。在第 3 节中，我们将对每个系统更详细地解释

为什么我们选择所示的权重。对于聚类参数，使用 k NN距离或响应

分析进行估计，如果需要，如果想要解析更多（更少）的聚类，则增

加（减少）该值。对于大多数蒙特卡罗方法，试验次数N应选择足够

大，以便结果独立于它。因此，一个合理的试验是进行两次试验：如

果结果有质的不同，就必须增加N。MCBB的计算复杂度在很大程度

上取决于所讨论的系统。该方法最昂贵的部分是集成系统和距离矩阵

的计算。集成度随着 )( dNNO  对稀疏耦合系统而言，而更紧密耦合系

统的积分随着 dN 的幂次增加而增大。距离矩阵尺度的计算,并且通常

是仅集成非常快和非常大N的系统的瓶颈。

算法 1：蒙特卡罗盆地分岔分析（MCBB）

1. 给定：系统 );,( ptxFx  带系统尺寸 dN （可以是阳极系统，也可以是地图）

2. 给定：一组 sN 统计量{ S } 关于轨迹的组成部分 (e.g.均值和方差）

3. 给定：分布 ICU 初始条件和参数的 pU

4. 当 1i 时，执行 N
5. 从 0r 和 N 参数值 p中选取 N 个初始条件 0x
6. 求解长轨迹 );( ptx

7. 当 1dim 时，执行 dN

8. 当 1meas 时，执行 sN

9. 统计的计算矩阵 ))(dim(dim,, txmeasSmeasiS  在轨迹的尾部测量

10. 停止

11. 停止

12. 停止

13. 获得： )( sNdNN  -矩阵 iS



14. 计算 NN  -所有 iS 之间的尺寸距离矩阵。

15. 基于密度的数据聚类（如 DBSCAN）
16. 分析群集成员和统计信息，对于依赖于参数值 p的每个簇

3.结果

mcbb方法是一种适用于多种动力系统的方法。离散和连续状态

空间的系统都可以研究，离散和连续时间演化的系统也可以研究。典

型的应用是振荡器网络，如下所示，但也有基于离散代理的模型，如

Dodds–Watts模型。对于给定初始条件和参数的返回轨迹的系统，基

本上可以用MCBB进行分析。在下面的多德-瓦茨模型中，将用MCBB

研究 Kuramoto振荡器网络和 Stuart-Landau振荡器网络。所有这些结

果的源代码都可以在附带的软件实现的 GitHub存储库中找到。

3.1. Dodds–Watts模型

社会和生物传染病的 Dodds-Watts模型[18，19]是传染病模型的

推广，如 SIS和 SIR模型[20，例如]。给定的是一个和所有其他个体

相连的 iN 个体群体。每个个体都处于易感（S）、感染（I）或恢复（R）

状态，并且对他们在最后T时间步 itD , 内接受的剂量有记忆。因此，

展示了MCBB处理具有有限延迟或记忆的系统的能力。在每一个步

骤中，每个个体 i都与从所有其他个体中随机选择的另一个体 j接触。

如果 j感染了，我会得到剂量 d和暴露概率 p。剂量 d的量来自分布

)(df 。在时间步长 t处，剂量加在剂量记忆 itD , 上，使   t
Tt itditD 1 ,', 。

如果一个人的剂量超过剂量阈值 *
id ，它就会被感染。后一剂量阈值 *

id

来自分布 )*(gd 。一旦 itD , 降到阈值以下，个体在每个时间步都以概率



r恢复。恢复的个体再次变得易感，概率为 s。

图 2.Dodds-Watts模型构型（A）两种不同渐近状态（完全感染（蓝色）和完全健康（红色））

的近似相对盆地体积。图中的彩色区域表示各个州的盆地体积。通过在聚类结果上使用滑动

参数窗口进行计算（见第 2.4 节），窗口长度为 0.05，偏移量为 0.01。

一个是典型的 SIS模型，例如配置

其中以 p和 r为自由参数。有关该模型的更多详细信息，请参见[19]。

对于这个具有离散态的 )(IN 维模型， ],,[, RIStis  和离散时间 ],...,2,1[ Ntt

我们直接评估每个个体在时间演化过程中易感 )(SN 和感染状态 )(IN

的计数，作为算法的度量。如[19]所示，有几种构型具有多稳态区域，

其中 )(IN 不等于 0 或 )(IN 的混合种群也可以是稳定的。

特别是我们正在研究两种配置：（A）具有

最初感染的个体数是从 0 和 IN 之间的均匀分布中提取出来的，

我们将系统演化为 1000 个时间步，从中我们将前 800 个时间步视为



瞬态。配置（B）与 SIS模型大致相似，但具有 20步的剂量记忆和剂

量阈值分布，因此大约一半的人群对感染具有相当的抵抗力。对于两

种配置,计算了 N=5000条具有随机初始条件和参数值的轨迹。由于

这两项措施同样重要，我们选择 0,1  pSI  ，因此在距离计算中

不使用参数值。如第 2.4 节所述，使用统计直方图构建距离 D。

基于对 4NN距离图的视觉检测，给出了聚类参数 DB ，配置（A）

选择 0.15。图 2 显示了分析的结果。与文献[19]中的结果相似，我

们看到这种构型在附近发生分岔 4.0p . 对于大于此值的值，完全感

染状态变得稳定。它的吸引盆迅速增长，但完全健康的状态保持稳定，

以及一个非常小的吸引盆大 p值。

构型（B）显示出一个稍微复杂的结构，如图 3所示，与[19]中

的结果一致。此外，图 3还提供了滑动直方图。这些有助于确定团簇

的动力学。对于每个滑动参数窗口，直方图被拟合到该窗口内的所有

测量结果。然后将这些直方图直接绘制在每个直方图的旁边，这样我

们就可以直观地看到每个簇中测量值的变化，从而改变参数值。在

Dodds-Watts模型的情况下，我们测量单个药剂被感染和易感的时间

分数，这些主要是 1 或 0，因为大多数药剂在整个时间内要么被感染，

要么易感。图 3（A）显示了系统的行为。对于小值 p，只有完全健

康状态是稳定的（另见图 3（B））。第一个分叉发生在 3.0p 当易感

个体和感染个体共存的混合状态（MS）变得稳定时。它的吸引盆迅

速增长，而健康状态保持稳定，但吸引盆非常小。图 3显示，随着磷

的增加，感染者的数量增加。最终，在 7.0p 完全（或几乎完全）感



染状态变为稳定状态。如图 3（D）所示，在分岔点处，并非所有处

于完全感染状态的个体都被感染，这是大 p。将结果与文献[19]中报

道的结果进行比较，我们发现完全感染的和它们确实是系统中两个独

特的稳定分支，因此被 mcbb正确地划分为两个独立的簇。

图 3.（A）Dodds-Watts模型不同渐近构型状态（B）的近似相对盆地体积。它呈现完全感

染（蓝色）、完全健康（红色）和混合状态（绿色）。通过在聚类结果上使用滑动参数窗口

进行计算（见第 2.4 节），窗口长度为 0.05，偏移量为 0.01。

图 4.（A）所调查的黑本系统的网络结构。红色节点具有负驱动力（等式（11）中的减号），

蓝色节点具有正驱动力(B） 同步、部分同步和同步系统的盆分叉图。

3.2. Kuramoto网络

Kuramoto模型是同步理论和网络科学的基本例子之一。带有惯性的



版本已经被用于各种环境中，最重要的是对电网中的节点进行建模

[21–26]。在向全局稳定同步过渡的过程中，具有惯性的 Kuramoto

模型表现出一种具有大量吸引子的多稳态的极端形式。研究过渡区同

步的主导模式是MCBB发展的动力问题之一。系统由方程给出

等于+1和 −1. 0K 振荡器可以自由旋转 10 .同步开始在网络中发

生。在 10K 系统通常与 0 .虽然大量的工作已经研究了这种同步状

态作为本地网络拓扑的函数的稳定性[24，26–36]，但是对中间状态

的了解相对较少。

由于主要的动力学是在频率，我们将只考虑在这里的分析频率维

度。图 4（a）显示了振荡器耦合的网络。它是一个随机正则图，每

个节点都有 3k .我们将在不对称状态上使用的统计量是所有节点频

率的位置，距离是根据等式（6）计算的。所示结果适用于 N=25000

条轨迹。



图 5.显示无同步（A）和部分同步（B）的簇的分析(A） 和（B）是滑动直方图，类似于图 3，

并根据耦合参数将所有节点上的频率平均值显示为直方图(C） 和（D）显示集群 2（左）和

集群 3（右）中所有样本上每个单独振荡器的平均频率。

图 6.滑动直方图图类似于图 5。这里，所有频率时间序列的标准偏差显示取决于耦合参数。

图 4（b）给出了盆地分叉结构，其距离由频率的每维平均值计算得

出 0K 振荡器自由旋转，频率位于 10 这种状态持续下去，直到它

的盆地从 10K 始收缩开始。在中间区域，大多数渐近状态出现。在

这里，这些被分类在一起的离群值集群中，这意味着它们很少出现，

以至于无法获得足够的样本进行统计处理。这表明盆地结构不是由一

种过渡状态控制的，而是一种多重稳定性的爆发。然而，盆地分叉图



也显示了两种状态，它们在过渡区实现了更高的盆地。这些集群中的

每一个都出现在总运行量的 0.5%以上，并且在某些 p。

如果我们更深入地观察这些簇，我们会发现它们代表部分同步，

其中网络的一个区域是同步的，而所有其他振荡器仍然以其固有频率

旋转图 5。

为了理解这些中间团簇如何随着扭结而失去稳定性，我们可以考

虑图 6中所考虑的渐近态的大小。换句话说，频率本身开始围绕一个

稳定的平均频率振荡。这表明对过渡制度的行为有一个有趣的见解。

当K增加时，一些相邻的振荡器耦合并同步。随着部分同步（PS）态

吸引子的增长，非同步节点上的振荡器花费越来越多的时间远离其固

有频率。最终，他们将不得不花费相当长的时间来接近他们耦合到并

被夹带的同步组件的频率。

验证这些是驱动转换的机制，以及了解哪些网络属性支持早期部

分同步状态，超出了MCBB和本文的范围。然而这种方法所揭示的

分岔过渡的盆地图提供了盆地结构和吸引子自身结构在过渡过程中

如何变化的直接而重要的见解。特别地，它揭示了吸引子不移动，而

是增长，直到它们失去稳定性。

3.3. Stuart–Landau振荡器网络

另一种典型的振荡器是 Stuart–Landau振荡器，它可以写成

其中 C,Z 是分岔参数是它的固有频率。最初由 Lev Landau发现，

后来由 Stuart和Watson[37–39]推导，用于描述流体动力学中向扰动



的过渡，它也是 Andronov-Hopf分叉的一种正常形式，因此在许多领

域具有广泛的应用和重要意义[40]。耦合 Stuart-Landau振荡器可以导

致一些有趣的现象。最重要的是以振幅死亡和振荡器死亡（OD）的

形式出现的振荡器猝灭[41，42，例如]。另一个有趣的现象是嵌合体

状态[43，44，例如]。这些是耦合的相同振子系统的状态，表现出一

种均匀的模式，其中锁相状态与漂移状态共存。为了将MCBB应用

于 Stuart-Landau系统，我们使用了[45]的构型，因为它突出地具有行

波（TW）、振荡死亡（OD）和作者所说的稳定振幅嵌合体动力学的

多稳态区域。在这个设置 NN 斯图尔特-朗道振荡器具有相同的本征

频率通过吸引耦合到其 1P 近邻，排斥耦合到其 2P 近邻，方程如下：

其中 )(xR 是 x的实部， )(xJ 是 x的虚部。我们还可以通过两个瓦特-斯

特罗加茨随机图[46]上的耦合来研究这种设置，一个是排斥耦合，一

个是吸引耦合。重新布线的概率 0rP ，我们得到与上面相同的方程，

对于 01P 我们期待动态变化。

3.3.1. 参数配置

我们选择与[45]相同的参数配置： .222,11,100,2  PPNN 在我们

的实验中，我们改变 .r,100/2, PNNPrK  我们使用随机初始条件，实

部和虚部均匀分布在−1和 1（与[45]中用于某些计算的簇初始条件相

反），K从 1.8到 2.5变化。根据尺寸测量，我们使用平均值和标准

差。由于 Stuart-Landau振子是复数的，所有的测度都分别应用于实

部和虚部。根据我们对 Stuart-Landau振荡器的先验知识，我们知道



它们的渐近状态会表现出不同类型的振荡行为，因此对标准差施加最

大的权重是一个很好的选择。我们选择 .1,1,25.0  pSDE  我们选择

N=15000个试验从 00 t 到 200ft 此时间跨度的前 70%视为瞬态，不

用于评估。第一个实验是用进行的 0rP 和 .22.02 r 并根据公式（7）使

用直方图计算距离 D。

3.3.2. 改变耦合

在运行实验并计算距离矩阵 D之后，相关的 4-dist图显示拐点在

0.01左右。在报告的结果中，我们将该值稍微降低到 0.009和 0.008。

图 7（A）和（B）显示了近似相对盆地体积的这些结果。与[45]中的

结果相似，我们看到了一个多稳态区域，其中 TW动力学在 95.1K 中

普遍存在和 OD动力学适用于 2.2K . 在这两者之间存在着各种各样

的态，其中一些振子表现出类似 OD的行为，而另一些振子则表现出

同步振荡，因此我们更倾向于将这些态称为 PS态。重要的是，PS态

是许多类似 PS态的混合物，而不仅仅是一个渐近态。如果我们选择

一个更大的 DB 如图 7（A）所示，具有全 OD的态和仅具有少量 PS

振荡器的 PS 态以及其他大部分 OD 动力学被合并成一个簇

（OD+PS）。对于较小的 DB 它们被分成两个不同的簇（图 7（A））。

对于 1.9，可以找到一种特殊的结构和更常见的 PS态 0.29.1 K . 如

图 8所示，这些状态是高度规则的驻波，被表现出 OD的振荡器打断，

因此我们将这些状态称为规则聚集驻波状态（RCSW）。除了这些更

规则的动力学之外，类波动力学和振荡死亡之间还有各种不同的MS。

许多人彼此如此不同，以致于他们落入离群群群中。在通过WatK从



TW 到 PS 的转换过程中，离群簇的成员最多 0.2K 和在 K处 OD 和

PS之间的过渡处 2.2K . 少数不到 60个成员（占所有试验的 0.4%）

的较小集群被忽略。它们所包含的 PS状态彼此之间的相似性要比异

常群中的相似性大。我们通过进一步研究确定了这些动态分析每个集

群内的统计信息。图 8 显示了其中两个集群的示例图和滑动直方图

图。RCSW状态主要是振荡的，因此几乎所有的振荡器都有一个平均

值为零和一个与零不同的常数标准差。我们看到这些直方图对于不同

的耦合值变化很小。集群是非常同质的，几乎所有成员都像图 8（C）

所示的例子。另一方面，PS团簇更为均匀。其成员有一个共同点，

即大多数振荡器表现出 OD，因此，如图 8所示，它们表现出非零均

值，具有正值和负值，同时具有与 OD动力学的典型稳定不动点相对

应的消失标准偏差。图 8（D）显示了一个例子，尽管集群内仍然显

示同步振荡器的振荡器数量不同。其他集群的其他结果见附录。

图 7.斯图尔特-兰道振荡器网络的群集图 0rp 。表示聚类参数的两个不同值 DB 。对于（A）

DB = 0.009 和（C）和（D） DB = 0.008.MCBB解决了不同类型的渐近状态：行波（TW）、

规则簇定波（RCSW）、完全振荡死亡（OD）和混合部分同步/振荡死亡（PS）状态。增加

时 DB 状态，其中大多数（但不是所有）振荡器表现出 OD，而剩余的几个振荡器是同步的

（PS），并且所有振荡器表现出 OD（OD）的状态合并到一个簇（OD+PS）。使用的窗口

大小为 0.025，偏移量为 0.01。



图 8. 两个聚类的内省分析也如图 7所示。图（A）、（B）、（E）、（F）是滑动直方图

图。对于耦合值 K 的每个滑动窗口，所述簇内的轨迹的相应度量被绘制为 y方向上的直方

图(A）–（C）检查 RCSW组合仪表(A），（B）显示 RSCW 聚类的平均值和标准偏差(C）
和（D）是来自各个集群的示例轨迹(E），（F）显示 PS聚类的平均值和标准差。

3.3.3. 改变耦合和耦合邻居的数量

类似于[45]中的附加设置，我们也可以用MCBB研究具有两个不

同参数的系统。首先，我们选择改变K，耦合和 2r ，振荡器的相对邻

域数量如图 7 所示表示聚类参数的两个不同值 DB 。对于（A）

DB =0.009和（C）和（D） DB =MCBB分解了不同类型的渐近状态：

行波（TW）、规则簇驻波（RCSW）、完全振荡死亡（OD）和混合

部分同步/振荡死亡（PS）状态。增加时 DB 状态，其中大多数（但

不是所有）振荡器表现出 OD，而剩余的几个振荡器是同步的（PS），

并且所有振荡器表现出 OD（OD）的状态合并到一个簇（OD+PS）。

使用的窗口大小为 0.025，偏移量为 0.01。图 8, 两个聚类的内省分析



也如图 7所示。图（A）、（B）、（E）、（F）是滑动直方图图。

对于耦合值K的每个滑动窗口，所述簇内的轨迹的相应度量被绘制为

y方向上的直方图(A）-（C）检查 RCSW组合仪表(A），（B）显示

RSCW聚类的平均值和标准偏差(C）和（D）是来自各个集群的示例

轨迹(E），（F）显示 PS聚类的平均值和标准差。排斥地耦合到一起。

图 9显示了类似的团簇，其渐近行为与一维设置中的相似。我们看到

TW动力学只存在于小K和大 2r 值，而 OD+PS动力学甚至存在于小K

值（当 2r 很小时）。对于非常小的 2r ，还有一个去同步（DS）集群。

最值得注意的是，独特的 RCSW类型动力学仅适用于 2r >0.1，其盆地

变大 2r 值越大。



图 9.两个参数的设置结果，改变耦合邻域 2r 的数量和耦合强度 K 。



图 10.两个参数的设置结果，瓦茨-斯特罗加茨随机图的不同布线 rP ，介导排斥耦合和耦合

强度 K 。

3.3.4. 重新连接网络

14当我们开始通过根据Watts–Strogatz随机图的方案重新布线来随机

耦合时，我们得到了图 10 所示的结果。在这里，我们将离群值簇和

几个较小的簇一起添加到MS簇中，这些簇都表现出混合的 PS部分

OD 动态。当复接 rP 增大时，这类动力学出现的K值范围变宽。对于

较大的 rP 值，TW动力学似乎较小。当我们重新连接网络时，RSCW

类型的动态不会出现。

4.讨论

给定一个复杂的系统，如 ODE系统，如第 3.2节和第 3.3节中展示的

Kuramoto和 Stuart-Landau网络，或第 3.1节中展示的 Dodds-Watts模

型，MCBB能够分析和量化正在发生的渐近状态类别。如范例系统所

示，MCBB是一种广泛适用的方法。它适用于分析每个返回轨迹的高

维系统的行为，无论是基于代理的模型（如 Dodds-Watts模型）还是



微分方程（如 Kuramoto和 Stuart-Landau网络）。这些系统的已知分

支由MCBBas再现，例如 Dodds-Watts模型。此外，它使我们能够揭

示所有这些系统的性质相似的渐近态簇，如第 3.3节所研究的结果所

示。即使在过渡区，它也能成功地识别出最重要的渐近态的盆的大小，

这是传统分岔分析所不能揭示的。对于 Kuramoto系统，我们看到了

非同步态的盆地如何以及何时收缩，以及完全同步态的盆地如何出

现。我们还可以洞察这些状态之间的转换，因为我们可以看到在它们

不稳定之前，状态的大小是如何增加的。因此，对于 Kuramoto模型，

它提供了可视化同步过程的直观方法。将MCBB应用于 Stuart-Landau

系统时，不同的渐近行为，TW态，振荡猝灭现象，如 OD和混合态，

被分类在不同的簇中，有趣的动力学，如 RCSW态被揭示并被量化。

分析总是可以通过改变聚类参数来进行微调，以解决更细或更粗

的渐近状态。此外，距离计算的权重提供了另一种调整方法。该方法

的灵活性还允许对用于评估轨迹和精确聚类算法的统计数据进行实

验。特别是各种基于熵的统计似乎有希望使用。在设计该方法时，我

们已经使用了时间序列的每维 Kullback-Leibler 散度对高斯测度

)),(( iVariE
G

KLDiKLG  进行了计算作为统计数据，用于跟踪调查系统

的结构变化。这对于相对低维的系统尤其有用。此外，还测试了完整

轨迹的曲线熵[47]。此外，我们还将协方差矩阵直方图之间的距离作

为统计量进行了实验。这扩展了基于方差的尺寸度量，也考虑了维度

之间的互相关，这对于在渐近状态下表现出多种可能的互相关结构的

系统是有用的，否则表现相似，例如不同类型的集体振荡。然而，对



于这里给出的示例系统，仅使用吸引子的位置和大小作为度量就足够

了。不需要额外的措施来解决不同类别的渐近状态。但是，这不应停

止对附加措施的试验，因为其中一些措施已经在附带的软件中实现，

而且附加措施很容易添加。

除了本文给出的近似盆地体积和滑动直方图外，还可以进一步研

究聚类算法发现的聚类，例如，通过分析哪种初始条件导致某种渐近

状态，或者通过分析每个维度是如何分别随控制参数而不是直方图形

式变化的。这些选项已经在 Julia包中实现了（见附录 A），将来还

可以设想更多选项。

该方法还可以推广到具有未知背景参数的系统，这些系统遵循一

定的分布和附加的控制参数或作用力，例如一些气候模型，这些将在

今后的工作中进一步讨论。

虽然这项工作的重点是介绍方法和测试它的范式模型，我们相

信，这打开了大门，研究各种各样的系统在新的方式。我们期望该方

法在多稳态和高维行为的混合非常重要的不同环境中会取得丰硕的

成果。其中最引人注目的是生物网络和气候系统。这里介绍的三个例

子已经展示了MCBB在许多跨学科领域的广泛可能性，无论是疾病

和观点传播（Dodds–Watts模型）、电网动力学（Kuramoto网络）还

是化学和生物系统（Stuart–Landau网络）。

这种方法的一个明显的局限性是它只能检测和跟踪所研究系统

的稳定解。MCBB无法访问不稳定的解决方案。研究的另一个重要途

径是更详细地研究这里描述的算法的数学性质。特别是，了解算法的



收敛特性是非常必要的。我们还怀疑，有相当大的空间，以改善聚类

利用信息的延续，而不是恢复到一个标准的密度为基础的算法。我们

将进一步改进该方法的另一个研究途径是使用我们记录的尾部样本

的统计信息，以便跟踪积分何时达到适当意义上的渐近状态。MCBB

提供了一个很好的方法来可视化系统的复杂行为，传统的分岔分析通

常是不有用或难以实现的。它解决了最重要的渐近状态类，并使用户

能够跟踪其盆地的大小沿不断变化的参数。

图 B1.具有不同初始条件分布的二阶 Kuramoto的结果
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图 C1.流域体积与 logistic 图的分岔图。



图 D1. 图 7（A），（B），（E），（F）中还显示了对聚类的进一步分析，这些聚类是滑

动窗口直方图，适用于各个窗口内参数的试验(C） 和（D）是这些簇内试验的示例轨迹。

图 D2. 图 7（A），（B），（E），（F）中还显示了对聚类的进一步分析，这些聚类是滑

动窗口直方图，适用于各个窗口内参数的试验(C） 和（D）是这些簇内试验的示例轨迹。
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