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摘要【ABSTRACT】

我们揭示了由振荡神经元的简化、低维模型组成的相互抑制性 3-细胞回路的多稳定性内在机制的普遍性，
而不是详细的 Hodgkin–Huxley 型 [Wojcik et al.，PLoS One 9, e92918(2014)]。神经元之间的相位滞后的返
回映射的计算减少显示了这样的回路中丰富的节律模式的多样性。我们进行了详细的分岔分析，以显示随着

单个细胞和突触参数的变化，这些节律是如何出现、消失、获得或失去稳定性的。

复杂的多稳态迸发节律甚至可以在简单的生物神经回路中出现。我们采用了一种结合相位滞后返回映射

和基于快速 (并行) 图形处理细胞 (Graphics Processing Unit,GPU) 的相位和参数空间扫频的计算技术
来识别多稳定模式、节律切换、以及由所提广义 Fitzhugh-Nagumo 模型组成的相互抑制 3-细胞回路的吸
引子鲁棒性。有了这样的图谱，我们可以彻底地研究内部和外部因素，如突触强度、网络不对称性和外部注入

电流，是如何决定哪些稳定的节律模式可以共存、出现或消失，以及它们潜在的分岔机制。根据内在机制的不

同，比如单个细胞的释放和逃逸，这些网络可以产生多种多稳态节律状态，从相锁起搏器和行波模式的五稳态，

或者稳定嵌合体承认一个细胞周期性的相位滑移 (phase slipping,PS)，而另外两个细胞随着时间的推移仍
保持相锁状态，以及更奇异的行为，比如三个细胞一起振荡的稳定同步状态或完全缺乏相锁节律状态。我们给

出了这些节奏之间的详细过渡机制，包括鞍节（saddle-node）、音叉（pitch-fork）和次级 Andronov-Hopf
（secondary Andronov–Hopf）或环面分岔（torus bifurcations），以及一个传递环面（transitive torus）
的出现。最后，我们引入 2θ-神经元的概念，以建立更简单的具有所需动力学能力的神经回路。我们的鉴定促
进了对振荡神经回路中产生的多稳定迸发模式的简化、低维建模，以取代计算密集的高维 Hodgkin-Huxley
型模型。

1 引言【INTRODUCTION】

中枢模式发生器 (central pattern generator,CPG)是一个耦合神经元的小网络，它决定并自主控制动物感
觉、运动或认知行为的节律振荡。CPG 涉及从呼吸、心跳、循环到睡眠和运动等多种功能。[2−15] 虽然人们已

经从实验和计算研究中获得了许多关于 CPG 运行原理的见解，但人们对自然界中观察到的许多 CPG 的鲁棒
性和稳定性的基本原理还知之甚少，不能进行先验推断。耦合细胞的合作动力学是一个积极正在进行的研究

领域，采用了生物学和现象学的方法。[8,16−23] 通常与许多 CPG 相连的最小的构建细胞是一对两侧对称的神
经元，它们相互抑制以产生反相迸发，称为半中心振荡器 (half-center oscillator,HCO)。目前的研究集中在节
奏动力学、过渡和发生在由相互连接的 HCO 回路组成的 3-细胞神经网络主题的背景下的分岔。以前已经报
道过各种 3-细胞生物回路，它们构成了更大的网络的组成块或中心。[24−30]

一些建模范式已经应用于此类回路的研究，包括生物学上相关的 Hodgkin–Huxley(HH) 型模型，其中
单个参数可以与特定的离子电流或浓度梯度相关。详细的 HH 型模型的高维性在进行彻底的动力学和分岔分
析来分类它们的一般性质方面呈现明显的困难。这种理解对于可靠地组装和配置具有共同振荡特性的小型神

经网络是至关重要的。更简单的整合发放模型属于数学模型的另一类，通常不能将它们的参数与可能被直接

操纵或影响的生物机制联系起来，不能捕捉中间系统动态行为的细微差别。在本文中，我们使用所谓的广义

FitzHugh-Nagumo(gFN) 神经元来模拟 3-细胞网络。这种二维 gFN 神经元模型更好地描述了典型 HH 型方
波突发的一些关键特性。我们用它来展示节奏回路的基本特征，以稳定地产生所需的动态，而不管神经元和突

触的具体模型是什么。gFN 方程更简单，因此对于计算研究更实用，特别是对于基于 GPU 的参数和初始条
件的密集扫描。
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图 1: (a)图描述当前状态 (代表的蓝色、绿色和红色球体)三个弱耦合细胞在 t = 0时,其进一步发展在 t = 10,
在破裂的轨道 (灰色) 三维相空间霍奇金赫胥黎类型的水蛭心脏中间神经原的模型。[31,32] 平面 Θsyn 代表化学

突触的阈值，它将活跃的上阶段 (高于它) 和不活跃的关闭阶段区分; 在这里，活跃的红细胞抑制静止的绿色
和蓝色细胞。(b) 在由 3 单元神经网络产生的连续电压道中的突发启动允许我们定义其组成的突发之间的相
对延迟 s 和相位滞后 [由 Eq.(3) 给出]; 详见参考文献 [1,33] 和第二节。

本文利用我们的以前的工作和良好的原则 3-细胞回路由 HH 类神经元的特性 (如图 1 中所示)。[1,33−34]

目的是通过参数扫描来揭示 3-gFN 模态的多稳定性是如何与其参数空间产生一致的。它也作为一个教程蓝图，
提供了一个完整的框架，有兴趣的研究人员借用和使用我们的方法来分析类似的振荡网络。我们使用 gFN 神
经元来研究对称和不对称连接的 3-细胞回路中产生的多种多节律动力学，以及各种快/慢和延迟效应。在保持
一般行为的同时，这种复杂性的降低允许对神经系统的关键参数进行更广泛的探索，从固有的静止或强直脉

冲到固有的迸发。它还有助于我们寻找生物学上可信的回路，以确保在自然界中观察到的节奏模式的稳健性。

所谓的多功能 CPG 的一个重要方面是，同一个回路能够产生不止一种可观察到的节奏结果，并在节奏之间进
行切换。[29,33,35−40] 我们研究了参数的变化如何触发一个原本稳健的网络节奏的转变或分岔。我们总结了利用

相位滞后、相应的 Poincaré 返回映射和基于 GPU 的快速并行模拟来表征 3-细胞基序的状态空间，并识别其
稳定和不稳定节律。

具体的结果提出了网络节律发生的两种主要机制-突触释放（Synaptic release）和逃逸（Synaptic escape）。
[39,41] 对于每一种机制，我们将具有统一的抑制性全连接的对称网络的行为与具有一个或几个不同连接的非

对称基元的行为进行对比。我们研究了网络回路如何影响锁相状态（phase-locked states）、周期性相位滑移
（periodic phase slipping）或嵌合行为（chimera-like behaviors）的各种节律的发生和稳定性。我们确定了网
络参数值的范围，特别是突触耦合强度和外部电流驱动，这些导致了这些行为和潜在的分岔。我们还连接了总

体机制，并根据 Poincaré 返回映射中相应的不动点（FPs）或组成神经元之间的相位滞后可能由于网络参数
变化而经历的分岔序列，给出了从释放机制到逃逸机制的过渡阶段。我们详细阐述了几个从相关性和新颖性

两方面选择的具体例子。

本文的组织如下:首先，我们讨论了神经元耦合在快速抑制性突触网络中的神经元 gFN模型。接下来，我
们介绍振荡神经元之间的相位滞后，然后介绍这种相位滞后的 2D Poincaré 返回映射是如何定义的，以及这
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些映射的固定点与相应电压迹线的多个锁相状态之间的相关性。我们研究了几个有代表性的网络来证明一个

给定的主题可能的节奏结果和它的参数空间之间的联系。我们还讨论了非局部分岔的作用，以及这些分岔如

何在 Poincaré 二维图中形成吸引盆地的边界。接着讨论了一些没有任何锁相节律状态的独特模态。我们特别
感兴趣的另一种可能是当三个细胞一起振荡时的稳健同步状态。最后，我们引入了简化的 2θ-神经元的概念来
构建更简单的多功能振荡基序。

2 方法【METHODS】

生物科学中的 Fitzhugh-Nagumo 类细胞，或一般的张弛振荡器，提出了一种数学概括，捕捉了一些通常
在详细的 HH 型模型中观察和报道的普通动力学特征。本文采用的广义 Fitzhugh-Nagumo (gFN) 神经元模型
添加了一组额外的动态和时间特征，以便更真实地孤立地复制生物 (内源性)迸发，更重要的是，在扰动下。我
们认为这种 gFN-神经元是一个完全连接的 3-细胞回路:

V̇i = Vi − V 3
i − hi + Iapp +

∑
j ̸=i

Gji (Vj , Vi)

ḣi = ε

[
1

1 + e−k(Vi−V0)
− hi

]
, i, j = 1, 2, 3.

(2.1)

这里，第 i 个神经元的状态是由它的活动变量 V 描述的，代表膜电压，和一个恢复电压门通变量 h，引

入的方式类似于 HH 形式; ε 是某个时间常数的倒数，它调节快/慢动态 (0 < ε < 1) 在 gFN-神经元中 [见图
2(c) 和图 2(d) 中的电压轨迹]，而应用电流 Iapp 作为单个细胞的分岔参数;V0 和 k 分别影响 V̇ = 0 和 ḣ = 0

给出的三次和 s 型零值线的位置和形状 [见图 2(b)]。参数的默认值为 k = 10，ε = 0.3, Vth = 0。通过构建，

主动 (Vi > 0) 驱动或突触前神经元通过 Gji 给出的快速抑制耦合减慢或抑制被驱动或突触后振荡的恢复动力

学，采用快速阈值调制 (FTM) 的 s 型耦合函数建模，[42]

Gji (Vj , Vi) = gji (Vrev − Vi) Γ (Vj) ,

Γ (Vj) =
1

1 + e−100(Vj−Vth)

(2.2)

当电压 Vj 高于突触阈值 Vth = 0 时，FTM 形式能明显区分神经元的激活-开启状态，因此 Γ (Vj) = 1，当

电压 Vj < Vth 时，从 Γ (Vj) = 0 的非激活-关闭状态，只要 Γ 足够硬（由于其方程中的因子 100）。耦合强度
由最大电导 gji 控制；除非另有规定，否则其默认值设置为 0.001，以确保网络中的弱耦合。当电压 Vj 高于

突触阈值 Vth = 0 时，FTM 形式能明显区分神经元的激活-开启状态，因此 Γ (Vj) = 1，当电压 Vj < Vth 时，

从 Γ (Vj) = 0 的非激活-关闭状态，只要 Γ 足够硬（由于其方程中的因子 100）。耦合强度由最大电导 gji 控

制；除非另有规定，否则其默认值设置为 0.001，以确保网络中的弱耦合。Vth = 0 和 Vrev = 1.5 的选择使得

(Vrev−Vi) < 0定义映射的抑制性突触活性神经元 j, Γ (Vj) = 1,神经元 i,这会降低利率的 Vi 在 Eq.(1)。几何

图 (见图 2(b)), 这个项 gji(Vrev − Vi) 位移和倾斜快速零值线 V̇i = 0 接近缓慢零值线 ḣi = 0 抑制突触后神经

元的相空间。如图 2(b) 所示，单个 gFN 神经元在快速三次 V -零值线 (V̇ = 0) 和缓慢 s 型 h-零值线 (ḣ = 0)
的交点处有一个单一的不稳定平衡态，被一个产生如图所示的弛缓振荡的稳定极限环所包围。注意，强抑制或

负的应用电流 Iapp，分别诱导 V -零值线跃迁的暂时或永久移动，可以使它越过靠近下膝的 h-零值线跃迁，在
立方零跃迁的低超极化稳定分岔上产生另一个稳定平衡，抑制神经元将剩下的进一步描述 (图 6)。如果抑制
不够强大, 它减慢经济复苏或等价, 扩展了活动状态的突触后神经元通过将快速的下膝盖 V -零值线接近 s 形
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h-零值线和缩小它们之间的差距。这与著名的鞍结分岔瓶颈效应相吻合，即居住速度估计为
√

[V̇ ]2 + [ḣ]2，在

零斜线接近切线时进一步减小。接下来，我们将展示 3-细胞 gFN 网络可以产生各种稳定的锁相节律，包括行

图 2: (a)具有抑制性突触的对称 3细胞电路。(b)由式 (1)所控制的三个耦合单元的 (h, V )相像，描绘了两个
稳定的周期轨道:relaxation-like和圆形 (显示为灰色固体和分布曲线),在 ε = 0.05和 ε = 0.3,分别与快三次零
值线叠加 (暗紫色曲线坚实的镇定和破灭在抑制的情况下) 贴上 V̇ = 0 和缓慢的 s 形零值线 (橙色曲线),h=0。
顺时针周期轨道上的蓝、绿、红点代表网络中相应细胞 1、2、3 相的时间演化。(c)、(d)ε = 0.05、ε = 0.3 处

网络产生的电压迹线; 见图 (b) 中对应的极限环。

波，其中细胞依次触发 [图 2(c)，2(d)，3(b)]，以及起搏器，其中一个细胞有效地抑制并与其余一对细胞发生
反相反应 [见图 3(c)]。这个网络中的对称连通性意味着细胞的周期性排列或重新标记所导致的多重节律的共
存。为了分析网络中产生的各种周期性节律的稳定性，我们采用了 Poincaré 返回映射的方法。首先，我们引
入了组成细胞之间的相位滞后的概念，当细胞从下面越过阈值电压时，在特定的时间事件中定义，信号迸发的

开始。然后，小区的相位延迟定义为其突发启动相对于参考小区 1 的延迟，在迸发期间归一化。我们分别定
义细胞-2 和细胞-3 的第 n 个相位滞后 ∆

(n)
12 和 ∆

(n)
13 如下：

∆
(n)
12 =

τ
(n)
2 − τ

(n)
1

τ
(n+1)
1 − τ

(n)
1

,∆
(n)
13 =

τ
(n)
3 − τ

(n)
1

τ
(n+1)
1 − τ

(n)
1

,mod1 (2.3)

其中，τ
(n)
i 表示第 i 个细胞第 n 次达到阈值电压的时间，Vth = 0[见图 3(b) 和图 3(c)]。相位滞后序列

{∆(n)
12 ,∆

(n)
13 }，定义的值介于 0 和 1 之间，给出了二维环面上的正向相位轨迹 [图 3(a)]。具体的相位滞后

值 0(或 1) 和 0.5 分别表示同相和反相关系，参考细胞-1。我们检查了 Poincaré 返回映射的二维相空间 [图
3(a)]，由相位滞后 ∆12 和 ∆13 给出，通过启动具有不同初始相位滞后的多个轨迹 (在大小为 50*50的网格上)，
并在大量的周期中跟踪它们的演化。当我们计算回路放电活动的长轨迹并计算相应的相位滞后轨迹时，这些相

位滞后最终收敛到某个吸引子，该吸引子可以是 2D 映射上的一个固定点 [在 (3) 中稳定坐标为 ∆∗
12 和 ∆∗

13]，
这意味着在回路中存在一个稳定的节律模式，在细胞之间锁相迸发。所有收敛于同一固定点的相位轨迹用相

同的颜色标记出来，揭示了相应稳定节奏的吸引盆地。CPG 的节奏特征可以通过相空间的分析确定相应的庞
加莱映射, 如图 3(一个), 揭示了存在的 penta-stability 回路, 由三个心脏起搏器 (蓝色的图 3(c2), 绿色和红色)
和两个旅行波 (顺时针方向图 3 (c1) 和逆时针方向)。在 2D 图中，我们用彩色点描述稳定不动点，用灰色菱形
描述鞍点，用白色点描述不稳定不动点。相位滞后值 (∆12∆13) 在固定的点 (FPs) 对应于蓝色, 绿色和红色心
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脏起搏器 (PMs)是由 (0.5,0.5),(0.5,0)和 (0,0.5),分别而顺时针 (黑色)和逆时针 (紫色)traveling-waves (TWs)
是由 (0.33,0.67) 和 (0.67,0.33), 分别。另外，也有可能正向相位滞后轨迹 {∆(n)

12 ,∆
(n)
13 }。会收敛于帧数以外的

图 3: （a1）绕庞加曲线的二维圆环体 é 三个单元格之间相位滞后的返回映射 (a2）单位正方形上的平坦地图，
显示五个稳定不动点（FPs）（•），其颜色编码的吸引盆对应于相位滞后 Γ

(n)
13 和 Γ

(n)
12 在图 b1 和 b2 中会聚的

锁相状态。(c）参考蓝色细胞 1 以及细胞 2（绿色）和细胞 3（红色）中的上行程之间的时间延迟 τ
(n)
21 和 τ

(n)
31 ，

在网络周期内标准化，定义相位滞后。这些轨迹指数收敛到多个锁相节律，如顺时针行波或起搏器，对应于面

板 a2 中的黑色和蓝色 FPs。

吸引子，如图 15(d’)，16(f)，和 20(a)，20(b)，和 20(e)，或者图中没有吸引子，如图 24 所示。如图 24 所示，
也可以沿着反向轨迹进行跟踪，从而有效地描绘出排斥固定点和不稳定的相滑移轨道。

采用固定步长的四阶龙格库塔方法对轨迹进行数值积分。在特斯拉 K40 GPU 上使用 CUDA 并行计算多
个初始条件下的电压和相位滞后轨迹，可视化使用 Python执行。开发的开源软件工具包可从 https://github.co
m/jusjusjus/模体 toolbox 获得。GPU 并行化允许在几秒钟内构建典型的相位扫描，如图 3(a) 所示。

通过对 Poincaré相位滞后返回映射的详细模拟，我们可以可视化和分析它们的稳定和不稳定不动点 (fixed
points,FPs) 和其他限制集，如不变圆 ( invariant circles,ICs)。我们还可以检测各种分岔，包括同斜和异斜，
因此，可以识别由神经回路产生的多种可能的节奏模式。随着网络分岔参数的变化，所构建的相腿序列也会

发生变化，因此我们可以确定共存吸引子的盆地，并揭示分岔，通过这些分岔，FPs 可以出现、消失或失去
它们的稳定性。通过改变回路的两个分岔参数 (通常是外部驱动 Iapp 和耦合强度 g) 并识别所有允许的节奏
状态，我们构建了如图 4(e) 所示的双参数扫频。给定的分岔图描绘了对称网络 (图 2(a)) 在单个神经元的广
泛行为范围内的释放和逃逸机制 (稍后描述) 的参数平面 [图 2(a)]。我们可以描述其相位滞后回波图仅包含起
搏器 (pacemakers,PM)、仅包含行波 (traveling waves,TW) 或两者的组合的参数区域。图 4 中 (a1)-(a4) 和
(a1)-(d1)所示的返回映射显示了稳定节奏在边界附近发生的分岔序列。这种分岔图已被证明对研究小型 CPG
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回路和其他非线性系统的动力学是有用的。除了图 2(a) 中的全对称基序外，我们还对其他一些关键的非对称
基序进行了详细的分岔分析 (见图 5)。这些分岔分析包括:(1) 单偏基序 (mono-biased 模体)，其中只有单个突
触连接发生变化，而其他所有突触连接都保持不变;(2) 双偏模态 (double-biased 模体)，即对两个单元之间的
相互连接进行等量操作，而其他单元保持不变;(3) 偏置驱动模态（biased-driver 模体），其中一个细胞的两个
输出连接是相同的，而其他的保持不变;(4) 顺时针偏斜模态（clockwise-biased 模体），其中所有顺时针连接同
时发生变化，而逆时针连接保持不变。接下来是对另一种非对称网络结构的简要描述 (见图 24)，没有任何锁
相节律态，只有准周期相位滑移或既没有 FPs 也没有 ICs 的遍经历流。

3 结果与讨论【RESULTS AND DISCUSSION】

Wang 和 Rinzel 首先提出了涉及 2-细胞网络反相振荡的释放和逃逸机制的术语。[41] 通过构建，释放机

制要求孤立的细胞本质上是迸发的，而逃逸机制要求细胞在去极化静止状态下等待，这也可以与无尖峰 gFN-
burster 的强压尖刺状态有关。gFN 神经元的初始状态取决于 Eq.(1) 中施加的电流刺激 Iapp 的值，它相对于

V̇ = 0 给出的慢 ḣ = 0 给出的快速 V -零值线的位置水平移动; 见图 2、图 6。在本研究中，我们研究了这些机
制是如何影响图 2(a) 和图 5 中 3-细胞基序的动态行为、节奏输出和分岔的，使用第二节中概述的方法。
在图 1 所示的固有 HH 迸发器相空间或图 6(A) 所示的 gFN 神经元的 (h, V ) 平面中，当慢 h− 零值线足

够接近快三次 V 零值线跃系的下膝时，弱耦合网络遵从释放机制。当 Iapp 参数的值减小时，或者如果一个细

胞从它的突触前细胞 (可能多个) 接收抑制性突触电流，它的 V -零值线跃迁在 (h, V ) 平面水平向左移动。在
释放的情况下，这可能导致出现两个空跃系靠近 V -零值线空跃系的下膝。进一步加强抑制使零斜线局部交叉
两次，在 V− 零值线的下超极化分岔上产生一个新的稳定平衡态，通过鞍结分岔出现。这停止了细胞内的振
荡，因为它仍然有效地锁在超极化状态。否则，如果抑制的强度不足以引起鞍节分岔，它仅仅是缩小了零值

线之间的间隙，这使得细胞由于鞍节分岔前的瓶颈效应而减慢。当突触前细胞在低于突触阈值的快速 V− 零
值线的低超极化分岔上通过其活跃的“on”状态变成不活跃后，突触后细胞从抑制中释放，其 V− 零值线向
右移回到其原始位置。这消除了稳定的超极化平衡态; 因此，给定的细胞可以启动一个新的振荡周期，并在其
活跃阶段反过来发挥抑制网络中的突触后细胞的相反作用。逃逸机制要求:(i) 其中一个未受扰动的 gFN 细胞，
如红色细胞 3，在其右上膝附近的慢 h− 零值线和快 V− 零值线的横向交叉处，最初锁定在稳定的去极化平
衡状态，如图 6(b) 所示。另一个条件 (ii) 是，同时，其他细胞必须沿着 V− 零值线的受扰动的超极化分岔过
渡，直到突触后细胞 (如绿色细胞 2) 从它跳起的地方到达下膝，从关闭状态切换到打开状态。当电压超过其
突触阈值, 细胞 2 导致快速抑制电流变化的 V− 零值线细胞 3 左, 远离 h− 零值线, 消除了稳定平衡状态, 这
样细胞 3 跳跃在抑制超极化的 V− 零值线等等。
下面，我们将展示抑制性 3-细胞网络如何利用这两种一般机制协同协调突触后神经元空素位置的变化，从

而使组成细胞可以在活跃和非活跃状态之间周期性交替，从而产生一些稳定的节律性结果。我们重申，这里只

考虑弱耦合网络，以确保阶段滞后的 Poincaré 返回映射的视觉连续性。我们对慢 h− 零值线的 s 形选择确保
了系统可以利用鞍结分岔的瓶颈效应产生多种节律性结果。增加耦合强度会导致更快的非光滑收敛和硬锁定

到图中的稳定帧数，对应的是锁相节奏; 如图 8 所示，说明了在对称模态中增加抑制的效果。
在第 III 部分 A 到 H，使用 Poincaré 返回映射和分岔图，我们将演示各种节律的开始和它们在完全对称

系统中的转换，因为我们改变控制参数，这些参数也可以在神经生理学实验中被操纵。然后我们将展示在不同

的非对称网络配置中发生的行为范围和过渡，否则在完全对称系统中是不可能的。接下来是三个单元一起振

荡的稳定同步状态的简要讨论，以及没有任何锁相节律的特殊网络配置。
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图 4: (g, Iapp)-分岔图 (e) 中完全对称的 3 细胞基序 [图 2(a)] 有几个 (颜色编码的) 区域，其中网络只能产生
起搏器 (PM) 节律，或只能产生行波 (TW) 节律，或同时产生 PMs/TWs 节律。面板 a1 a4 给出了 Poincaré
返回地图的快照，由于逃逸机制，它们被采样在 (e) 面板顶部水平线的参数值 (白点)。随着耦合强度 g 的增
加，有 3 个稳定帧数的地图: 蓝色点在 (0.5,0.5), 绿色点在 (0.5,0), 在 (0,0.5) 和红点 (A1) 和收益两个更稳
定的 FPs: 黑色太瓦 (0.33,0.67), 紫色太瓦 (0.67,0.33),(A)。TW 增长而在点吸引力盆地由马鞍的分界线 (灰
色)(A3)。在 (A4) 中，每个稳定的 PM 与相邻的两个马鞍合并后，在较大的 g 值处通过分岔形成一个马鞍。
面板 (a1) (d1) 快照几个地图网络转换从逃避到释放机制 Iapp 却降低了 (左边垂直虚线 (e)): 从 3 稳定的经前
综合症 (a1), 两个稳定的 TWs (B1), 与 PM / TWs 混合动力 (C1) 和回 3 稳定的经前综合症 (d1)。(A1) (A4)
参数:Iapp=0.5886, g=(0.0015, 0.006, 0.019, 0.0225); (B1) (D1)参数:g=0.0015, Iapp =(0.493, 0.419, 0.393)。遵
从释放机制的网络沿面板 (E) 底部的水平虚线 A0 D0 和 A00-D00 采样的返回图见图 7 和图 8。
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A. Symmetric 模体【对称模态】

图 4(e) 表示了图 2(a) 中完全对称的 3-细胞结构的双参数扫描，或分岔图，作为两个参数: 所有六个抑制
突触的耦合强度 g 和应用电流 Iapp 是不同的。可以看到，参数空间有三个颜色编码的区域，其中网络产生三

个稳定的起搏器 (PM)，两个行波 (TW)，或五个共存的节律:3 个 PM 和 2 个 TWs。

图 5: 本研究分析的关键非对称构型: (一)Mono-biased主题只有突触 g31 ismanipulated, (b) Double-biased模
体, 细胞间相互连接的 1 和 3 (g31、g13) 操纵同样,(c) Driver-biased 主题, 从细胞中传出连接 3 (g31 和 g32) 同
样, 影响和 (d) Clockwise-biased 主题, 其中所有顺时针连接 (g12、g23、g31) 受到同等影响。

相位滞后的 2D Poincaré 图如图 4(A1)-4(A4) 所示，显示了随着抑制耦合的增加，网络中由于逃逸机制
而产生的过渡和分岔。缓慢的 h− 零值线和快速的 V− 零值线的上膝之间的初始间隙足够小，以至于调制瓶
颈效应使任何一个细胞在靠近上膝的活跃的“on”状态停留更长时间，而其他两个细胞则通过不活跃的“off”
状态过渡，因此促进起搏器节律对应于三个稳定的 FPs: 蓝色 (0.5,0.5)，绿色 (0.5,0) 和红色 (0,0.5)。随着突
触耦合 g 强度的增加，突触后细胞的零值线之间的间隙变宽 [图 6(b)]，从而减弱了瓶颈效应，使得相平面极
限环上的圆周运动更加均匀。随着 g 的增加，(0.33,0.67) 和 (0.67,0.33) 处的不稳定 TWs 通过二次 Andronov
Hopf 分岔或环面分岔而趋于稳定 [图 14(a2)]，TW 吸引盆地逐渐增大，PMs 吸引盆地逐渐减小 [图 4(a3)]。
注意，在地图中有偶数个鞍状 FPs(用灰色 s 标记): 它们的 (分隔线) 作用是分离共存的稳定 FPs 的吸引盆地。
随着 g 的进一步增大，相邻的一对鞍座逐渐靠近每个稳定的 PM 固定点，并通过一个纵叉分岔与之合并。图
4(a4) 中，三个新鞍座平均划分了其余两个 TWs 的吸引盆地。
图 4(a1)-4(d1) 所示的图说明了分岔阶段，即对称的 3-细胞模态从逃逸机制过渡到释放机制 (图 6)。这发

生在 Iapp 沿图 4(e) 分岔图的垂直虚线下降的时候。减少 Iapp 会使快速零值线向左移动，从而逐渐增大上膝
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与慢膝斜之间的间隙，同时减小 V− 零值线的下膝附近的间隙。如图 4 中相应的返回映射所示，网络从 A1
阶段过渡: 一个模态只产生三个稳定的 PMs; 阶段 B1: 一个模体只产生两个稳定的 TWs，在音叉和环面分岔
之后;C1 阶段:TWs 和 PMs 共存的模体 (PMs 在反向分岔后再次出现)。最后，反向环面分岔使 TWs 再次不
稳定，D1 阶段恢复了三个稳定的模态。这是由于靠近膝盖的主要瓶颈效应，它极大地放大了 (h, V ) 平面中沿
稳定极限循环速率的缓慢快速分离。

图 6: 由式 (1) 给出的 gFN 神经元的相图，展示了 3 细胞回路中节律发生的释放 (a) 和逃逸 (b) 机制。这些
彩色的点簇代表了周期轨道上耦合单元的相位，在左下膝和右上膝的快速立方和缓慢的 s 型零值线的切线附
近，分别是 V = 0 和 h = 0，是由于鞍结瓶颈效应导致的滞止的指示，潜在的释放和逃脱机制。实线 (未受干
扰) 和虚线 (受干扰) 紫色曲线分别显示了突触前和突触后细胞的 v 零系的移位。(a) 中快速虚线 V -零值线与
左膝附近缓慢 h-零值线的交点对应一个新形成的稳定固定点，使突触后细胞被突触抑制硬锁定。突触后细胞
(b), 逃离的陷阱 (硬或软) 上膝盖附近的去极化, 抑制扰动变化 V = 0 左后创建一个零值线之间的差距, 使细
胞 (s) 下降到超极化分支, 开始新一轮的革命。

图 7 显示了基于释放机制发生的过渡，随着突触抑制在 3-细胞网络中增加。选择慢 h− 零值线与快 V−
零值线的下膝之间的初始间隙，以便在给定的耦合强度下，稳定 PM 和 TW 节奏可以共存。随着突触抑制 g

的逐渐增加，这个间隙变小，从而减缓了突触后细胞在较低褶皱附近的进展 (这里的停留时间与零突变之间间
隙大小的平方根成反比)。这使得起搏器活动在神经网络中占主导地位。g 的进一步增加可能导致硬锁定，因

为零斜线在交叉膝盖后，在较低的分岔相交。这导致 TWs 的吸引盆地逐渐缩小，而 PMs 的吸引盆地则相应
增加，如图 7(a0)-7(c0) 所示。图 7(d0) 中的二次 Andronov Hopf/torus 分岔最终使 TWs 变得不稳定，因此
在网络中不再可见。

我们再考虑图 7(e) 的分岔图中的另一个分岔路径，其中 Iapp=0.3956 的值较低，因此网络中释放机制更
为明显。增加突触抑制的返回映射见图 8。Poincaré 返回映射对应于完全对称的 3 细胞模态，并给出了分岔
图中沿线 (a00) (d00) 采样的参数值释放机制的另一个例子 [图]4 (e)]。随着 g 的增加，(a”) (b”) 中的不稳定
TWs 通过环面分岔在面板 c00 中稳定。随着 g 的进一步增加，TWs 再次失去稳定性，导致系统的硬锁定，导
致快速且锯齿状地收敛到 (d”) 中的三个 PMs。参数:Iapp=0.3956, g=(0.0005, 0.005, 0.007, 0.015)。如图 8 所
示。随着 g 的逐渐增加，网络从图 8(a”) 和图 8(b”) 中主要的 PM 情况分岔到图 8(c”) 中同时支持 PM 和
TWs 的构型，随后出现环面分岔。g 值的进一步增加导致图 8(d00) 中的硬锁定，这是由于在膝盖附近的零斜
切线或交点，对于暂时受抑制的突触后细胞。这可以在回程图中锯齿状的相位滞后轨迹中看到，这些轨迹很快
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图 7: 在图 4(e) 的分岔图中，随着抑制耦合 g 的增加，具有释放机制的全对称网络的 2D 返回映射的转换沿
白虚线 (a0) (d0) 增加。TW 吸引盆地规模减小，PM 吸引盆地规模从 (a0) 增加到 (c0)。TWs 在 (d0) 中由于
次级的 Andronov Hopf/环面分岔而失去稳定性。较不平滑的轨迹表明在更大的耦合强度下，快速收敛到网络
中的吸引子。参数:Iapp=0.4155, g=(0.0005, 0.006, 0.015, 0.018)。

收敛到起搏器定点。

最后，我们可以得出结论，增加耦合强度导致具有释放机制的网络中明显的起搏器行为。相反，在具有逃

逸机制的网络中，耦合值越强，行波越占优势。这意味着，如果不知道节奏发生、逃逸或释放的定性机制，以

及突触连接的定量强度，对称性本身不足以预先预测给定网络能产生什么样的节奏结果。这一知识对于对耦

合振荡器和 CPG 回路的各种生物系统的可能动力学进行可验证的预测是至关重要的。

B. Mono-biased 模体【单偏模态】

我们现在将研究在一个完全对称的弱耦合系统中单个非对称连接的影响 [见图 5(a)]。当我们关注单个连
接强度的不对称增加或减少 (g31) 时，结果可以通过对称性扩展到其他任何连接，并相应地进行解释而不丧失
一般性。正如之前所看到的对称主题，这个网络的节奏行为也因零值线之间的间隙、软锁和硬锁之间的过渡

以及细胞的释放和逃脱机制而不同。在这里以及随后对其他非对称主题的讨论中，我们将展示一个改变参数

g(在本例中是 g31) 和 Iapp 的分岔图，它有效地描述了网络所展示的一系列节奏行为。然后，我们选取几个参

数值来展示随着突触强度逐渐增加，服从释放机制的细胞的相位滞后返回映射和它们的过渡 (图 10)。接下来
是细胞服从逃逸机制的类似演示。对于这些不对称网络结构，我们观察到不对称分岔，其中只有一个或两个起

搏器可能出现或消失，而不是所有起搏器 (或所有行波) 同时出现，就像在任意给定参数的完全对称网络中看
到的那样。

图 9 为单偏模态 [如图 5(a) 所示] 的分岔图，随着参数 Iapp 和 g31 的变化，而其余突触连接在 gall=0.001
时保持不变。该网络可以产生几种不同的多稳态行为，包括起搏器 (PM) 行波 (TW)、相位滑移 (PS) 或起搏
器的组合 (图 9)。(g31, Iapp)-图 5(a) 所示的单偏模态的分岔图显示出 PM/PS 和 PM/TW 组合对应的 5 个不
同的区域。这些区域之间的过渡由马鞍节点 (SN) 分岔控制，该分岔可以消除或恢复返回映射中的 FPs。在上
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图 8: Poincaré 返回图对应于完全对称的 3 单元模体和另一个例子的释放机制的参数值沿分岔图中的线 (a00)
(d00) 采样 [图]。4 (e)]。随着 g 的增加，(a00) (b00) 中的不稳定 TWs 通过环面分岔在面板 c00 中稳定。随
着 g 的进一步增加，TWs 再次失去稳定性，导致系统的硬锁定，导致快速且锯齿状地收敛到 (d00) 中的三个
PM。参数:Iapp=0.3956, g =(0.0005, 0.005, 0.007, 0.015)。

虚线和下虚线附近分别突出显示的点 A-F 和 A0-F0 分别是返回映射中使用的参数值，图 10 和图 11 中分别
阐述了逃脱和释放机制。g31 = gall =0.001 给出的垂直线对应于全对称网络，其中所有 g 值都相同。相位滑动

(PM/PS) 或行波 (PM/TW)。这些区域之间的过渡是由于鞍点 (SN) 分岔，消除或恢复了地图上的 FPs。分
岔图顶部附近虚线上的点 A F 表示服从逃逸机制的细胞的相位滞后返回映射的参数值 (图 11)。而底部虚线
上的 A0-F0 点突出显示了服从释放机制的细胞的参数值 (图 10)。垂直虚线表示网络保持完全对称的参数值，
g31 = gall。因此，当我们沿着这条线移动时，节奏行为和过渡与完全对称的主题是相同的。

对于服从图 10 所示释放机制的细胞，我们首先禁用突触 g31 = 0，而所有其他突触连接强度保持恒定在

gall =0.001。在这种情况下，我们观察到网络以绿色 PM 节奏为主，吸引盆地最大，而蓝色 PM 节奏虽然盆
地较小，但也比较稳定 [Fig.10 (a)]。我们可以观察到在紫色 TW(0.66, 0.33) 的原始位置附近的相空间中存在
两个鞍节点 (灰色菱形) 和一个有趣的螺旋图案，这是目前在网络中没有看到的。恢复图 10(b0) 中缺失的突
触 g31 = 0.00081，增加了蓝色 PM 盆地，也通过鞍结分岔形成紫色 TW 模式，并在紫色 TW-FP 周围形成
第三个鞍状结构。该突触在 g31=0.00108 时增强，出现另一个鞍结和一个与红色起搏器节律相对应的固定点，
两者均迅速分化 [图 10(c0)]。在图 10(d0)-10(f0) 中，随着 g31 强度通过 0.00135、0.004 和 0.008 进一步增加，
紫色 TW 通过一系列鞍结分岔成为网络的主导节律，其中红色、绿色和蓝色 PM-FPs 分别为与紫色 TW 周

围的三个马鞍合并，一个接着一个消失。

图 11 显示了随着 g31 逐渐增加，服从逃逸机制的细胞 Poincaré 返回映射的演化。在 g31 = 0 的图 11(a)
中，网络由单一的顺时针 TW(黑色 FP) 主导。图 12 显示了四个相同的面板 [与图 11(a) 相同] 被缝合在一
起，以帮助视觉检查轨迹及其收敛。存在鞍 (灰色钻石) 非常接近黑色 TW-FP 相空间, 产生有趣的动力学, 这
样两个轨迹 (红线) 从非常接近初始条件 (蓝线的两侧) 采取完全不同的路径但最终收敛于同一定点 (黑 TW)。
图 13 显示了一个类似的对齐的四个相同的返回地图网络, 但在 Iapp = 0.5875 的价值略高, 选择阶段下滑 (PS)
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图 9: (g31, Iapp)-图 5(a) 所示的单偏模体的分岔图显示出 PM/PS 和 PM/TW 组合对应的 5 个不同的区域。
这些区域之间的过渡由马鞍节点 (SN) 分支控制，该分支可以消除或恢复返回映射中的 FPs。在上虚线和下虚
线附近分别突出显示的点 A F 和 A0 F0 分别是返回图中使用的参数值，图 10 和图 11 中分别阐述了 escape
和 release 机制。g31 = gall=0.001 给出的垂直线对应于全对称网络，其中所有 g 值都相同。

区域内的分岔图在图 9 中, 接近相对应的参数值地图描绘在图 11 中 (a)。与图 12 相比，图 13 中黑色 TW
FP 与鞍点合并消失，形成稳定的 PS 模式。网络在此状态下没有锁相节律，不同初始条件下的轨迹经过初始
瞬态后都收敛到红色稳定的 PS 不变圆上。相反，蓝线表示不稳定的 PS 模式。如果初始条件恰好在这条蓝线
上，轨迹将继续沿着这条不稳定的 PS 模式移动，但轻微的扰动将导致路径分岔，然后最终收敛到稳定的红色
PS 模式。注意，在这些 PS 模式中，细胞 2 和细胞 3 保持接近锁相，而细胞 1 经历了相位滑动，因此与其他
两个细胞运行的频率不同。由于这些以不同频率运行的细胞亚群的存在，PS 也被称为嵌合体状态。在第三节
（C-H）中进一步阐述了稳定和不稳定的 PS 模式。

图 11(b) 中，耦合强度 g31 从 0 增加到 0.00027 时，不稳定 PS 模式首先经历了一个鞍点-节点分岔，产
生了一个不稳定的固定点 (白点) 和一个鞍点。然后鞍座会经历分岔，产生蓝色起搏器的节奏，另外还有两个
鞍座。随着图 11(c) 和图 11(d) 中各自的鞍结分岔，g31 的进一步增加会产生红色和绿色起搏器。在图 11(e)
中，黑色 TW 的吸引盆继续减小，并经历了一个额外的环面分岔，形成了一个不变的圆，而绿色 PM 节奏随
着鞍节分岔而消失，形成了一个更大的红色 PM 盆。在图 11 中 (f), 不变的圆和黑色 TW 节奏也终于失去了
黑色排斥子（repellor）收敛鞍, 和系统是由红色和蓝色的经前综合症, 快速收敛许多初始条件 (以大地图上返
回的白色区域, 收敛速度很快，痕迹在这些区域不明显)。

C. Double-biased 模体【双偏模态】

在这一节中，我们研究了双偏模态的动力学 [图 5(b)]，此时网络的不对称性是通过同时改变细胞 1 和细
胞 3 之间的一对连接 g31 和 g13 来实现的。图 14 为该主题的分岔图，释放机制 (图 15) 和逃逸机制 (图 16)
的采样参数值分别沿着底部虚线和顶部虚线突出显示。垂直虚线表示前面描述的对称网络配置。分岔图显示，
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图 10: Poincaré 返回图对应的是随着 g31 逐渐增加，释放机制和进化的单偏基序，而剩余的突触强度 (gall) 保
持不变。当面板 (a0) 中 g31 = 0 时，绿色 PM [stable FP at(0.5,0)] 主导动态，与蓝色 PM [FP at(0.5,0.5)] 共
存，具有较小的吸引池。增加 g31 导致紫色 TW 的形成模式 (稳定 FP(0.6, 0.3)] 通过鞍节点分岔, 而蓝色盆地
增加面板 (b0), 紧随其后的是红点的外观 (c0) 由于界定分岔, 主题部分恢复后逆时针方向的对称。g31 的增加

进一步导致了网络中一个单一的逆时针紫色 TW 节奏，在所有其他吸引 FPs 通过一系列的面板 (d0) (f0) 分
岔消失之后。参数:Iapp=0.412, gall=0.001, g31=(0、0.000 81、0.001 08、0.001 35、0.004、0.008)。
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图 11: Poincaré 返回映射对应于随着 g31 逐渐增加的逃逸机制的单偏模体。在 g31=0 处，面板 (a) 中有一个
主要的顺时针 (黑色)TW FP; 这在图 12 和图 13 中进一步阐述。(b) 随着 g31 的增加，不稳定 IC(图 12 中蓝
色线) 首先经历一个反向同斜鞍结分岔，产生一个排斥固定点 (白点) 和一个鞍，然后经历一个纵叉分岔，使
其稳定蓝色 PM，并增加两个鞍。绿色 PM 通过鞍结分岔消失，而 (0.3,0.6) 处的黑色 TW 通过环面分岔产

生排斥，在 (e) 分岔处形成稳定不变圆 (IC)。最终在与附近的马鞍合并后湮没。参数:Iapp=0.5825, gall=0.001,
g31=(0、0.000 27、0.000 676、0.000 81、0.001 49、0.004 05)。
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图 12: 图 11(a) 中的四个相同的面板拼接在一起，以便更好地理解围绕相环面的轨迹。网络是由一个单一的
黑色 TW 左右 (0.3,0.6)。鞍状物，位于一个接近的位置，使两个轨迹从接近的初始条件穿过不同的路径 (红
线) 收敛到相同的 FP。蓝色为排斥不变圆 (IC)，见图 13。参数:Iapp=0.5825, gall=0.001, g31=0 除外。

该网络只能产生起搏器 (PM)、行波 (TW)、相位滑动 (PS)，或者这两种节律的任意组合 (PM/PS、PM/TW、
TW/PS)。起搏器行为在弱耦合时占主导地位，而相位滑动在强耦合时占主导地位。其他节律主要存在于 Iapp

值的中间范围附近，或 g 值的接近完全对称。

图 15显示了当 g31 和 g13 的突触强度从 0.0增加到 0.0045时，释放机制的 Poincaré返回映射的演变，而
其他所有突触强度都保持在图 13。四个相同的面板拼接在一起，以更好地可视化围绕相位环的轨迹，当图 12
中的黑色 TW和附近的鞍座消失后，通过同宿鞍节点分岔出现稳定的 PS模式。该网络没有锁相节律，所有轨
迹都收敛于稳定不变曲线 (红色)。蓝线表示不稳定不变曲线。参数:Iapp = 0.5875, gall = 0.001, g31 = 0 除外。

常数为 0.001。在图 15(a0) 中，当两个突触都缺失或非常弱 (g31 = g13 = 0.0005) 时，该网络产生一个单一的
绿色 PM 稳定节律。这可以从事实推断，只有细胞 2(绿色) 有外向抑制连接到其他两个细胞。在图 15(b0) 中，
随着耦合的加强 (g31 = g13 = 0.001)，在一系列的鞍节和节叉分岔之后，出现了蓝色和红色的相位，伴随着多
个鞍和两个排斥 FPs，对应于不稳定的 TWs。图 15(c0) 中突触强度的进一步增加 (g31 = g13 = 0.0012) 导致
不稳定 TW FPs 通过鞍结分汊消失，蓝色和红色 PM 盆地中相应的增加。在 g31 = g13 = 0.0015 的图 15(d0)
中，蓝色和红色的 PMs 消失，通过异斜鞍结分岔形成稳定的不变圆 (灰色)。这个不变的圆对应着环绕环面并
与绿色 PM 共存的 PS 节奏模式。以黑色手绘线为样本，以鞍座的来路间隔为界来说明吸引盆地。

图 16显示了动力学和对应的返回地图逃避机制突触优势 g31、g13逐渐增加通过 (0,0.000676,0.001,0.00128,0.00155,0.00331)
分从 A 到 F. 当突触都关闭在图 16(a), 网络与绿色 PM 产生单一稳定的节奏，如前所述。图 17 显示了四个
相同的面板 [与图 16(a) 中细节更详细的相同] 相邻放置，以帮助视觉检查轨迹及其收敛。轨迹样本用黑色表
示，绿色的起搏器、两个鞍座和一个不稳定的固定点。在图 16(b) 中，两个鞍座经历了纵分岔，产生了蓝色和
红色的 pm，以及额外的鞍座。在图 16(c) 和图 16(d) 中，随着突触的进一步加强，两个 TWs 通过鞍结分岔
出现，然后消失。进一步增加导致逐渐消失的图 16(e) 中的绿色起搏器通过界定分岔和图 16(f) 中的红色和蓝
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图 13: 四个相同的面板拼接在一起，以更好地可视化围绕相位环的轨迹，当图 12 中的黑色 TW 和附近的鞍

座消失后，通过同宿鞍节点分岔出现稳定的 PS 模式。该网络没有锁相节律，所有轨迹都收敛于稳定不变曲线
(红色)。蓝线表示不稳定不变曲线。参数:Iapp=0.5875, gall=0.001, g31=0 除外。

图 14: (g31/13, Iapp)-双偏模体分岔图。这个网络可以产生起搏器 (PM)，行波 (TW)，相位滑动 (PS)，或者这
两种节律的任何组合:PM/PS, PM/TW，和 TW/PS。在弱耦合和强耦合时，PM 和 PS 行为分别占主导地位。
点 A0 D0 和 A F 分别表示释放 (图 15) 和逃逸 (图 16) 机制的采样参数值。垂线表示 g31 = gall=0.001 处网
络对称。
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色 PMs 通过两个界定分歧, 产生一个不变的圈环周围的灰色 phase-slipping 模式包装。

D. Driver-biased 模体【驱动偏置模态】

我们研究的另一种不对称类型是驱动偏置模态，即 3-细胞的两个外向突触 (g31 = g32) 被操纵，而其余的
连接强度保持不变。图 18 显示了分岔图和其中的采样值，对应于前面描述的释放和逃逸机制。从这种不对称
可以预料到，对于作为驱动的细胞 3(红色) 的外向连接来说，足够强的突触耦合，网络被红色 PM 节奏所支
配。耦合强度较弱时，可以观察 TWs、PS，以及 PMs 与 TWs 或 PS 的组合。耦合强度较弱时，还可以看到
蓝色和绿色的起搏器节律。

图 15: Poincaré 返回映射对应的双偏模体与释放机制。当突触 g31 和 g13 较弱时，在图 (a0) 中只有绿色的
PM。随着强度的增加，蓝色和红色的相位通过一系列的鞍节和纵叉分岔出现，同时出现多个鞍和两个排斥的
相位，对应面板 (b0)中的不稳定 TWs。突触强度的进一步增加导致不稳定的 TW FPs通过异斜鞍结分岔 (c0)
消失。蓝色和红色的 PM也通过异斜鞍结分岔消失，从而形成稳定的相位滑移不变圆 (如图灰色所示)，与面板
(d0)中的绿色 PM共存。它们的盆地是由鞍座的入射间隔线 (黑色曲线)分隔的。参数:Iapp=0.399, gall=0.001，
除 g31=g13=(0.0005, 0.001, 0.0012, 0.0015) 外。

图 19 显示了服从释放机制的细胞的返回映射。在图 19(a0) 中，当 g31 = g32 的值较小时，蓝色 PM 和绿
色 PM 共存。图 19(b0) 中，随着突触强度的增加，红色的 PM 和两个 TWs 出现在一系列的鞍结分岔之后。
进一步增加突触优势导致原来的蓝色和绿色 PMs 的消失在图 19(c0), 以及两个 TWs 的消失在图 19(d0) 通过
界定分岔, 导致回路的一个红点节奏, 偏执驱动细胞的控制下。

根据图 20(a)-20(f) 中逃逸机制的返回映射，随着 g31 和 g32 的值同时增加，表明图 20(a) 中网络最初是
由单一 PS 节律主导的。在图 20(b) 中，随着鞍结分岔出现红色 PM 节律。一系列鞍结分岔产生了蓝色和绿
色的 PMs，以及图 20(c) 中的两个 TWs。随着突触强度的进一步增加，图 20(d) 中蓝色和绿色的 PMs 首先
消失，图 20(e) 中两个 TWs 通过鞍结分岔丢失，导致与红色 PM 共存的相位滑移模式。最后，对于图 20(f)
中非常强的耦合，相位滑移模式也消失了，产生了由主导单元驱动的单个红色 PM 节奏。



3 结果与讨论【RESULTS AND DISCUSSION】第二十页

E. Clockwise-biased 模体【Clockwise-biased 模态】

下一个非对称的网络结构是顺时针偏置的，其中所有顺时针的连接:g12, g23 和 g31 被同时操纵，而逆时针

的连接保持不变。图 21 为该主题的分岔图，从中可以看出 TW 节奏图 17。图 16(a) 中的四个相同的面板拼
接在一起，以连续地可视化环绕二维环面轨迹。该网络具有单一 PM 节奏 (0.5,0) 的绿色 FP，由于其吸引盆
地是由两个鞍座 (黑色) 的分隔线 (黑色线) 的复杂相互作用形成的，因此一些轨迹在相当长的路径上收敛。主
导这个网络。在耦合强度谱的任何一端都可以看到一个 TW，从这种不对称性可以预期到，而两个 TW 都在
这两个区域之间。对于逃逸和释放机制，PM 和 PM/TW 组合也出现在接近全对称网络配置的参数区域。

图 16: Poincaré 返回映射对应的双偏主题与逃逸机制。当两个突触 g31=g13=0 时，网络只产生 (a) 图中的绿
色 PM 节律 (图 17 进一步说明)。图 (b) 中出现的两个鞍点分岔后出现蓝色和红色的 PM，图 (c) 中出现的
两个 TWs，通过图 (d) 中的鞍点分岔消失。红色和蓝色的 PMs 最终通过异斜鞍结分岔消失，在 (f) 图中出现
唯一稳定的不变圆 (灰色)，与图 15(d0) 方向相反。参数:Iapp=0.5716, gall=0.001，除 g31=g13=(0,0.000 676,
0.001, 0.001 28, 0.001 55, 0.003 31) 外。

图 22 显示了在释放机制中采样的参数值处的返回映射，随着顺时针突触逐渐加强。在图 22(a0) 中，最初
网络由单一的顺时针 TW(黑色) 主导。在一系列鞍结分岔之后，图 22(b0) 出现了三个相位。随后，图 22(c0)
中出现了逆时针方向的 TW(紫色)，图 22(d0) 中顺时针方向的 TW(黑色) 通过各自的环面分岔消失。在图
22(e0) 中，三个 PMs 通过鞍结分岔消失，导致一个单一的逆时针 TW 节律支配网络。图 22 中突触的进一步
强化 (f0) 导致单一 TW 节奏下的硬锁定。
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图 17: 图 16（a）中的四个相同的面板缝合在一起，以连续显示环绕 2D 圆环体的轨迹。这个网络是单稳态的，
有一个单一的 PM 节律，即绿色 FP（0.5,0），其中一些轨迹沿着相当长的路径收敛，因为它的吸引盆是由两
个鞍座（黑色）的分隔线（黑色线）的复杂相互作用形成的。

图 23 描绘了逃逸机制的动态过渡，看起来与图 22 中释放机制几乎相同。从图 23(a) 中黑色顺时针 TW
到图 23(f) 中紫色逆时针 TW 的转变是通过三个 pm 的形成，黑色 TW 消失，紫色 TW 出现，然后三个 PM
消失。逃逸机制更有利于允许环面分岔后的短暂极限环行为，因此，这些可以在图 23(c) 中更详细地观察到。

F. Emergence of a transitive torus【传递环面的出现】

在这一节中，我们描述了在返回映射中没有任何不动点或不变圆的传递环面出现的路径。对于所考虑的

非对称网络 (图 24，上图)，这将对应于缺乏任何锁相或周期性变化的节律结果。这样一个传递环面有所谓的
处处密集覆盖，一个从任何初始条件开始的轨迹会随着时间填充整个相图。

图 24(上) 显示了不对称网络, 在细胞 1 和 3 弱抑制耦合 (g13 = g31 = 0.0003), 细胞 2 和 3 有稍微强耦合
(g23 = g32 = 0.0005), 而细胞 1 和 2 有更强的非对称耦合 (g12 = 0.001, g21 = 0.0051)。与前面的例子, 我们维
持突触的优势不断的在这种情况下, 在不同外部当前驱动器 Iapp 的所有细胞同时通过 0.4,0.46,0.5,0.572,0.594,
和 0.61 从小组通过小组 F 在图 24 中, 改变单个细胞逐渐从发布到逃避机制。为了有效地展示稳定和不稳定
的不动点、不变的圆以及它们的过渡，我们计算了正向 (灰色) 和反向 (红色) 轨迹，并将它们绘制在 Poincaré
返回映射中。图 19 所示。Poincaré 返回映射对应的驱动偏置模态与释放机制。对于较小的 g31 = g32 值，网

络产生面板 (a0) 中的蓝色和绿色 PM。随着其值的增加，红色 PM 和两个 TWs 通过面板 (b0) 的一系列鞍结
分岔出现。其次，绿色和蓝色的 PM 在 (c0) 中消失，黑色和紫色的行波在 (d0) 中消失，通过鞍结分岔，形
成单一的红色主导 PM。参数: 除 g31 = g32 =(0.0001, 0.001, 0.00115, 0.0015) 外，Iapp = 0.426, gall = 0.001。

在图 24(a) 中，网络产生了一个单一的稳定不变圆或相位滑移模式，灰色表示。此外, 红色的轨迹显示一
个不稳定的不动点的存在以及鞍, 这两个消失后进行界定分岔图 24(b) 产生一个不稳定的 PS 模式, 与稳定的
共存 PS。同时, 注意稳定和不稳定 PS 模式运行在相反的方向。在图 24(c) 中，由于鞍节点分岔，稳定的 PS
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图 18: (g31/32, Iapp)-驱动偏置模体的分岔图。网络是由强烈突触耦合的红色 PM 主导的，正如不对称性所预
期的那样。该网络还产生 TWs、PS，以及耦合较弱的 TWs 或 PS 与 PMs 的组合，以及蓝色和绿色 PMs。垂
直线表示网络对称性，其中 g31=g32=gall=0.001。释放和逃逸机构的采样参数值如前所述，分别在图 19 和图
20 中进行阐述。

图 19: Poincaré返回映射对应的驱动偏置模态与释放机制。对于较小的 g31 = g32 值，网络产生面板 (a0)中的
蓝色和绿色 pm。随着其值的增加，红色 PM 和两个 TWs 通过面板 (b0) 的一系列鞍结分岔出现。其次，绿色
和蓝色的 PM 在 (c0) 中消失，黑色和紫色的行波在 (d0) 中消失，通过鞍结分岔，形成单一的红色主导 PM。
参数: 除 g31=g32=(0.0001, 0.001, 0.001 15, 0.0015) 外，Iapp=0.426, gall=0.001。
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模式丢失，产生了稳定的固定点和鞍。因此，网络有一个单一的稳定节奏 (黑色 TW 节奏，在前面的例子中显
示)，与不稳定的 PS 模式共存。在图 24(d) 中，固定点和鞍点逐渐远离，环绕环面，合并并消失，再次形成
稳定的 PS 模式，其方向与不稳定的 PS 模式相同。在图 24(e) 中，稳定不变圆和不稳定不变圆开始合并，最
终在图 24(f) 中形成传递环面，通过环面分解，PS 模式开始消失 49。图 24(f) 中只绘制了一条长轨迹，它沿
着时间回溯整个相空间，没有任何固定点或不变圆。

G. Invisible heteroclinic bifurcations【不可见的异宿分岔】

在这里，我们阐述了鞍座的一些异斜分岔的无形作用，以及它们如何决定 2D Poincaré 返回映射的结构，
特别是它们如何塑造共存的稳定 FPs 的吸引盆地。让我们检查图 25 所示的吸引盆地的变化。在这两种情况
下，图中都有两个稳定的 FPs，绿色和蓝色，分别对应于相位滞后的起搏器节律 (0.5,0) 和 (0.5,0.5)。除了原
点处的持续排斥外，还有三个鞍形 FPs(标记为 s)，因此环面上的双曲 FPs 总数是偶数。这里特别有趣的是
在 (0.5,0.5) 左右的稳定 FP(蓝色) 左边的马鞍。更具体地说，随着迭代次数的增加，我们可以根据它的左出
(不稳定) 分隔线 (集) 找到它的目的地，或者 ω-极限集。由于环面上的地图是在 mod 1 上定义的，当它到达
∆12 = 0 给出的左壁时，分割线消失，然后从 ∆12 = 1 给出的右壁返回到地图上。然后，它滑动到另一个鞍的

入射分隔线 (在蓝色 FP 的右边) 的上方，收敛到蓝色 FP 的 ω-极限集 [图 125(a)]。g31 略有增加从 0.0071 到
0.0072, 这分隔号第一合并的传入分隔号其他鞍 (右) 形成单向异宿连接, 其次是其转变进一步向下鞍切换到另
一个 ω 以下限制设置稳定的 FP (0.5, 0), 对应于绿色 PM[图 25 (b))。这种异斜分岔极大地重新划分了共存
FP 的吸引盆地的大小: 蓝色 FP 不再占主导地位，因为大多数初始条件现在将收敛于绿色 FP。这个例子突出
了同宿和异宿分岔的关键作用，这些分岔构成了相空间的主要重构，同时在这些返回映射和其他系统中保持

FPs 的存在和稳定性。

H. Stable synchronous state【稳定的同步状态】

在本节中，我们将讨论稳定同步状态的意外情况，在这种状态下，所有细胞一起振荡，这是以前在由快

速 FTM 突触耦合的 3-细胞回路中没有观察到的。然而，我们注意到，在由 gFN 模型神经元组成的 4 细胞
抑制回路中，最近发现了稳定的同步状态，以及其他几种指数稳定的多节律。到目前为止，我们已经知道，一

旦 3-细胞基序中的快速抑制连接被兴奋连接取代，1 所有的吸引子都变成了排斥子，进入的 (稳定的) 分离子
(集合) 变成了流出的 (不稳定的)，反之亦然。这同样适用于由两个相互抑制的细胞组成的半中心振荡器。之
前的研究表明，在 FTM 或类似抑制耦合的情况下，这种由两个普通 FN 振荡器组成的 HCO 的同步状态是
不稳定的。请注意，我们说突触是快速的，当相应的电流仅比触发它的尖峰或脉冲的时间稍有延迟，并在突

触前细胞的电压低于突触阈值后迅速衰减。当突触前细胞产生的衰减电流持续时间更长时，突触就会变慢; 因
此，它的持续时间可以与突间/突间周期进行比较，而不像快速突触那样与突间/突间持续时间进行比较。这种
长期衰减的特性是理解两个神经元如何相互耦合缓慢抑制性突触，从而抑制同相振荡的关键。基本上，如果两

者都有机会一起开始，它们将继续同相振荡。否则，如果初始条件不同，而神经元没有在这个窗口内启动，如

果耦合足够强，衰减足够长，其中任何一个都可能超过另一个。因此，不存在对同步状态的渐近收敛，而是对

反相节奏的渐近收敛。当我们使用快速的 ftm -突触来检测内源性带有弱抑制耦合的迸发性 HCOs 时，如果突
触阈值的水平通过迸发性的快速峰值，情况就不是这样了; 如果水平低于尖刺，脉冲有效地成为一个 fn 神经
元或 gFN 神经元。文献 52 和 53 表明，对于三种不同的快速抑制性突触模型，两个抑制性耦合的 HH-like 迸
发式体的同相同步是稳定的和渐近的。此外，由于脉冲的定时和相互作用，抑制也可以收敛到其他接近的类同
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图 20: Poincaré 返回图对应于带有逃逸机制的驾驶员偏置主题: 弱的突触 g31 = g32、网络是由一个 phase-
slipping 节奏在面板 (a)。当他们变得更强, 通过一系列界定分岔, 红点首先出现在 (b), 其次是蓝色和绿色的
经前综合症 (c) 和两个 TWs。此外, 蓝色和绿色的 PMs 然后消失在 (d), 接着 (e) 中两个 TWs 的丢失，通过
异斜鞍结分岔，产生稳定的 PS 模式，稳定的 IC(灰色盆地) 与红色 PM 共存。参数: 除 g31=g32=(0.000 01,
0.000 65, 0.001, 0.0011, 0.001 36, 0.0025) 外，Iapp=0.57, gall=0.001。
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步态，其中有一个或几个脉冲分开，使抑制类似于兴奋; 读者可以在上面的参考资料中找到更多的细节。增加
耦合强度会破坏弱锋相互作用引起的同步; 因此，神经元开始交替迸发。

图 21: g、顺时针偏压基序的 Iapp 分岔图。网络主要由行波节律控制，正如这种不对称性所预期的那样。小 g
值和大 g 值都有一个 TW，而中等 g 值都有 TW。PMs 和 PM/TWs 在网络中也接近对称，由垂直虚线表示，
其中 g = gall = 0.001。为释放和转义机制采样的参数值如图所示。图中还显示了 22 和 23。

从图 26 可以看到，FP 在描绘的原点 2D 地图不再是一种排斥物，与之前的所有情况不同，2D 地图对应
的是 ∆12 = ∆13 = 的不稳定同步节奏 0. 对于给定的参数值，原点成为一个具有较大盆地的渐近吸引子 (如图
中黄色所示)，其附近的初始条件收敛于此。根据空系 (快 V ′ = 0 和慢 h′ = 0) 之间的差距，这个新形成的吸
引子与中稳定的 PMs(绿, 红, 和蓝) 共存图 26(a1) 或在图 26(a2) 中有稳定的相位和 TWs(黑色和紫色螺旋)。

这张图还引入了 ��Toolbox43 中的另一个概念，更详细地揭示了共存的稳定 FPs(用颜色匹配点标记) 的吸
引域，如图 26(b1) 和 26(b2) 所示。利用这些图，我们可以确定排斥子在 (∆12,∆13) 平面上三个不同颜色区域
的连接处的位置。例如，在图 26（a1）和 26（b1），可以在（1/3,2/3）和（2/3,1/3）的 TW FPs位置发现这样
的排斥器，以及另外六个排斥子（白点）和六个新鞍座（灰色菱形）。图 26（a2）和 26（b2）中的排斥子的数
目提供了关于原点处的同步 FP 如何变得稳定的解释。由于它在二维圆环上的位置和对称性，它在 ∆12 = 0、

∆13 = 0 和 ∆12 = ∆13 线上同时经历了退化的音叉分岔，并在所有三个方向上变得稳定。这个分岔在附近产

生了六个新的鞍座和六个新的排斥子。假设返回映射定义在模 1 的相位环面上，则可以使用将四个相同面板
缝合在一起的特定可视化方法来放大原点附近，如图 26（d）所示。这个面板揭示了同步态在原点的吸引盆的
边界是如何由鞍的稳定和不稳定分离性几何决定的，鞍的稳定和不稳定分离性是通过这个分岔序列出现的。

IV. BOTTOM UP APPROACH: A 2θ-BURSTER FOR 3-CELL 模体 S

2θ-神经元模型是由内源性迸发的动力学驱动的，具有两个特征的缓慢阶段:紧张性尖峰和静止。自同步的
经典数学理论引入 θ-neuron54 以来，在神经科学的背景下描述所谓的峰值 θ-neuron54 的方程已经被知道很
长时间了，类似于弛豫振荡器对 fn 神经元的概念其核心是一个环面上或不变圆上的同宿鞍结分岔，即 SNIC
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图 22: Poincaré 返回映射对应的顺时针偏压模态与释放机制。网络最初由面板 (a0) 中单一稳定的顺时针 TW
控制，而紫色 TW FP仍然不稳定。随着顺时针突触的加强，三个 PMs通过黑色 TW FP周围的鞍结分岔出现
在面板 (b0)中。紫色 TW在 (c0)中稳定，而黑色 TW在 (d0)中失去稳定，通过环面分岔。三个 PMs通过面
板上的鞍结分岔 (e0) 消失，导致单一的主导紫色 TW 节奏最终变成硬锁定 (f0)，这表明轨迹快速、非平滑地
收敛到它。参数: 除 g12=g23=g31=(0.0005, 0.000 65, 0.001, 0.001 35, 0.0016, 0.002) 外，Iapp=0.4, gall=0.001。
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图 23: Poincaré 对应于带有逃逸机制的顺时针偏置模体的返回图与图 22 中所示的释放机制的返回图几乎相
同。网络转换从一个占主导地位的黑人 TW 面板 (a) 紫色 TW 在面板 (f)。在这个过程中, 通过界定三个经前
综合症出现分岔 (b)、(c) 的黑 TW 失去稳定, 而紫色 TW 变得稳定板 (d) 和 (e) 通过环面分岔 (导致暂时的
不变的圆圈所示), 参数:Iapp=0.5886, gall=0.001, g12=g23=g31 =(0.0005, 0.000 743, 0.001, 0.001 16, 0.001 32,
0.002) 除外。
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分岔，发生在参数平面上同步带的 v 形边界上，也称为 Arnold 舌; 参见图 30。θ-神经元利用了从简单一维到
高阶模型的系统动力学中引起慢时间尺度和快时间尺度的鞍节分岔的关键性质-幻像瓶颈效应。在 gFN 模型
中，鞍状分岔发生在相平面上零值线 V ′ = 0 和 h′ = 0 的二次切线处 (图 6)。图 1 说明了减少的水蛭心脏中间
神经元的三维相空间中同样的原理。爆裂的静止阶段可以通过改变慢零斜和右超极化膝关节之间的间隙来控

制回想一下，在这个模型中有一个类似的鞍节分岔，它控制着强音尖峰相位和每个尖峰的数目，与著名的“蓝

天灾难”有关。[32, 56− 58]

图 24: 六张图展示了在给定的非对称母题 (上) 中传递环面出现的阶段。通过增加 Iapp，游戏网络将从发行转

向逃避机制。向前 (灰色) 和向后 (红色) 的轨迹说明了不稳定的 FPs 和 ic。步骤 1: 网络最初在面板 (a) 上
有一个稳定的相位滑移模式 (垂直灰色 IC，方向递减 113)，在原点附近有一个排斥 FP 和一个鞍座。步骤 2:
合并和消失通过同斜鞍结分支，在面板 (b) 中产生一个额外的排斥 PS 图案 (红色 IC，增加 113 方向)。稳定
的 IC 通过同宿鞍结分岔分解为两个 FPs，一个稳定的和一个鞍，使鞍的输出分离在 (0.3,0.6) 附近到达稳定
的 FP 上。这两种 FPs 之间的差距增大，这使得它们在跨越边界后更加接近。步骤 4:FPs 通过反向同斜鞍结
分岔消失，稳定的 PS 图案以相反的方向重新出现，与面板 (d) 中不稳定 IC 的方向相匹配。稳定 ic 和不稳
定 ic 之间的距离减小，因为它们开始合并并在面板 (e) 中消失。这完成了分岔序列，在 (f) 中产生一个传递
环面，没有任何 FPs 或 ICs，这样一个单一轨迹密集地填充其表面。参数:g13=g31=0.0003, g23=g32=0.0005,
g12=001, g21=0.0051, Iapp=(0.4, 0.46, 0.5, 0.572 982, 0.594, 0.61)。

2θ-神经元的一个关键特征是出现两个鞍状分岔，在其动力学中引入两个缓慢过渡，中间有两个快速开关。
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类似于内生暴两个慢瞬变状态活跃 tonic-spiking 和静止阶段, 可以独立控制, 我们可以管理两个类似状态的持
续时间在 2θ 神经元: 在 π 为“on”在 0 为“off”, 使用相同的瓶颈伴生的两个界定分岔。这使得我们可以调
节其占空比，即与突发周期相比的活动状态持续时间的比例; 见图 27 所示。如上图所示，θ-模型在现象上描
述了尖刺细胞，而 2θ-神经元可以视为无尖刺的迸发体，类似于前面讨论的 gFN 神经元。下面，我们证明了
由抑制性 2θ-迸发子组成的 3-细胞基序所产生的网络动力学也保留了由 3 个 gFN 神经元组成的基序所看到的
所有关键特征。

图 25: 2D返回图，显示了传出和传入分隔符的方式（环绕圆环的灰色线）的两个鞍座（用灰色标记）形成了马
厩吸引池的边界和大小 FPs，绿色和蓝色。两个鞍状 FPs分裂之间的异宿连接的方向决定了哪个稳定 FP具有
最大的吸引盆：g31=0.0071时面板（a）中的蓝色或 g31=0.0072时面板 B中的绿色；其他参数：g12=g32=0.0038，
g21=g23=g13=0.0041，“=0.3。

一个包含 2θ-神经元的 3-细胞基序，加上快速抑制性的 FTM 突触，由以下系统给出:
θ′1 = ω − cos 2θ1 + α cos θ1 −

(
β21

1+ek cos θ2
+ β31

1+ek cos θ3

)
·
[
1− 2

1+ek sin θ1

]
,

θ′2 = ω − cos 2θ2 + α cos θ2 −
(

β12

1+ek cos θ1
+ β32

1+ek cos θ3

)
·
[
1− 2

1+ek sin θ2

θ′3 = ω − cos 2θ3 + α cos θ3 −
(

β13

1+ek cos θ1
+ β23

1+ek cos θ2

)
·
[
1− 2

1+ek sin θ3

 ,mod1. (3.1)

我们可以观察到一个单独的 2θ-神经元受这些术语支配 ω−cos�2θ� ). 只要频率为 0 < ω�1，有两个稳定的
和两个不稳定的平衡：在底部周围 θ ≃ 0 和接近 θ ≃ π; 它们与神经元的超极化和去极化静态状态有关。什么
时候？ω > 1，2θ− 神经元在单位圆 S1 上通过两个同时发生的鞍结分岔（SNIC）而变得振荡，其中 θ 是在模

1 上定义的。而且，无论何时 ω = 1 + ϵ, 其中 0 < ϵ ≪ 1，这个新的“burster”有两个缓慢的阶段：活动的
“on”状态 θ = πS1 上接近 0 的非活动“关闭”状态，与快速逆时针转换交替，分别称为上行程和下行程。更
大的价值 ω，活动和非活动阶段应定义为 π/2 < θ��π/2 和 3π/2 < θ�π/ 分别为 2 个。后一阶段低于突触阈值，
这是由 θth = π/2 所以 cos(θth� = 0，因此等分单位圆。2 的占空比 θ-神经元是由术语控制的 α 余弦 θ, 前提
是只要 ω−|α| > 1. 注意当 α = 0 时，占空比为 50%，振荡均匀。活动或非活动阶段可分别延长或缩短，包括
α < 0，使占空比增大，反之亦然，单个神经元的占空比可随时间减小 α > 0.

2θ-神经元通过快速抑制性的 FTM42 突触耦合在 3-细胞网络中。s 形项 1
1+ek cos θi

，介于 1 和 0, 迅速触发
(k=10)的涌入抑制从第 i个突触前神经元到突触后神经元 j,只要进入前活跃反相位突触阈值以上 cos (θth) =
0，即，π/2 < θi < 3π/2。由于耦合项的负号，最大电导 βij 减缓了 θ′j 在第 j 个抑制后神经元中的增长速率，

从而决定了抑制耦合的强度。为了将突触输入转化为定性抑制，输入符号在穿过 θ = 0 和 θ = π 时被切换。这

是通过将每个 ODE 的所有耦合项乘以
[
1− 2

1+ek sin θ

]
来实现的。当 0 < θ < π，抑制是减缓向爆裂过渡的负
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图 26: (a) (c) 的快照模体 Toolbox43 面板显示额外的稳定同步 FP 的庞加莱映射返回原点 (0,0)(黄色), 还有
三个稳定的 PMs 面板 (a1)(参数:gij=0.0035,=0.409, V0=0.113,=0.3) 或三个稳定的经前综合症和两个稳定的
TWs面板 (a2)(参数: gij=0.0021, I=0.406, V0=0.113，”=0.3)。面板 (b1)和 (b2)更详细地揭示了共存的 FPs
的吸引盆地，并允许我们确定排斥 FPs 的位置，在三个不同颜色编码区域的连接处。面板 (c1) 中的迹线显示
出一种渐近收敛到与 FP 在原点对应的同步节律。(d) 放大 (a1) 返回图中稳定同步状态 (黄色) 的邻域，将四
个相同的面板拼接在一起，以揭示其结构，在原点 (0,0) 处围绕稳定 FP(黄色) 的 6 个驱避器 (白点) 和 6 个
鞍 (灰色菱形)。
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输入。当 π < θi < 2π，抑制是一个正输入，使爆裂向静止的过渡更快。这在逻辑上是一致的，因为总的来说，

抑制应该缩短突触后神经元离开活跃期的时间。可以将这一项替换为
[
1− 1

1+ek sin θ

]
，这很好地打破了对称性。

图 28显示的快照的发展阶段三个单位圆上调用 S1和描述如何之间的相位滞后三个 2θ 介绍了神经元 (参
考细胞是细胞 1, 蓝色), 就像在图 3 中的 3 芯 gFN 图案。可以看到从图 28 (b) 附近的绿色神经元活跃阶
段,θ = π, 在突触阈值, 抑制和推动其他两个互相接近, 底部附近在 θ = 0, 静止状态加速向下的红色神经元和
减缓蓝色神经元的一击。

图 27: 单位圆表示在 0（接近底部二次切线）处有一个“静态”鞍结模型的 a-神经元和在（c）处有两个“静
态”鞍结模型的 2-神经元的相空间，逆时针旋转的速度变慢了，如图所示，球体代表了地球上的相位点 S1。通

过改变与鞍形节点之间的间隙或距离，可以控制脉冲间/脉冲串间隔（b）或脉冲串记录道的占空比（d）。

遵循弱耦合 HH 和 gFN 模型中使用的相同方法，我们使用初始相位条件的均匀分布，因此三个 2θ-神经
元之间的相位滞后，并确定随着循环次数的增加，它们可以收敛到的锁相状态。对于由相同的 2θ-神经元和相
等的抑制性突触组成的对称的 3-细胞基序，这种方法如图 29(a) 所示 (与图 3 相比)。对应的二维 Poincaré 返
回映射，固定点和鞍点共存，如图 29(d) 所示，定义在 mod 1 上。通过将平面地图的相反面拼接在一起，我
们将其包裹在如图 29(b) 所示的 2D 环面上，并相应地用颜色编码。
可以看到，gFN 神经元和 2θ-神经元的 2D 返回映射几乎相同。这意味着我们揭示单个神经元的内在特

性及其在网络层次上的现象学交互作用的描述和建模方法是通用的和普遍的。我们想强调的是，提出的 2θ-
bursters 概念为集体动力学的研究带来了巨大的希望，这些集体动力学表现为结合抑制性、兴奋性和电突触的
更大和模块化网络，以及为生物学上似是而非的回路 (如中枢模式发生器) 建模。结论本节中, 我们指出的另
一个有用特性 2θ 神经元范式, 即找到排斥 FPs 的能力, 如果有的话, 在 2D 庞加莱映射, 通过逆转的方向整合
系统 (4), 也就是说, 将其整合在落后的时间乘以情商的右手边。(4)1。不像 gFN 和其他类 hh 的耗散神经系
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图 28: (a) 当相位/电压从下达到突触阈值 syn=0 时，记录三个 2-神经元之间的相位滞后。(b) 耦合的 2-神经
元的相位进展及其在单位圆 S1 上用颜色编码的相位点。

统，反向积分将使解运行到无穷，2θ-簇的情况不是这样，因为 S1 上的相位将逆转方向并在单位圆上顺时针旋
转。

V. CONCLUSIONS AND FUTURE DIRECTIONS【结论与未来方向】

本文的目的实际上是说明 3-细胞和更大的神经网络能够普遍地产生相同的突现行为以响应参数的变化，
前提是正确地选择突触和组成神经元的动态特性。这些是生物学上貌似合理的 Hodgkin Huxley 型迸发，减少
的广义 Fitzhugh Nagumo神经元，还是玩具 2θ-迸发。在所有这些情况下，我们可以使用可视化明显的 Poncaré
相位滞后返回映射的减少，仅从多个电压迹线。这提出了一个强有力的计算方法，以彻底分析在一系列对称和

非对称的神经网络中产生的节奏行为。利用最新的 GPU 计算模式，我们可以在几秒钟内快速并行计算多个网
络轨迹，并构建返回映射，如图 7 和图 8。我们展示了由式 (1) 给出的简化的 2D gFN 神经元模型，结合这
些计算技术，如何能够全面检查这些网络中产生的节律性行为、它们的释放和逃逸潜在机制，以及详细的分岔

图的构建 [图]。4(e)] 来研究节律转换，如外部电流驱动和一个或多个突触的强度等参数被操纵。这些参数是
经过精心选择的，因此它们也可以在神经生理学实验中通过动态钳夹来控制，从而在真实动物的 cpg 中复制
这些行为。21,23 对称和不对称的 3-细胞构型可以产生一系列稳定和不稳定的节律性行为，包括锁相起搏器或
行波迸发，以及周期性的相位滑移嵌合。在这些网络中，通过参数变化可以诱导出一系列丰富的分岔，包括鞍

节点、桨叉和次级的 Andronov Hopf/环面分岔，从而导致节奏状态的出现/消失和稳定性的增益/损失。最后，
我们还演示了 3 单元基序如何失去其所有的稳定/不稳定不动点和不变圆，导致出现一个传递环面，其中网络
可以产生电压痕迹，其相位滞后以弱混沌的方式变化。

我们强调，由 gFN 型神经元组成的 3-细胞回路复制了在更详细的霍奇金-赫胥黎型模型中看到的节律行
为和分岔的多样性 1，尽管计算成本低得多。将 3 单元网络动力学分析简化为二维相位滞后返回映射，允许
对不动点、不变圆及其分岔进行简单的视觉检查。如图 9 和图 14 所示，一个稳定的 FP 代表一个锁相爆破节
律，在网络参数变化下也保持结构稳定。这些扫描显示 FPs 的存在区域和稳定性，也被称为同步区域，在 2D
参数图中为 55。这些区域的边界对应于不动点或不变圆上周期轨道的同宿和异宿鞍结分岔; 请参阅参考文献
49 和其中的参考资料以获得更多关于神经模型中的环的细节。由于存在多个可控制网络参数，如每个细胞的
电流驱动、单个突触的连接强度等动态特性，图 30 描绘了高维参数空间中同步区的嵌套组织。这种区域也被
称为弱耦合振荡器和其他复杂振动系统的阿诺德舌。逐渐改变一个参数可以导致图 30。图概述了在 3 单元神
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图 29: (a) 多个初始条件的时间级数以指数方式收敛到几个锁相状态 [其中四个如图 (c1) 和 (c2) 所示]，由对
称的 3单元模体生成 [见图 2(a)]。这些锁相状态对应于面板 (d)中描述的 2D Poincaré图的共存稳定 FPs，在
面板 (b) 中环绕 2D 环面。
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图 30: 图概述了在 3 单元神经网络的参数空间中几个嵌套的同步区。随着神经元 i 和 j 之间耦合 ∆gij 的增

加，当鞍节点 (SN) 分岔对应的区域边界向外交叉时，二维返回图中的稳定和不稳定帧数对依次消除 (图 10、
图 11、图 15、图 16)。

经网络的参数空间中几个嵌套的同步区。随着神经元 i 和 j 之间耦合 1gij 的增加，当鞍节点 (SN) 分岔对应的
区域边界向外交叉时，二维返回映射中的稳定和不稳定帧数对依次消除 (图 10、图 11、图 15、图 16)。当阿
诺德舌的边界向内/向外交叉时，会出现一连串的鞍结分岔，并且有节奏的行为出现/消失，如图 22 和 23 所
示。虽然存在几个可控制的网络参数，但我们展示了许多这样的操作产生质的相似的动态和过渡，突出了这些

缩减工具的有效性。

如图 31 所示，将这些技术扩展到研究具有 3 个以上细胞的更大的神经网络需要额外的增强，包括利用无
监督机器学习技术来分析高维的相位滞后返回映射。图 32 阐明了可视化方法应用于 4 细胞网络的缺点和优
点。我们可以观察到，与 2D 返回映射相比，在这种情况下，轨迹密度削弱了表示的清晰度，因此，应该使用
其他方法来深入研究更大的网络。我们使用了一种基于无监督机器学习的聚类方法来检测 4 细胞抑制神经回
路和它们的多稳定多节奏曲目。某些网络拓扑显示出丰富的多稳态 [图 31(a) 中所示主题] 或双稳态 [图 31(b)
中所示单向主题]多节律的多重性 (由于置换-相移对称性 65)，而其他网络拓扑只能显示单稳态 [图 31(c)中所
示的特定配置]。图 33(a) 和 33(b) 展示了由 4 细胞抑制网络产生的两种稳定节律: 所谓的成对半中心节律和
行波。未来的工作可以研究由更小的图案组成的模块化网络中产生的动态行为。如图 31(d) 所示的 6 细胞回
路就是一个例子，它由两个 3-细胞基序组成，它们也通过相互抑制性突触连接在一起。更大网络的节奏结果
取决于单个母题的动态以及它们之间的连接。当图 31(d) 中的每个 3-细胞基序只产生起搏器节律时，交叉抑
制 (细胞 1 6、2 5 和 3 4 之间) 抑制了单个基序中某些起搏器模式的组合，同时促进了其他组合，如图 33(c)
和 33(d) 所示。利用较小 cpg 的已知原理和节奏结果，我们可以简化这种模块化网络的分析。我们对相位滞
后和返回映射的分析不依赖于控制系统的基本数学方程。因此，该方法可以推广到各种生物和非生物的复杂

系统，包括工程、经济学、种群动力学、动态记忆和动物决策 61，以及高效机器人运动的发展。62 64
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图 31: 更大的网络配置: 本研究的技术可以扩展到更大的网络动力学分析，包括 (a) 多稳态全连通，(b) 双稳
态单向抑制环路，(c) 鲁棒单稳态混合 4 细胞抑制电路，44 以及 (d) 由两个连通的 3 细胞基序组成的 6 细胞
网络。相互结合的交叉抑制突触 (灰虚线)。

图 32: 三维可视化的缺点和优点: 在图 31(a) 所示的 4 细胞网络中，单元环面与组成细胞之间的三个相位滞后
的返回图。可见的 FPs(蓝点和绿点) 对应稳定的起搏器节律。
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图 33: 在许多其他结果中，4 细胞网络 [见图 31(a) 31(c)] 可以产生 (a) 中的 4 对半中心节律或 (b) 中的 4 对
行波节律一个模块化的 6 细胞网络 [如图 31(d) 所示]，有 2 个耦合的 3 细胞基序，细胞 (1,2,3) 和 (4,5,6)，由
于相互交叉抑制，可以产生多个类似起搏器的节律，如图 (c) 和 (d) 所示。
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