
Principle of neural computation

负负得正：电耦合和抑制耦合的同步神经元

簇放电
When two wrongs make a right: synchronized neuronal bursting from

combined electrical and inhibitory coupling

原著 Reimbay Reimbayev, Kevin Daley and Igor Belykh
翻译 Song Jian (School of Mathematics in SCUT)

Philosophical Transactions
https://royalsociety.org/journals/

1



第二页

Author information

When two wrongs make a right: synchronized neuronal bursting from
combined electrical and inhibitory coupling
Cite this article: Philosophical Transactions 375.2096 (2017) 20160282.
http://dx.doi.org/10.1098/rsta.2016.0282 Accepted: 8 March 2017
Reimbay Reimbayev, Kevin Daley and Igor Belykh

Department of Mathematics and Statistics and Neuroscience Institute, Georgia State University, 30 Pryor
Street, Atlanta, GA 30303, USA
(Received 9 August 2014; revised manuscript received 8 June 2015; published 29 June 2015)



1 引言【INTRODUCTION】 第三页

摘要【ABSTRACT】

哺乳动物中枢神经系统的同步皮层活动对感觉、协调和运动功能至关重要。在新皮层产生同步突触输入

的神经元机制远未被完全理解。在这篇文章中，我们研究了突发神经元网络中同步的出现，这是电连接和抑制

连接的高度非平凡的组合效应。我们报告了一个违反直觉的发现，即电耦合和抑制耦合可以在一系列参数中

协同诱导鲁棒同步，其中电耦合单独促进反相峰发放，抑制诱导反相簇发放。我们揭示了潜在的机制，它使用

电耦合和抑制耦合的隐藏属性之间的平衡来共同作用，以同步神经元的簇放电。我们表明，这种平衡是由控制

同步簇发放节奏的自耦合系统的占空比控制的。

1 引言【INTRODUCTION】

神经元同步已被证明是人类认知加工、记忆和运动功能和功能障碍的核心 [1，2]。同步在海马神经网络中
起着积极的作用，创伤性脑损伤导致的海马神经网络的破坏已被证明严重损害了损伤后多年的认知加工和记

忆功能 [3]。与此同时，众所周知，同步神经元放电会诱发病理性大脑状态，尤其是在癫痫和帕金森震颤期间
[4–7]。特别是，癫痫被广泛认为是一种动态网络疾病，其特征是同步神经元活动的短脉冲和称为癫痫发作的
长事件。这种异常的同步要么位于大脑的特定区域，产生简单的局灶性癫痫发作，要么扩散到整个大脑区域，

通常使患者瘫痪，导致复杂的全身性癫痫发作 [7]。尽管在治疗和理解癫痫发作的起源方面取得了相当大的进
展，但为什么大脑的广大区域变得容易兴奋和容易同步的问题仍然没有解决。

文献 [8–20] 广泛研究了在简单和复杂的峰发放和簇发放神经元网络中同步节律的出现。当神经元活动在
静息期和快速重复峰发放之间交替时，簇发放发生 [21–23]。有实验证据表明，癫痫发作伴随着神经元簇发放
活动的变化 [24，25]，其中单个峰发放起着重要作用。与同步行为非常简单的峰发放神经元相反，耦合簇发放
神经元能够产生各种形式的神经元同步。这些包括单个峰发放的同步、当峰发放保持解锁时仅峰发放包络同

步的突发同步以及完全同步。神经元同步的开始是由单个神经元的内在动力学、突触连接的类型和网络结构

之间的非平凡相互作用控制的。

电连接和突触连接通常在诱导同步或反相峰发放和簇发放中扮演不同的角色 [26–32]。与有利于神经元同
步的缓慢或延迟抑制连接形成对比 [33–37]，已知快速非延迟抑制在具有纯抑制突触的网络中促进成对反相簇
发放 [8]。除非每个神经元都有一个以上的慢内在变量，否则一对具有快速非延迟抑制连接的峰发放神经元总
是如此 [35]。在某些簇发放细胞模型的网络中，弱快速非延迟互惠抑制有利于同相簇发放和反相簇发放的共
存；然而，同相节奏是脆弱的，有一个小盆地的吸引力 [38，39]。在最近的一项工作中，我们已经表明，与人
们的预期相反，对簇发放神经元的兴奋网络增加成对排斥抑制可以诱导同步 [40，41]。这种协同效应源于不同
类型簇发放之间的转换，由强兴奋性-抑制性突触耦合引起。
许多实验发现表明哺乳动物中枢神经系统中 γ-氨基丁酸能中间神经元存在电耦合 [42]，特别是在同一类

别的新皮质神经元中 [43]。发现具有快速抑制突触的低阈值峰发放新皮质中间神经元网络通过同步电耦合局
部连接，这种现象可能是强连接皮层子网协调的核心 [44]。事实上，已知新皮层中的 γ-氨基丁酸能网络控制峰
发放时间，并影响整个新皮层的节律形成，尽管这种抑制性神经元的数量相对较少 [45]。值得注意的是，研究
表明，γ-氨基丁酸抑制电流和缝隙连接耦合是大鼠海马中间神经元同步簇发放所必需的 [26]。占空比的作用，
即神经元簇放电周期的一部分，在促进成对抑制和缝隙连接网络的反相簇放电中的作用，在前面已经讨论过

了 [46]。研究表明，短占空比可以使抑制网络中的反相簇放电不稳定，但增加电耦合可以使反相模式重新稳定
[46]。
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在这篇论文中，我们有助于进一步理解具有间隙连接 (电连接) 和抑制连接的簇发放神经元网络中的合作
动力学。我们报告了一个非平凡的联合耦合同步机制，其中电连接和抑制连接可以在一系列参数中协同诱导同

步簇放电，其中电耦合单独促进反相峰放电，抑制诱导反相簇放电。“负负得正”的同步机制基于以下特性:(1)
微弱的电耦合稳定簇放电，但使峰发放同步不稳定；(2) 抑制通常促进反相簇放电，但在初始条件接近时稳定
峰发放同步。两个耦合的联合作用利用两个世界中的最佳者来促进同步簇发放，只要保留联合耦合的排斥和

吸引分量之间的平衡。通过分析和数值计算，我们证明了这种平衡是由控制同步簇发放节律的自耦系统的占

空比控制的。

这种协同同步效应不同于先前在化学和电突触结合的网络中观察到的效应 [30–32]。更具体地说，研究表
明 [30] 在已经显著抑制网络的基础上增加少量的电耦合比同步抑制耦合增加非常大的量更能提高同步性。值
得注意的是，在这种网络环境中，每种突触都单独促进同步，但最终的效果要明显得多。还证明了 [31，32] 在
峰发放细胞网络中结合电突触和抑制可以增强同步性，而电突触本身会阻碍同步性。为了使这一特性成立，电

突触和化学突触的耦合强度应该足够强。在这种情况下，电突触和抑制突触可能都促进同步，也可能相互竞

争，一个是吸引力，而另一个排斥细胞。相比之下，本文报道的协同效应是由电突触和化学突触在一系列耦合

强度下的非线性相互作用引起的，其中两个突触单独阻碍了完全同步。发现的协同效应是由于簇发放细胞在

簇发放和峰发放水平上的非线性相互作用，在峰发放细胞网络或神经元的降相模型中没有观察到。在这方面，

我们的研究和我们以前的工作 [40，41] 促进了考虑神经元峰发放和簇发放的详细生物物理模型的使用。
本文的布局如下。首先，在第 2 节中，我们描述了单个神经元和网络模型。在第 3 节中，我们报道了在

最简单的具有电连接和抑制连接的双神经元网络中观察到的同步效应。我们还使用庞加莱映射来演示共存锁

相状态的数量是如何作为抑制耦合强度的函数而变化的。然后，我们使用网络系统的慢-快分解来隔离电耦合
和抑制耦合对同步突发出现的影响。第 4 节介绍了同步簇发放解稳定性的变分方程，并通过平均突触项的计
算及其对同步簇发放占空比的依赖来解释主要的同步机制。在第 5 节中，我们证明了协同效应也存在于更大
的网络中，并确定了具有最高和最低同步突发恢复能力的网络拓扑。第六章对所得结果进行了简要讨论。附

录 A 包含强电耦合在 Sherman 细胞同步簇放电中的稳定作用的严格证明。最后，附录 B 描述了我们研究中
使用的数值方法。

2 网络模型

我们考虑一个具有电突触和抑制突触的非 HH 型神经元模型网络 [47]:

τ dVi

dt = F (Vi, ni, Si) + gel
∑N

j=1 cij (Vj − Vi) + ginh (Einh − Vi)
∑N

j=1 dijΓ (Vj)

τ dni

dt = G (Vi, ni) ≡ n∞ (Vi)− ni

τs
dSi

dt = H (Vi, Si) ≡ S∞ (Vi)− Si, i, j = 1, . . . , N

 (2.1)

第 i 个细胞的内在动力学由膜电位 Vi 表示，门控变量 ni 和 Si 分别表示快钾电流和慢钾电流的开启概

率。函数 F (Vi, ni, Si) = −[ICa(Vi) + IK(Vi, ni) + IS(Vi, Si)] 描述了三种内在电流: 快钙电流 ICa、持续钾电流

IK、和慢钾电流 IS，电流如下所示：

ICa = ḡCam∞ (Vi) (Vi − ECa) , IK = ḡKni (Vi − EK) and IS = ḡSS1 (Vi − EK) (2.2)
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根据 HH 公式，快电流和慢电流的激活和失活的稳态值由玻尔兹曼方程表示为 Vi 的函数，

m∞ (Vi) =

[
1 + exp

(
(−20− Vi)

12

)]−1

,

n∞ (Vi) =

[
1 + exp

(
(−16− Vi)

5.6

)]−1

S∞ (Vi) =

[
1 + exp

(
(−35.245− Vi)

10

)]−1

.

(2.3)

其他固有参数的选择和固定如下:τ = 20(ms)，τS = 10000(ms)，gCa = 3.6(nS)，ECa = 25(mV )，gK =

10(nS)，EK = 75(mV )，gS = 4(nS)。网络的单个单元 (2.1)，为 Sherman 细胞模型 [47]，最初是为了模拟胰
腺 β 细胞的电活动而引入的。众所周知，该模型表现出不同类型的簇发放，如方波簇发放、高位平台簇发放

和伪平台簇发放 [48]，并经常被用作描述簇发放神经元和网络的神经计算特性的一般 HH 型模型 [23]。在给定
的一组参数中，未耦合的细胞产生方波簇放电 [21](图 1)。大参数 S = 10000(mV ) 的存在使系统 (2.1) 慢-快，
使得 (V, n)-方程表示二维快速“峰发放”子系统；S 方程对应于缓慢的一维“簇发放”系统。动力学以快速

(V, n)-子系统零值线 h∞ 为中心。S 方程的 h∞ 和零值线 S∞ 之间的交产生了一个鞍形不动点 [40]。

图 1: ginh = 0(nS) 和 gel = 0(nS) 的非耦合 Sherman 模型 (2.1) 中的方波簇发放。(主图) 虚线示意性地表示
了簇发放解的轨迹。平面 V = ΘS = −40(mV ) 对应于突触阈值。(插图) 对应的方波簇放电时间序列。

细胞是完全相同的，电 (gel)和抑制 (ginh)突触的耦合强度对于每种类型的耦合是一致的。细胞 i和 j 之间

的电耦合是通过膜电位 Vi 和 Vj 之间的差异来模拟的。为了使化学突触抑制，反转电位选择在 Einh = 75(mV )

的水平，使得对于 Vi 的所有允许值，Einh < Vi(t). 抑制耦合是瞬时的、非延迟的；Heaviside 函数的平滑近似
用于模拟突触耦合函数 Γ(Vj) = 1/[1 + exp−10(Vj −ΘS)]，称为快速阈值调制 [9]。突触阈值 ΘS = −40(mV )

的选择应确保单个细胞簇发放中的峰发放能够越过阈值 (图 1)。因此，突触前细胞 j 中的峰发放激活进入突触
后细胞 I 的突触电流 (通过 Γ(Vj) 从 0 切换到 1)。
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图 2: 在双细胞网络中，电突触和抑制突触对完全同步的联合作用。彩条表示电压差 ∆V = |V1 − V2|(mV )，

过去三个簇发放时间的平均值。黑色 (蓝色) 区域对应于零电压差 (完全同步)。深灰色 (红色) 表示反相簇发
放，最大电压差 (约为 40mV )。(a,b) 从初始条件建立相位锁定，其中第一个小区处于活动峰发放阶段，而第
二个小区处于静息阶段 (a)，初始条件接近完全同步 (b)。(c,d) 相应顶部图表的放大图。同步和反相簇发放
并存。分散的黑色 (蓝色) 区域 (c) 对应于从不利的初始条件开始的完全同步。当细胞从接近的初始条件开始
时，同步效应更加明显，如黑色 (蓝色) 舌状区域 (d) 所示。对应于点 A 的参数 (ginh = 0.0001(nS);gel =

0.0001(nS));b(ginh = 0(nS);gel = 0.01(nS));C(ginh = 0.01(nS);gel = 0.01(nS));d(ginh = 0.01(nS);gel =

0(nS));E(ginh = 0.02(nS);gel = 0.01(nS)) 和 F(ginh = 0.01(nS);gel = 0.02(nS))。
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在 (2.1) 中，N×N 连接矩阵 C = (cij) 和 D = (dij) 分别描述了电突触和抑制突触的网络结构。电耦合

矩阵 C = (cij) 是对称的，因为电耦合总是无方向的，使得如果神经元 i 从神经元 j 接收输入，则 cij = cij

和 cij = 1。电网络的节点可以具有不同的阶数，并且接收不同数量的输入。抑制耦合矩阵 D 可以是非对称
的，从而允许相互耦合和单向耦合。如在矩阵 C 中，如果神经元 i 接收来自神经元 j 的输入，dij = 1；否

则，dii = 0。我们要求连通矩阵 D 的所有行和都等于 kinh。这个特性意味着抑制网络上的每个细胞都接收

来自其他细胞的 kinh 输入，并且这个数目对于每个细胞是一致的。这个要求是同步子空间存在的必要条件

M = V1 = …… = VN = V (t), n1 = …… = nN = n(t), S1 = …… = SN = S(t)，这定义了细胞间的完全同步。完全

同步细胞的动力学由以下系统控制:

τ
dV
dt = F (V, n, S) + kinhginh (Einh − V ) Γ(V ), τ

dn
dt = G(V, n), τs

dS
dt = H(V, S) (2.4)

值得注意的是，由于额外的抑制性突触项的存在，同步行为不同于 ginh = 0 和 gel = 0 的未耦合细胞。当

Vi = Vj 时，由于电耦合消失，系统 (2.2) 中不存在电耦合项。因此，改变抑制耦合的强度可以改变同步动力
学。在下文中，我们将表明，由适度弱抑制耦合引起的这些变化导致系统 (2.2) 中同步突发的占空比的微小变
化，并导致稳定的同步。

3 Tug-of-war synchronization effect of combined coupling

我们从最简单的网络 (2.1) 开始，其中两个细胞通过 kinh=1 的电连接和抑制连接对称耦合。我们将研究
这种双胞网络，揭示联合耦合的协同效应，并描述其稳定机制。然后我们将证明这种效应也存在于更大的网络

中，并讨论网络结构的作用。

3.1 多稳定性和 emergent 同步簇发放

图 2 显示了两个神细胞网络中同步簇发放的开始，作为电耦合 (gel) 和抑制 (ginh) 耦合强度的函数。图
2a,b 表明，超过阈值 gel�0.18 的强电耦合在没有抑制 (ginh = 0) 的情况下使细胞同步。正如人们所预料的那
样，对强电耦合增加抑制会阻碍完全同步，并逐渐增加电耦合 gel 的阈值。附录 A包含电耦合阈值上限的严格
推导，这是在没有抑制的情况下稳定同步所需的。该分析界限非常保守，与实际阈值 gel�0.18 相比，gel=3.925
时产生同步阈值 (图 2)。然而，它严格地证明了当达到阈值时，电耦合总是促进同步。惊讶地是，存在一系列
弱得多的电耦合 gel ∈ (0, 0.02) (图 2c，d)，其中单独的电耦合总是阻碍同步，但是抑制的增加可以产生完全
的同步。通过计算同步解的最大横向李雅普诺夫指数，验证了在区间 gel ∈ (0�0.02) 内增加电耦合使同步解更
加不稳定的事实，该最大横向李雅普诺夫指数在区间 gel ∈ (0�0.02) 内为正且单调增加 (图 3)(横向李雅普诺夫
指数的计算细节在附录 B 中给出)。请注意，一旦电耦合变得更强并超出该耦合间隔，其排斥力就会变得有吸
引力并促进同步，最终将完全同步稳定在阈值 gel�0.18。

图 2c，d 还表明，根据耦合强度和初始条件，单独抑制可以促进或破坏完全同步。当一个细胞最初处于
峰发放阶段，而另一个细胞处于静止不活动状态时，抑制还会阻碍同步，并在没有电耦合的情况下促进反相采

用发放 (参见图 2c 中与 ginh 轴相邻的深灰色 (红色) 区域)。当两个细胞开始彼此靠近时，抑制在峰发放之间
可以通过非线性相互作用的机制促进完全同步，如 [38，39] 所述。为了使这个性质成立，抑制耦合必须很弱，
使得 ginh ∈ (0�0.008)(参见图 2d 中邻近 ginh 轴的黑色 (蓝色) 舌状区域)。与初始条件无关，ginh 的进一步增

加导致抑制去同步化。值得注意的是，电耦合和抑制耦合的结合 (其中每个突触单独阻碍完全同步) 可以促进
同步，而不管初始条件如何 (参见图 2c，d 中的黑色 (蓝色) 区域)，即使当细胞从接近的初始条件开始时同步
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图 3: 最大横向 Lyapunov 指数 λ⊥ 仅有电连接 (gin=0) 的双细胞网络中同步解的稳定性。正 (负) 值表示同
步的不稳定性（稳定性）。从 0 开始增加 gel 首先使电耦合在适度耦合的范围内使单元去同步化 (见缩放区
域 gel ∈ (0�0.02)，其中 λ⊥ 的相关性在 gel 是单调的)。超过 0.04 的任何进一步增加都会使电耦合同步，因为
Lyapunov 指数变得不太正。缩放区域对应于图 2c 中的热图。

效果更明显。图 2d 说明了在点 C 处“负负得正”时的协同效应，这对应于排斥电耦合和抑制耦合的联合吸
引作用。请注意在点 B 和 D 处同步的不稳定性，其中电耦合和抑制耦合单独破坏了完全同步。我们对从点 B
通过点 C 到点 E 的转变特别感兴趣。沿着水平线 gel = 0.01 的这种转变对应于这样一种途径，其中排斥电耦

合首先与弱同步抑制竞争 (在范围 ginh ∈ (0�0.008) 内)，然后与排斥抑制协同作用以促进同步 (点 C)，最后以
线性方式与排斥抑制合作以促进反相簇发放 (点 E)。类似地，沿垂直线 ginh = 0.01 从点 C 到点 F 的转变伴
随着从点 D 的反相簇发放到点 C 的完全同步的转变，并回到点 F 的异相簇发放。这里，从 0 增加 gel 使单

独的电耦合更加排斥 (图 3)；然而，当结合 ginh = 0.01 时的 (排斥) 抑制时，它产生稳定的同步区域。因此，
同样的力量可以转换它们的稳定和不稳定的作用，类似于玩拔河。除了完全同步和反相簇发放共存之外，组合

耦合还可以诱导多个共存的锁相状态，如图 4 所示。
我们的目标是解释这种违反直觉的协同效应，并揭示耦合系统的性质 (2.1)，这使得组合耦合具有吸引力。

为了实现这一目标，我们将首先使用庞加莱映射来描述两个相互作用的细胞之间的相位差，以揭示多稳态锁相

状态的存在及其对电耦合和抑制耦合强度的依赖性 (有关相位如何引入和计算的详细信息，请参见 8)。图 4a
说明了 40 次簇发放后两个细胞之间的相位差是如何稳定的。要跳过的簇发放数量 (k=40) 选择得足够大，以
避免瞬态阶段。请注意，B-C-E 跃迁 (见图 2) 源于锁相状态，在该状态下，电耦合本身往往会建立簇发放同
步；同时，它促进反相峰发放 (图 4a,(B))。将抑制增加到点 C(见图 2)，使簇发放活动相内的峰发放同步 (图
4a,(C))。进一步地增加 ginh 到点 E 使完全同步不稳定，并建立接近反相簇发放的锁相状态 (图 4a,(E))。值
得注意的是，当单独作用时，电耦合和抑制耦合的影响是不稳定的，但完全同步。电耦合促进 (不稳定) 簇发
放 (峰发放) 同步，而抑制则相反，促进峰发放同步并阻碍簇发放同步。这表明了两种耦合的联合作用是如何
稳定完全同步的。为了进一步验证这一观察结果和分离电耦合和抑制耦合的影响，我们将使用双细胞耦合系

统的慢-快分解 (2.1)
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图 4: 双细胞网络中相位差演变的庞加莱图和相应的电压轨迹。在 k = 40 时，初始相位差 ∆ϕn(水平轴) 与 k
个簇放电后相位差的关系 ∆ϕn+k，。相位差标准化为 1，其中零相位差 ∆ϕ = 0 对应于完全同步和 ∆ϕ = 0.5

表示反相簇放电。图 Φ(∆ϕ)(实线) 与对角线 (虚线) 产生锁相状态。(a) 图 A、B、C 和对应于图 2 中的点 A、
B、C 和。(一) 微弱的电突触和抑制突触产生多个锁相状态，作为相位图的不动点。这些包括稳定的反相簇发
放 (星形)、完全同步 (实心圆) 和不稳定状态 ∆ϕn ≈ 0.015，将稳定态的吸引盆地分开。注意一个大得多的反

相簇发放吸引盆。网图上的箭头线说明了从给定的初始条件 (a) 到反相状态的收敛。反相簇发放和完全同步
共存的电压轨迹 (b)。(B) 电耦合诱发相位锁定，脉冲之间的相位差很小；然而，簇发放串中的峰发放是反相
的。(C) 与大盆引力稳定完全同步。(E) 锁相用 ∆ϕn ≈ 0.4，接近反相簇发放。点云而不是基线相移曲线源于

细胞占空比的变化和在识别相移上簇发放周期的初始比率与相同量的最终比率时的数值困难。
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图 5: 将完全耦合的系统转化为两个子系统: 快速 (a) 慢速 (b)。固定慢变量在一个给定的值，S = 0.18，将耦

合系统变成一个相互作用的强直峰发放细胞网络。当两个细胞都处于峰发放阶段时，这个快速系统解释了整

个系统中的相互作用。忽略峰发放将耦合系统转化为两个慢弛豫振荡器的网络，这模拟了细胞之间在簇发放

(峰发放包络) 级别的相互作用。

3.2 从慢-快分解中洞察

为了更好地理解电耦合和抑制耦合在活跃峰发放和静息两个不同阶段对两个细胞动力学的作用，我们利

用方波簇发放的慢-快特性，将网络动力学分解成快和慢部分（图 5）. 我们选择并将慢变量 S固定在 S = 0.18

的某个水平，这对应于峰发放阶段的中间 (见图 1)。这产生了快速 (Vi, ni) 系统 (i = 1, 2)，它们通过电耦合和
抑制耦合耦合，并且模拟了两个细胞的峰发放期间细胞之间的相互作用。类似地，减小第二个变量 ni 的时间
常数 τ，我们有效地消除了所有峰发放，并将耦合系统转变为双张弛振荡器网络。这个网络的目标是在一个小

区活动而另一个小区不活动的阶段，再现整个系统 (2.1) 的协作动态。在这种设置下，活动细胞保持抑制，使
得只要活动单元处于峰发放阶段，非活动 (被抑制) 细胞就保持在非活动状态，从而导致反相簇发放。
这种慢-快分解揭示了电突触和抑制突触对快子系统和慢子系统网络同步性的影响之间的显著差异 (图 6)。

在给定的范围内，电突触总是排斥峰发放并吸引它们的包络 (簇发放)(比较图 6a,c 中的圆和图 6b,d 中的三角
形)。与此同时，抑制连接将峰发放聚集在一起，但将簇发放推开 (将方块与图表中的菱形相比较)。虽然图 6
的热图可能略有不同，这取决于 S 的值 (未显示)，但它们在质量上保持相同，并指示相同的效果。这两种看
似相反的电突触和抑制突触结合在一起，构成了整个系统中丰富的多稳态模式，并引发了我们称之为“拔河”

的同步机制。

4 稳定机制: 为什么占空比很重要？

为了更好地量化稳定性机制并揭示控制完全同步稳定性的耦合系统的性质，我们使用了无穷小横向扰动

的稳定性方程 ∆V = V1 − V2，∆n = n1 − n2，∆S = s1 − s2[13]:

τ d
dt∆V = FV (V, n, S)∆V + Fn(V, n, S)∆n+ FS(V, n, S)∆S

− [ginhΩ(V ) + 2gel]∆V

τ d
dt∆n = GV (V, n)∆V +Gn(V, n)∆n,

τ d
dt∆S = HV (V, S)∆V +HS(V, S)∆S,

 (4.1)

其中 Ω(V ) = S1 + S2 其中 S1 = Γ(V ) 和 S2 = (Einh − V )ΓV (V ) 是由于抑制耦合的贡献。这里，
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图 6: 电突触和抑制性突触对解剖的快速子系统同步特性的影响。电突触和抑制突触在促进快子系统和慢子系
统的同步性方面起着相反的作用。当被分离时，电突触促进耦合快系统 (a,c) 中的反相峰发放和慢系统 (b,d)
中的同步。抑制耦合在快子系统中诱导峰发放同步，在慢子系统中促进反相簇放电。热图和颜色编码与图 2相
似。圆圈和三角形对应于图 2 中的点。正方形和菱形表示图 2 中的点。相应的电压轨迹。
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{V (t), n(t), s(t)} 表示对应于自耦系统 (2.2) 的同步解，ΓV 是 Γ(V ) 相对于 V 的偏导数，完全同步解的稳定

性对应于变分方程 (4.1) 零不动点 {∆V = 0,∆n = 0,∆S = 0}。函数 �(x) 在变为正值时促进同步的稳定性，
在变为负值时产生不稳定影响 [13]。

图 7: 抑制性耦合的稳定和去稳定组成。12 个峰的同步簇放电的电压轨迹。水平线表示突触阈值 ΘS =

−40(mV )，超过该阈值，抑制激活。(b) 突触项 S1 ≥ 0，促进了峰发放同步，在一个峰持续期间开启。当

电压超过突触阈值时，不稳定突触项 S2 ≥ 0 开启。

构成 Ω(V ) 的两个项 S1 和 S2 在稳定同步中起相反的作用。当电压 V (t) 高于突触阈值 ΘS 时，第一 (稳
定) 项 S1 ≥ 0 保持开启。第二 (不稳定) 项 S2 ≤ 0 包含导数 ΓV (V )，其在 ΘS 附近具有负的 peak (在阶跃函
数的情况下，ΓV (V ) 变为负 δ 函数)。因此，当峰发放跨越阈值时，对于接近阈值 ΘS 的 V 值，S2 项切换并

保持开启 (图 7)。因此，S1 和 S2 项相互竞争，以稳定和不稳定完全同步的节奏。

由于负项−2gel∆V，电耦合对变分方程稳定性的贡献总是有利的。当我们试图量化电耦合固定的 B−C−E

转化 (见图 2) 时，我们研究了作为抑制突触项 S1 和 S2 平均贡献的函数的变分方程 (4.1) 的整体动力学变化
(图 8)。然而，重要的是要强调，一旦细胞之间的相位差不再是无穷小的，变分方程就失去了它们的可信度。
因此，非无穷小电压差的电耦合作用不能从变分方程中评估。正如相图和慢-快分解分析所表明的，这种作用
对于峰发放同步是不稳定的。同样重要的是要强调，沿 B−C −E 路径从 0 开始增加抑制耦合强度 ginh 会改

变自耦合系统的动力学特性特性 (2.2)，并以非线性方式改变同步突发的占空比 (图 8)。这一变化被证明是改
变竞争项 S1 和 S2 之间平衡的关键量。更短的占空比使合力 S1 + S2 的平均贡献最大化，并导致完全同步。

5 更大的网络

电耦合和抑制耦合的组合效应也存在于更大的网络中 (2.1)。图 9 给出了具有不同电连接和抑制连接网络
结构的四小区网络的同步稳定性图。我们以前关于兴奋-抑制网络同步的结果 [41] 表明，附加抑制连接的结构
并不重要，只有抑制输入的数量控制同步的开始，独立于网络拓扑的所有其他细节。然而，只有当同步兴奋连

接足够强并形成一个包含所有细胞的连通图时，这才是正确的 [41]。
如图 9 所示，具有局部电连接和抑制连接的稀疏网络拓扑 (图 9d) 具有最大水平和垂直尺寸的稳定区域。
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图 8: 最大横向 Lyapunov 指数 λ⊥，同步簇发放的占空比，平均突触项（S1 + S2）作为抑制耦合的函数 (电
耦合 gel = 0.01 是固定的；该图对应于图 2 中的 B-C-E 路线)。虚线线（a）是 0，因此代表向稳定同步的过
渡，这发生在当 λ⊥ < 0。gin ≈ 0.009 和 gin ≈ 0.017 处，λ⊥ 的符号改变，这确定定了稳定区域 (见图 2)，并
由每个图中的垂直线表示。控制同步解的自耦合系统 (2.2) 的占空比在稳定区域 (b(i)) 内达到最小值。较短的
占空比产生在一个振荡周期 (b(ii)) 上平均的突触项 S1 + S2 的最大值，使得抑制耦合的整体稳定效果可以稳

定同步解。占空比 (突触项) 大小的急剧下降 (上升) 是由于突发中增加了一个风发放。
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图 9: 四个细胞网络中网络同步的稳定性图，类似于图 2 的热图。各图下方所示的相应拓扑；弹簧状 (实心圆)
线表示电 (抑制) 连接。彩条描绘了平均电压差公式

∑n
j=i

∑n
i=1(2/n(n+ 1)) (Vi − Vj) (mV)，在四个簇放电周

期内计算并平均值。黑色 (蓝色) 有界区域表示完全同步。注意网络中具有局部电连接和抑制连接的稳定同步
的最大区域 (d)；这表明组合协同效应在具有连通图的稀疏配置中最强。
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请注意，这个网络中的每个细胞都接收到两个抑制输入，例如 kinh = 2。与上述兴奋性抑制网络 [41] 中的标
度律类似，在网络构型中观察到联合效应的稳定区域的水平大小 (图 9a-c 中的三个网络) 与进入的抑制连接
数 kinh 成反比。例如，同时具有全局电连接和抑制连接的网络 (图 9a) 具有稳定区域，其水平尺寸缩小了 3/2
倍，以抵消增加抑制输入数量 (kinh) 的影响，从 2 个 (具有最大稳定区域的局部连接网络) 到 3 个 (全连接
四单元网络)。这个标度律源于自耦合系统 (2.2)，它通过 kinhginh(Einh − V )ΓV (V ) 项来控制同步节律，只要

kinhginh 的数量保持不变，它的影响就保持不变。

同时，电连接和抑制连接的网络结构之间的相互作用及其对同步稳定性的影响非常重要。图 9 表明，全
局电连接应由全局抑制连接来补偿，以扩大稳定区域 (见图 9a,c，网络配置)。请注意，图 9b,e 网络在抑制相
斥的区域不表现出联合同步效应。事实上，在图 9b,e 中网络中只有两个电连接不能使所有四个细胞同步簇放
电，因此排斥抑制在网络的左侧和右侧之间诱发反相簇放电。图 9d 网络中的电连接的整体结构确实引起簇发
放同步 (未示出)；然而，稀疏定向抑制耦合不足以克服电耦合的影响并同步峰发放。因此，无法达到综合效
果。

同步与电连接和抑制连接的网络结构之间的相互作用的详细分析超出了本文的范围，将在其他地方进行

报告。这种分析可以基于类似于 (4.1) 的变分方程，以及使用李雅普诺夫函数和图理论推理的连接图方法 [49–
51] 的应用。

6 结论

我们发现了一种高度非线性的组合电和化学突触效应，在一个参数区域内促进簇放电细胞的同步化，在

该区域内，每种类型的突触都会单独破坏同步化。这种“负负得正”的意想不到的效果是由同步突发的占空比

突然下降引起的。这种变化可以导致稳定的同步，这是由于慢 (簇发放) 和快 (峰发放) 子系统上的两种耦合类
型的可分离和平衡效应，对应于钾和钙离子通道。更准确地说，相当弱的电耦合稳定脉冲同步，但排斥单个峰

发放，而抑制则相反，当细胞的相位彼此接近时促进峰发放同步，当细胞之一处于非活动状态时破坏簇发放同

步。占空比控制两个相反力之间的脆弱平衡，使得具有较长静止周期的较短占空比增加了电耦合在建立突发

同步中的稳定影响。同样，这些短的占空比最大化了抑制对稳定峰发放同步性的影响。这种依赖性不是微不足

道的，增加抑制强度会以非线性方式通过自耦合系统改变同步突发的占空比。所观察到的组合效应并不局限

于 Sherman 细胞的簇放电网络，而是也存在于例如能够产生方波簇发放的耦合浦肯野神经元模型 [52] 中。我
们的初步研究还表明，在包括本征参数和耦合强度在内的小参数失配下，由组合耦合引起的同步簇发放持续

存在。

我们的研究加强了以前的工作 [41]，其中表明，由于不同类型的簇发放之间的转换，向簇放电神经元的兴
奋网络添加强成对排斥抑制可以诱导同步。值得注意的是，抑制性耦合的加入比增强目前的兴奋性连接能更

显著地促进同步。与 [41] 中研究的兴奋-抑制网络 (其中兴奋连接是同步的) 相反，本文报道的电耦合和抑制
耦合的联合效应源于两种类型的连接，它们都是排斥的。我们对神经元同步的研究为理解突发网络的反直觉

动力学奠定了基础，这可能对癫痫网络中的病理同步现象产生有意义的见解。癫痫发作与某些大脑网络的同

步状态密切相关。我们的结果和 [41] 一起表明，在试图阻止癫痫发作时促进正常排斥抑制可能会产生诱导病
理同步的意外效果。
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附录一. 强电耦合的同步作用

在本附录中，我们严格证明，只要强电耦合超过同步阈值，它的同步作用就不会改变。我们推导出一个严

格的上限，在没有抑制性连接的情况下，电耦合的强度足以在双单元网络 (2.1) 中引起全局稳定的同步。
定理 1：当 gel ≥ g∗ 时，只有电突触的两个相互耦合细胞网络 (2.1) 中的完全同步是全局渐近稳定的,

where g∗ = (1/8 (ECa − EK))
[
g2K + g2S + 4gCa max (m′

∞) (ECa − EK)
2
]
。

证明：从系统 (2.1) 中可以看出，每一个有或没有连接的单个细胞都有一个吸引域:0 ≪ n，S ≪ 1，EK ≪
V ≪ ECa, 这样任何轨迹最终都会收敛到这个域。从今以后，我们可以假设我们系统变量的所有值都在这个吸
引域内。

类似于 (4.1)，我们介绍一下区别 ∆V = V1 − V2，∆n = n1 − n2，∆S = s1 − s2。我们的目标是同步的全

局稳定性，这些差异不必像 (4.1) 中那样是无穷小的。因此，我们从 ginh = 0 的系统 (2.1) 得到以下差分方程
系统:

τ∆V̇ = F (V1, n1, S1)− F (V2, n2, S2)− 2gel∆V

τ∆ṅ = G (V1, n1)−G (V2, n2) , τ∆Ṡ = H (V1, S1)−H (V2, S2)

}
(6.1)

为了有明确的存公式（未打出）在我们应用中值定理，使得：

F (V1, n1, S1)− F (V2, n2, S2) = FV (Ṽ , ñ, S̃)∆V + Fn(Ṽ , ñ, S̃)∆n+ FS(Ṽ , ñ, S̃)∆S

G (V1, n1)−G (V2, n2) = GV (Ṽ , ñ)∆V +Gn(Ṽ , ñ)∆n

H (V1, S1)−H (V2, S2) = HV (Ṽ , S̃)∆V +HS(Ṽ , S̃)∆S

 (6.2)

其中，Ṽ ∈ [V1, V2] , ñ ∈ [n1, n2] 和 S̃ ∈ [S1, S2]。严格来说，函数 F，G，H 的偏导数中的 V，n，S 的值是不

一样的。然而，我们稍后会用相同的保守量来约束它们，所以我们保留这个被滥用的符号。

计算 (A 1) 中的偏导数和重组项，得到

τ∆V̇ = −
[
gCa

(
m′

∞(Ṽ )
(
Ṽ − ECa

)
+m∞(Ṽ )

)
+ gK ñ+ gSS̃ + 2gel

]
∆V

−gK

(
Ṽ − EK

)
∆n− gS

(
Ṽ − EK

)
∆S

τ∆ṅ = n′
∞(Ṽ )∆V −∆n, τ∆Ṡ = S′

∞(Ṽ )∆V −∆S

 (6.3)

为了证明同步的全局渐近稳定性，当 gel 超过某个临界值时，证明系统 (A3)∆V = ∆n = ∆S = 0 的原点为全

局稳定的就足够了，为此，我们构造了如下形式的李雅普诺夫函数:

W (t) =
τ∆V 2

2 (ECa − EK)
2.5 +

τ∆n2

2
+

τS∆S2

2
(6.4)

其中参数始终大于 EK。选择指数 2.5 来最小化同步阈值的界限。
我们需要证明这个二次型相对于系统 (A 3) 轨迹的导数除了原点外处处为负。因此，

Ẇ =−
[
gCa

(
m′

∞(Ṽ )
(
Ṽ − ECa

)
+m∞(Ṽ )

)
+ gK ñ+ gSS̃ + 2gel

] ∆V 2

(ECa − EK)
2.5

− gK
Ṽ − EK

(ECa − EK)
2.5∆n∆V − gS

Ṽ − EK

(ECa − EK)
2.5∆S∆V + n′

∞(Ṽ )∆n∆V

−∆n2 + S′
∞(Ṽ )∆S∆V −∆S2

(6.5)

该二次型简化如下:
Ẇ = −

[
A∆V 2 +B∆n∆V + C∆S∆V +∆n2 +∆S2

]
(6.6)
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其中

A =
1

(ECa − EK)
2.5

[
gCa

(
m′

∞(Ṽ )
(
Ṽ − ECa

)
+m∞(Ṽ )

)
+ gK ñ+ gSS̃ + 2gel

]
,

B =
1

2

[
gK

Ṽ − EK

(ECa − EK)
2.5 − n′

∞(Ṽ )

]
and C =

1

2

[
gS

Ṽ − EK

(ECa − EK)
2.5 − S′

∞(Ṽ )

]
.

(6.7)

为了证明二次型W是正定的，我们使用西尔维斯特准则: (1) A > 0 (2)
∣∣∣∣∣ A B

B 1

∣∣∣∣∣ > 0; and (3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
A B C

B 1 0

C 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ >
0 如果最后一个条件为真，则满足所有条件:A−B2 − C2 > 0。由此可见

gel > g∗ =
1

8 (ECa − EK)

[
g2K + g2S + 4gCa max (m′

∞) (ECa − E)
2
]

(6.8)

其中我们使用了吸收域边界 Ṽ = ECa, ñ = 1, S̃ = 1。与图 2 中所示的数值计算的结合 gel ≈ 0.18 相比，同步

阈值结合的理论估计是保守的 (gel > 3.925)。然而，它保证了电耦合只要超过同步阈值就保持同步。我们将读
者引向连接图方法 [49–51]，该方法允许我们使用双单元网络的界限 g∗ 来计算电耦合的临界值，该临界值足

以在没有抑制的情况下，在具有任意电连接拓扑的大型 N 单元网络 (2.1) 中实现全局稳定同步。以下命题是
连接图方法 [49] 在仅具有电连接的网络 (2.1) 中的直接应用。
定理 2：如果对于与连接矩阵 C 相关联的连接图上的每个边 k，无抑制连接 (ginh = 0) 的 N 个电耦合

Sherman 模型的网络 (2.1) 中的完全同步是全局渐近稳定的

gel > 2g∗bk/N (6.9)

其中 g∗ 是定理 A.1 中给出的双细胞网络的边界，量公式（bk =
∑n

j>i;k∈Pij
|Pij |）是通过给定边 k 的所有选定

路径 Pij 的长度之和。

证明：直接来自于连接图方法的主要定理 [49]。在 [49,53] 中给出了给定网络拓扑的图形量计算的更多细
节。

附录二. 数值方法

（a）相位差

用于图 4中庞加莱映射的相位差公式 ∆ϕn 是通过两个细胞中第 n次簇发放之间的时间延迟引入的。时间

延迟在簇放电振荡的整个周期内被标准化。∆ϕn = 0对应于完全同步和 ∆ϕn = 0.5表示反相簇放电。当细胞电

压从静态增加到辅助阈值 Θaux = −50(mV )时，任一细胞的簇发放阶段复位为零。辅助阈值 Θaux = −50(mV )

的选择应使其位于风发放最小值和静态之间。因此，当参考细胞的电压从其静止状态增加并越过该阈值时，是

簇发放开始的时间。在 [39] 中可以找到使用该程序计算相位差和庞加莱映射的更多细节。

（b）横向李雅普诺夫指数

同步稳定性的横向 Lyapunov 指数对应于同步子空间 M 的横向特征向量。当所有 N − 1 横向 Lyapunov
指数为负时，初始同步误差收敛到零，产生稳定的同步。图 3 和图 8 中所示的的最大横向 Lyapunov 指数 λ⊥



6 结论 第十八页

是通过轨道分离算法 [54] 和数值积分的标准四阶显式龙格-库塔方法从变分方程 (4.1) 的模拟时间序列数据中
计算出来的。
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