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摘要【ABSTRACT】

越来越多的证据表明，缓慢的大脑节律是由简单的抑制性神经网络产生的。在这种节律下，强直性尖峰活

动的顺序转换是一种普遍存在的现象。一个现实的生成模型解释了这种可再现的开关是一个动态系统，它采用

了一个封闭稳定的异宿通道（stable heteroclinic channel，SHC）在其相空间。尽管有强有力的证据表明
SHC 的存在，但它在尖峰网络中出现的条件尚不清楚。本文分析了一个由三个尖峰单元组成的最小互连线回
路，并探讨了它们之间的所有可能的动力学状态和跃迁。我们证明了 SHC 是由于不稳定环的 Neimark-Sacker
分岔引起的。© 2009 American Institute of Physics.
只有动力学模型的解在结构上是稳定的，才能证实动力学模型的有效性。对控制参数的彻底扫过可以在

参数空间中找到这类解决方案的两个区域，更有趣的是，可以沿着参数中特定变化的行为质量的演变。基于最

近的实验观察，脑节律是局部抑制网络的产物，我们分析了三个神经元的最小抑制回路的动力学。所考虑的微

回路能够产生一种全局节奏，这种节奏不依赖于单个单元的峰值活动的细节。我们证明了这种行为的数学图

像是一个封闭的异宿轨道包围鞍极限环和连接它们的异宿轨道。我们的分岔分析得出了这一制度的出现和结

构稳定性的条件。

1 引言【INTRODUCTION】

复杂神经系统和大脑中不同频率的振荡活动的出现和时序关系是神经科学的关键问题之一。许多实验表

明，在神经元微回路功能和大脑节律的产生中，脉冲和脉冲动力学以不同的方式参与，脉冲时间和爆发率活动

可以是独立的，并且编码不同的实体或感觉变量。5慢节奏产生的动力来源是什么？我们分析了由 Bonhoeffer-
vanderpol 方程模拟的尖峰神经元的最小抑制神经回路。我们发现，亚临界 Neimark-Sacker 分岔导致结构稳
定的异宿通道 SHC 的出现。该通道的骨架是由鞍形极限环和连接鞍形极限环的异宿轨道组成的异宿轮廓。当
网络连通性的非对称程度超过一个临界水平时，就会发生这种情况。

类似的问题也在参考文献 6 中进行了研究。这项工作的作者比较了霍奇金-赫胥黎神经元抑制网络中从强
直尖峰活动到爆发产生的分岔序列和导致神经元中出现异宿环的相图的质的转换序列建立了同一网络的时均

速率模型，发现这些序列是相同的。本文直接计算极限环的 Floquet 乘子，并确定当两个复共轭乘子达到单
位模时的临界参数值。观察到的分岔导致了结构稳定的机制，即尖峰神经元活动的顺序转换。由于结构的稳定

性，慢节奏的产生实际上并不依赖于神经模型。它只取决于连接参数。然而，要详细研究分岔，一方面需要使

用一个比较有代表性的模型，另一方面也需要比较方便的分析。

2 NETWORK MODEL

我们考虑由三个尖峰神经元组成的网络 (如图 1 所示)，由 Bonhoeffer Van der Pol 方程建模

τ1
dxi(t)

dt
= xi −

1

3
x3
i (t)− yi(y)− zi(t) (xi(t)− v) + Si

dyi(t)

dt
= xi(t)− byi(t) + a, i = 1, . . . , 3

(2.1)

突触抑制通过偶联 zi(t) 连接，其定义为

τ2
dzi(t)

dt
=

∑
j

gijF (xj)− zi(t) (2.2)
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图 1: 神经元网络: 三个相互抑制耦合神经元的模体。

这里，xi(t) 定义了第 i 神经元的膜电位, yi(t) 是与所有离子电流作用相对应的变量, Si 是对每个神经元的外

部刺激, v 逆转电位, gij 是第 i 和第 j 神经元之间的耦合系数，并且 F (xj) = 1/ (1 + exp ((0.5− xj) /20)). 在
所有的模拟中，参数的值是固定的 a = 0.7, b = 0.8，τ1 = 0.08, τ2 = 3.1, 和 v = −1.5, 而且我们选择了参数
Si > 0.35，该参数对应于单个解耦神经元的紧张性峰值。根据抑制耦合的非对称性水平，这个简单的网络显

示了动力学机制的多样性。

- 一个神经元是活跃的 (峰值振荡)，另外两个神经元是被抑制的 (阈下振荡)。时间序列如图 2(a) 所示。-
两个神经元是活跃的 (峰值振荡)，一个神经元是被抑制的 (阈下振荡)。时间序列如图 2(b) 所示。- 3 个神经
元的同步同相脉冲振荡机制 (x1 = x2 = x3)，时间序列如图 2(a) 所示。- 神经元连续激活的各种机制。时间序
列如图 2(d-f) 所示。

3 DISTRIBUTION OF THE CONTROL PARAMETERS SPACE

图 3a和 3b给出了系统 1和系统 2中区域的平面 (g1, g2)中的分岔图。为了更好地表示主要结果，我们假
设 g1 = g12 = g23 = g31 表示顺时针耦合，g2 = g13 = g32 = g21 表示逆时针耦合。由于集合中有相同的神经元，

该图相对于对角线是对称的，其特征是 g1 = g2。图 3b 是图 3a 中的详细区域。在足够大且对称的 g1 ≈ 1g2

耦合区 A，可以观察到六个极限环。首先，三个极限环 L1
1,2,3 对应于三个神经元中的一个产生周期性尖峰并

抑制另外两个神经元的尖峰活动时的动力学。图 2a。
第二，我们将三个极限环表示为 L2

1,2,3，这三个极限环对应于当三个神经元中的一个被另外两个活跃的同

相尖峰振荡神经元抑制阈下振荡时的动力学。在区域 A 向区域 B 过渡时，曲线 h2 上的极限环 L2
1,2,3 通过鞍

点极限环分岔消失，其中一个实乘子达到 +1。在区域 B 中，系统 1 和 2 只有三个极限环 L1
1,2,3。在 C 区，系

统 1 和系统 2 中只有一个区域：所有神经元的周期性顺序激活。图 2d。从区域 B 到区域 C 边界线 h1 的过
渡非常重要，因为它对应于参数的最实际值：一个耦合足够强，另一个耦合相当小或不存在。基于这个原因，

现在将给出 h1 线上分岔的详细描述。

D 区是七个极限环共存的区域：三个极限环 L1
1,2,3，三个极限环 L2

1,2,3，一个极限环对应于所有三个神经
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图 2: (a) 一个神经元是活跃的，抑制其他两个神经元的活动。参数: gij = gji = 0.5 且 i, j = 1, ..., 3。（b）两个
神经元是活跃的，抑制其他神经元的活动。参数 gij = gji = 0.3 and i, j = 1, . . . , 3. (c) 相同步 (x1 = x2 = x3)

尖峰模式。参数: gij = gji = 0.03 且 i, j = 1, . . . , 3.; (d) 神经元的周期性顺序激活。参数: g12 = g23 =

g31 = 0.5, g21 = g13 = g32 = 0.05, 且 (α1. = α2 = α3 = 0.1).[(e) and (f)] 神经元的短暂顺序激活。参数:
(e) g12 = 0.06, g23 = 0.07, g31 = 0.0732, g21 = g32 = g13 = 0.5(α1 = 0.12, α2 = 0.1404, α3 = 0.1464) (f)
g12 = g23 = 0.06, g31 = 0.0732, g21 = g32 = g13 = 0.5(α1 = α2 = 0.12, α3 = 0.1464)
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图 3: (Color online) Bifurcation diagram of regimes in an ensemble of three inhibitory coupled neurons.
Region A: coexistence of three limit cycles L1

1,2,3 [Fig. 2(a)] and three limit cycles L2
1,2,3 [Fig. 2(b)]. Region B:

coexistence of three limit cycles L1
1,2.3. Region C: periodic sequential switching of activity between all neurons

[Fig. 2(c)]. Region D: coexistence of three limit cycles L1
1,2,3, three limit cycles L2

1,2,3, and limit cycle L3 [Fig.
2( d)] . Region E: coexistence of three limit cycles L1

1,2,3 and limit cycle L3. Region F :region with complex
structure. The black areas in the inserted figure correspond to the coexistence of the three limit cycles L2

1,2,3

with the limit cycle L3. The white regions are the areas of the coexistence of the sequential dynamics and
the stable limit cycle L3. Region G: the existence of limit cycle L3.

图 4: (Color online) Real and imaginary parts of multipliers µ1.2 of the limit cycle L1. At α1 ≈ 0.1362, the
absolute values of the multipliers are equal to 1 .
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图 5: (Color online) (a) Mapping of the plane Π1 to itself. Red line t1 : intersection of the saddle torus T1 with
plane Π1. From region A, all trajectories go to the stable limit cycle L1 (infinite spiking oscillation of the first
element, i.e., fixed point in mapping of the plane Π1 to itself). From region B, all trajectories go the stable
limit cycle L2 (infinite spiking oscillations of the second element). α1 = α2 = α3 = 0.1384. (b) Intersections of
the torus T1 with plane Π1 at different values of the coupling strength α1 = 0.1464, 0.1404, 0.1384, and 0.1366.
When decreasing α1, the saddle torus T1 becomes closer to the stable limit cycle L1, and at a bifurcation
value of α1, it merges with the limit cycle and passes it its instability.
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元的同步同相尖峰振荡，我们用 L3 表示；时间序列如图 2c 所示。在 E 区，可以观察到四个稳定的极限环：
三个极限环 L2

1,2,3 和极限环 L3。从 D 到 E 的转变伴随着极限环 L1
1,2,3 的亚临界 Neimark-Sacker 分岔。有三

个极限环 L2
1,2,3 与极限环 L3 共存的区域。其余的是序列动力学和稳定极限环 L3 共存。从 E 区到 F 区的转

变通过鞍节点极限环分岔和序列动力学的出现导致了三个极限环 L2
1,2,3 的消失。下文将对这种过渡作更详细

的描述。在区域 G 中，只有对应于相同行为 x1 = x2 = x3 的极限环 L3 是稳定的。

图 6: (Color online) Illustration of the saddle torus T1 and the stable limit cycle L1 (green curve) in the
subspace (ξ1, ξ2, ξ3). The intersections (closed blue curves) of torus T1 with different planes are shown.

在 h3 曲线从 F 到 G 的过渡边界上，对应于序列动力学的极限环消失。该环的一个乘子达到 1，即稳
定极限环与双倍周期的鞍型极限环合并。然而，在 F 曲线 h4 区域的上边界，极限环 L3 通过一个亚临界的

Neimark-Sacker 分岔而失去稳定性。最后在 h2 曲线上，在 E 区和 G 区之间，三个极限环 L2
1,2,3 通过鞍结分

岔消失。因此，区域 G 是仅存在一个极限环 L3 的区域。系统 1 和 2 在图 3 中也有区域，其中存在三个极限
环，对应于两个神经元的反相同步尖峰活动和一个神经元的阈下振荡。

4 NEIMARK SACKER BIFURCATION: EMERGENCE OF
HETEROCLINIC SEQUENCE

为了研究导致图 3h1 线上出现顺序切换区域的分岔，我们计算了极限环乘数对耦合系数 αi = gij/gji 关系

的依赖性，其中 gij 是顺时针耦合的系数，gji 是逆时针耦合的系数。在实验中，逆时针耦合的系数保持不变，

等于 0.5。结果发现，用 L1 表示的极限环 L1
1 的一对复乘子 µ1,2 达到单位模量，突触耦合关系 α1 = g12/g21

减小, 图 4。
对应于乘子 µ1,2 的单单矩阵特征向量仅依赖于 x2 和 y2。因此我们可以介绍 Poincaré, 这一节允许我们

详细研究系统（1）和（2）中可能的分岔。该平面的映射关系是一个平面的映射关系，该平面的映射关系为：



4 NEIMARK SACKER BIFURCATION: EMERGENCE OF HETEROCLINIC SEQUENCE第九页

图 7: (Color) (a) Saddle torus T1 and a few trajectories going from the vicinity of T1 to the stable limit cycle
L2. (b) Continuing of the trajectories plotted in (a): the trajectories go to the stable limit cycle L2. Here
α1 = α2 = α3 = 0.1464.
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图 8: (Color online) Schematic illustration of the trajectories at α1 = 0.1384, α2 = 0.1404, and α3 = 0.1464.
The black lines with the arrows illustrate the set of trajectories going from the vicinity of the saddle tori to
the stable limit cycles (Fig. 7 ).

Π1 = {x1 = 0, y1 = −0.18, z1 = 0, z2 = 0.01, x3 = −0.9, y3 = −0.32, z3 = 0.018} 到它自身。我们来检测鞍环面
T1 的存在。(所有变量值都选自极限环 L1 除了变量 x2, y2 ) 允许我们检测鞍形环 T1 的存在。图 5 显示了平
面为 Π1 的鞍形圆环体 T1 的部分。

来自区域 A[图 5(a)]，所有轨迹都进入稳定极限环 L1(第一个元素的无限尖波振荡，即平面 Π1 映射到自

身的不动点)。从区域 B 开始，所有轨迹都进入稳定极限环 L2(第二元素的无限峰值振荡)。当 α1 递减时，鞍

环 T1 变成稳定极限环 L1，在 α1 的分岔值处，鞍环与极限环合并并通过其不稳定性 [图 5 (b)]。因此，发生
了次临界的 Neimark-Sacker 分岔 [7]。对不同初始条件的数值研究表明，在分岔前，从不稳定鞍环附近的所有

轨迹都趋向于稳定极限环 L1 或稳定极限环 L2。[Figs. 5(a), 5(f), 5(i), 5(g) 和 7]. 图 6 显示了在变换坐标的子
空间中不稳定环面 T1 和稳定极限环 L1，变换如下：

ξ1 = x1 + x2 cos(θ); ξ2 = y1 + x2 sin(θ), ξ3 = y2 + 10z1, θ = arctg (y◦1/x · 1)

图 7 显示了一些从不稳定环面 T1 到稳定极限环 L2 的轨迹。为了更好的表示，轨迹被绘制在两个子空间中:
位于 T1 [子空间 (ξ1, ξ2, ξ3)] 和相位点趋向稳定极限环 L2[子空间 (x2 + x1, y2, 10z1)] 附近的轨迹。

需要注意的是，这种分岔对于其他的极限环 L2 和 L3 是典型的。随着 g23 和 g31 的减小，L2 和 L3 发生

次临界 Nemark-Sacker 分岔。在每个极限环分岔 L1,2,3 之前，α1 = 0.1384�α2 = 0.1404，α3 = 0.1464 处的轨

迹行为如图 8 所示。红色曲线 T2 和 T3 是鞍形圆环 T2 和 T3 与平面 Π2 和 Π3 的交点 (平面 Π2 和 Π3 以类

似的方式选择为 (Π1)。带箭头的黑线从 T1 到 L2，表示从鞍环 T1 到稳定极限环 L2 的轨迹集 (图 7)。
参考文献 [8]和 [9]证明了动力系统相空间中鞍点间的异宿轨道和异宿轨道序列是用改进的 Lotka-Volterra

模型（速率模型）模拟的网络中序列活动的数学图象。在我们的例子中，稳定的异宿轨道的产生也是顺序发射

的起源。当 10.1362 近似等于临界值时，考虑发生次临界 Neimark-Sacker 分岔，鞍环面 T1 与稳定极限环 L1
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图 9: (Color online) Illustration of the trajectories for α1 = 0.1344, α2 = 0.1404, and α3 = 0.1464. Sequential
switching of the activity arising from a heteroclinic orbit formation [time series presented in Fig. 2(e)].

图 10: (Color online) Trajectories corresponding to α1 = α2 = 0.1344 and α3 = 0.1464. Sequential switching
of the activity arising from a heteroclinic orbit formation [time series presented in Fig. 2(f)].
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图 11: (Color online) Trajectories corresponding to α1 = α2 = α3 = 0.1344. The periodic generation of
sequential activity is shown [time series presented in Fig. 2( d)]. A limit cycle arises in the vicinity of the
heteroclinic sequence between the saddle limit cycles.

合并的情况。在分岔之前，轨迹集从 T3 附近到 L1。因此，在鞍环面 T3 和不稳定极限环 L1 分岔的时刻，出

现了异宿轨道集。这样一组鞍模间的异宿轨道是活动顺序转换相空间中的数学图像。轨迹和时间序列的示意

图如图 9 和 2e 对应所示。鞍环 T3 附近的初始条件 [图 5a 中的区域 B] 提供了第三个单元的有限振荡 [图 9
和 2e]。接下来，由于环 T3 的不稳定性，相位点离开异宿轨道附近的 T3 的附近并转到不稳定的 L1（图 9 中
带箭头的黑线）。然后，由于 L1 的不稳定性，相位点在 L1 附近保持一定时间。这个事实提供了第一个元素的

有限振荡和其他元素的尖峰振荡抑制。最后，相位点离开 L1 附近，进入稳定极限环 L2，第二个元素的无限

振荡和其他元素的抑制。当进一步减小 1 时，T3 和 L1 之间的异宿轨道消失，但切换行为仍然存在。
[8,9] 因此

我们可以断言 SHC 的存在。[10]

当 α1 和 α2 同时减小到分岔值时，鞍模之间的异宿轨道序列出现：（i）鞍环 T3 和鞍极限环 L1 之间的异

宿轨道和（ii）鞍极限环 L1 和鞍极限环 L2 之间的异宿轨道。当进一步减小 α1 和 α2 时，这样的序列也会崩

溃，但是异宿通道在耦合强度为零时保持稳定。轨迹和时间序列的示意图如图所示。分别为 10 和 2f。
连续活动的产生在时间上也是有限的，但现在它覆盖了所有的神经元。让我们注意到，异宿通道是相空间

中的结构，能够描述神经元群中爆发波的瞬时产生，不同于稳定极限环，稳定极限环是周期性活动的图像。最

后，同时降低所有三个耦合系数 g12、g23 和 g31 导致鞍极限环 L1、L2 和 L3 之间形成异宿轨道。当进一步降

低电导率时，异宿轮廓崩溃，并在其附近出现稳定的极限环。它是在集合中发生的周期性连续活动的图像（图

11 和 2d）。
注意，在参考文献中分析研究了稳定极限环形成的一个类似分支，它表现为异临床轮廓的破坏。在 E 区

和 F 区之间的 h2 边界上，还观察到了从周期动力学到连续开关活动的转变。记住，在 E 区，三个稳定的极
限环 L2

1,2,3 共存。每个极限环对应于两个神经元的周期性尖峰活动和第三个神经元的阈下振荡（时间序列如
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图 12: F 区神经元的不规则顺序激活。

图 2b 所示）。结果表明，在相空间中还存在其他三个极限环。然而，它们是鞍环。这些旋回的稳定流形分隔
了稳定旋回 L2

1,2,3 的吸引盆地。当边界 h2 上的 g1/g2 比值减小时，稳定极限环的一个乘数达到 +1，这意味
着每个稳定极限环与鞍形环合并。此时异宿轮廓出现。[6] 当进一步降低 g1/g2 时，该轮廓塌陷，并设置与连

续爆破活动相对应的不规则行为，如图 12 所示。

5 CONCLUSION

与亚临界 Neimark-Sacker 分岔有关的调制不稳定性是产生慢振荡的一般机制。在非对称连接的抑制网络
中，这种慢振荡的周期由环抑制决定，而不依赖于神经元尖峰活动的细节。没有一个神经元可以被认为是节律

的领导者。这是一个无赢家的竞争原则，已经提出了。本文的结果表明，封闭异宿轮廓（抑制性耦合尖峰神经

元网络中顺序开关的数学图像）是一个结构稳定的对象。所讨论的慢振荡的结构稳定性是理解大脑信息处理

可能机制的一个重要方面。特别是，脉冲和爆发动力学之间的相互作用被确定为工作记忆机制、感觉系统中的

不同编码策略、运动指令生成机制和神经微回路协调机制。[2] 微回路集合的同步，它在大脑的不同部位产生

节律，可以是不同脑节律的起源。虽然我们在本文中研究了最小抑制网络，但在味觉皮质 [12] 和其他系统中，

在体内观察到了准静态状态之间尖峰神经元的顺序切换活动现象，这是异宿轮廓的典型现象。[13]
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