
2150121-1

×
×

×

国际分叉与混沌杂志，第2卷。31、第8期（2021）2150121（20页）

×C世界科学出版公司
DOI:10.1142/S0218127421501212

嵌套混合模式振荡的分岔结构

Sekikawa Munehisa
日本，宇都宫大学工学院基础工程系321-

8585，宇都宫
sekikawa@cc.utsunomiya-u.ac.jp

稻叶直彦

日本，藤泽251-8511，雄南工业大学电气和信息工程研究

生院，naohiko@yomogi.jp

2020年8月31日收到；修订2020年12月2日

在最近发表的工作[Inaba&Kousaka，2020a；Inaba&Tsubone，2020b]中，我们发现了嵌

套的混合型振荡(MMO)分叉结构。已知简单混合型振荡增量分岔(MMOIBs)，在 0A -和

0B -振荡的区域之间连续产生[ 0A , 0B ]振荡，其中 0A 和 0B 是相邻的简单MMO，例如

0A 1s 和 1
0B 1s ，其中 s 是整数。MMOIBs是具有明显强有序性的普遍现象，并在

化学中得到了广泛的研究，物理学和工程学。嵌套MMOIBs是一种更复杂的现象，但

具有更强的阶数，它产生的混沌MMO窗口包括连续n 的序列[ 1A , 1B ]，其中 1A 和 1B 是

相邻的MMOIB产生的MMO，即对于整数 m 为 1A =[A0,B0]和B1=[A0,B0(m+1)]。本文

研究了由经典强迫Bonhoe-Er-Van der Pol振荡器所显示的嵌套MMOIB产生的MMOs的
分叉结构。我们用数值方法制备了双参数和单参数分岔图。对于 s =2的连续 n =1,2,3的
系统。我们的分析表明，嵌套MMOs可以被广泛观察到，并且是明显有序的现象。然

后，我们对嵌套MMO的返回映射进行分析，这些映射说明了连续嵌套的MMOIBs的外

观。

关键词：混合型振荡；混合型振荡-增量分岔；嵌套混合模振荡。

1. 介绍

混合模式振荡是在化学实验中发现的，近年来得到

了广泛的研究 [Hudson等人， 1979； Orban和
Epstein,1982；Maselko和Swinney,1986；Albahadily
等人，1989；Brøns等人，2008]。这些振荡系统周

期性地经历 L 个大的漂移，然后是 s 个小的峰；

“ sL ”是用来区分振荡的。但是很多人对于混合模式

MMO的认识尚不明确，但它们普遍出现在扩展的

慢-快和多尺度动力学中，在这些动力学中可以看

到鸭式弹道[Brøns et al.，2008；Petrov et al.，1992；
Yoshinaga et al.，1988；Kuehn，2015]。鸭式鸭是

在20世纪80年代初提出的，是非线性动力学中的一

个重要分支[Benoit et al.，1981；Diener，1984；
Zvonkin&Shubin，1984；Baer&Erneux，1986]得人

的理论，近年来受到诸多学者的广泛的研究
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阿诺尔德，1994年；Guckenheimer等人，2000].从
理论上讲，MMOs是鸭角的一个子集。数值研究和电

路实验证实了鸭角出现在Bonhoe-er-van der Pol(BVP)
振荡器中[Itoh&Tomiyasu,1990]。BVP示波器的动力

学与Fitzhugh-Nagumo系统的动力学是等价的结构体

系 [FitzHugh等，1962]。然而，Brøns等人认为，在

100多年前，MMOs在实验上是不被涵盖的，这表明

这种现象可能更普遍地出现在慢-快系统中[Brøns等
人，2008]。MMOs已经在各种可以经历鸭式爆炸的

扩展动力学中被观察到，例如在松弛振荡附近的噪

声诱导振荡动力学中[Ryashko，2018；苏杜&库恩，

2018年；Muratov&Vanden-Eijnden，2008]，超临界

[Kuta Figurna，2015]和亚临界Hopf分叉点附近的强

迫鸭翼[Shimizu et al.，2011；Shimizu等人，2012年；

Shimizu等人，2015年；Shimizu&Inaba，2016a；
Kousaka等人，2017年；Inaba&Kousaka，2020a；
Inaba&Tsub-One，2020b]，和扩展的三变量鸭翼生

成动力学[Kawczynski&Strizhak，2000年；Petrov等
人，1992年；Rachwalska&Kawczynski，2001年；

Sekikawa等人，2010年；Shimizu&Inaba，2016b；
Yoshinaga et al.，1988].在过去的四十年里，MMOs
一直是紧张研究的主题[Scott，1993；Brøns等人，

2006年；Krupa等人，2008年；Markman&Bar-Eli，
1994年；Brøns等人，1997年；苏杜&库恩，2018年；

Muratov&Vanden-Eijnden，2008年；德梅斯-查尔克

等人，2014年；弗莱雷&加拉，2011a，2011b；
Desroches等人，2013年；Guchenheimer&Scheper，
2011年；Desroches等2012年；Sekikawa等人，2010
年；Kousaka等人，2017年；高桥等人，2018]。

简单MMO背后的机制已经在理论上阐明

[Kuehn，2015；Brøns et al.，2006；Krupa et al.，
2008；Kuta offrina，2015；De Maesschalck et al.，
2014；Guchenheimer&Scheper，2011；Desroches et
al.，2012]。然而，对MMOs的数值研究揭示了极

其复杂的MMO分叉，包括将MMOs添加到系统轨

迹中的强有序现象。Kawczynski等人。[Kawczyn
Ski等人，2000年；Kawczyn Ski&Strizhak,2000年]
和Rach-Walska等人。[Rachwalska和Kawczyn'ski，
2001]发现了一个三变量自治常微分方程组中的

MMO加法现象，并阐明了这些现象连续多次发生，

类似于

圆映射中的加周期分岔。清水等人。在强迫BVP动
力学中，发现了最简单的MMO-增加现象，用

[12,13]表示，并将由此产生的分叉称为MMO-增量

双阳离子(MMOIBs)[Shimizu et al.，2012]。
库萨卡等人[2017]使用包含二极管的约束BVP

振荡器研究了MMOIBs的产生。这个受限的BVP
OSCIL-Lator用一个非常大的参数 g 来描述，该参

数 g 对应于二极管的导通。当 g 趋于有限时，控制

方程由分段的一维(1D)非自治方程写成，而Poincar
的返回映射正好是1D。使用一维返回图，Kousaka
等人。[2017]证明了MMOIBs可以连续发生多次，

且每个MMOIB之间上一个分叉参数区间与下一个

分叉参数区间的极限比收敛于1。MMOIBs的研究

非常重要，因为了解MMOIBs在建立化学反应和心

肌心律失常的控制策略方面发挥了重要作用

[Tsumoto et al.，2017]。因此，工程师和研究人员

在医学、化学和工程等领域取得了许多研究成果。

在之前的一项研究[Inaba&Kousaka，2020a]中，

作者检查了这些受约束的动力学，以阐明MMOs可
以嵌套。即，在 21 和 31 个产生区之间（未嵌套的）

MMOIBs产生连续 n 个[ 21 , 31 ] n +1个振荡的序列。

嵌套的MMOIBs生成3 n +2嵌套的MMO序列，在产

生两个相邻的MMOIB产生的[12,131]2和[12,132]3
MMO的区域之间连续 n 个。此外，我们发现嵌套

的 MMO 发 生 在 经 典 的 强 迫 BVP Oscilla-
tor[Inaba&Tsubone,2020b]中。我们设想一些研究人

员可能已经观察到嵌套的MMOIB产生的MMO,因
为MMOIB有享有广泛的数值研究[Kawczynski et al.，
2000 ； Kawczynski&Strizhak ， 2000 ； Rachwal-
Ska&Kawczynski,2001；Scott，1993；Shimizu et al.，
2012 ； Shimizu&Inaba ， 2016a] 和 实 验 研 究

[Albahadily et al. ， 1989 ； Maselko&Swin-Ney ，

1986； Shimizu et al.， 2015； Shimizu&Inaba，
2016b]。然而，这些作者可能没有识别观察到的现

象，因为这种术语可能非常容易理解为
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嵌套MMOIBs而不事先知道MMO Pat-Tern。我们推

导出嵌套MMOIBs可以对连续整数和m 产生嵌套

MMO序 [[ 21 , 31 ]这项工作是有限的；然而，在这一

点上，我们只适用于m =1的情况，我们没有准备双

参数分岔图。

本文报道了m =1,2,3的经典BVP振子的单参数和

双参数分叉图和返回图。因为动力学是慢-快的

当 x >1时，非线性导体特性( x + x 3)非常陡峭，返回

图近似为1D。用打靶法制备了双参数双阳离子图

Kawakami[1984]提出的算法。这些图表明，嵌套的

MMOIB产生的MMOs通过鞍结点分叉出现，倍周期

分叉使MMOs消失。由于双参数分岔图中不出现复

杂的分岔，我们得出嵌套MMOs是稳定的。在我们

研究单参数分岔图的精度水平上，我们得出结论，

当m =1,2,3时，嵌套MMOIB生成的MMO最容易出现。

这一结论表明，在长达30多年的MMO研究历史中，

一些研究人员可能一直在观察嵌套MMO的时间序列

波形，而没有认识到它们的有序性质，因为它们看

起来很复杂。

本文的其余部分组织如下。第2节详细描述了感兴趣的

动力系统。第三节随后提出并讨论了分岔图、时间序

列波形和返回图，以证明嵌套MMOS的通用性和有序

性。在第4部分中得出了结论。

2. 电路设置

经典强迫BVP振荡器的电路图如图所示。1(a).在图

中， x 和 y 是分别对应于电容C上产生的电压和通

过电感L的电流的状态变量。由于符号L也被用作

MMOs中的大电流的数目，我们通过重新标度系统

以使电感L归一化为1来避免混淆。在本文中，C=ε
是一个小参数，在本研究中被设置为0.1。因此，

动力学是慢-快的，即 x 快速变化，并且 y 变化很

慢。 1k 是线性电阻器， 0B 是直流电压源。此外，

g(x)是通过非线性负阻导体的电流，其特性由以下

三阶多项式函数表示：

在下面的讨论中，使用规范化的变量和参数。最后，

ω和 1B 分别为forcing项的角频率和振幅，它们随

(a) (b)

图1. (a)亚临界Hopf分岔点附近受迫BVP振荡器的电路图；(b)无扰动时（ x y ）平面的几何结构。红色：

稳定弛豫振荡；蓝色：不稳定周期解；红色子弹：稳定平衡。
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分叉参数。常数参数设置为 1k =0.9， 0B =0.207。在

这些参数值下，在没有扰动的情况下，由于亚临界

Hopf分岔，一个稳定的平衡点与一个稳定的弛豫振

荡共存。图1(b)显示了在没有扰动的情况下的 x y
平面，其中稳定的平衡点。给出弛豫振荡、不稳定

周期振荡和零值线。注意，在双端元件中，产生的

电压为，两端的电流和注入元件中的电流在动力学

中起着至关重要的作用，双端元件从不充当具有输

入和输出电压端子的模拟电路[Matsumoto et al.，
1985]。由于这种结构，这种自然回路有时等价于

Fitzhugh-Nagumo模型[FitzHugh,1961；Nagumo等
人，1962]。该电路的控制方程由以下两个非定常系

统表示：

会出现简单的混合模式振荡。为了在单参数分岔图

中精确观察MMOs的行为，下面是

图2给出了受迫BVP振荡器在二维状态空
间中的动力学特性。2.让我们考虑一个留
下一个,离开π-的溶液进入x<1区域，并在
一个正时间在图中标记为P的点处撞击π+。
然后，解沿着x>1区域的x-零斜线传递，
如图所示。 2(b)并在图中标记为 (τ1，
y1)的点处再次撞击π-。2(a)，接近∑1。由
于慢-快动力学，y1接近于0；当x>1时，
g(x)的梯度很陡，因为ε很小。因此图12和
13mmo发射区域之间的单参数分叉图的全
局视图显示在图中。3(a).分叉参数B1设为
0.0105。大k的θk=ωτk/2πmod1如图1所示，
图3(a)是使用连续DEFOR创建的变形方法
使用以下步骤。设T是平面π-上的Poincar
返回映射。设M和N是su大整数

图2. (a)向量的几何结构；(b)x-零斜、弛豫振荡、π-、π+和
[13]1解在(x-y)态空间上的投影。黑色：X-零斜；蓝色：稳定

弛豫振荡；红色:[13]1 MMO轨迹；浅绿色: π-；蓝色:π+。
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嵌套混合模振荡的分岔结构

(a)

(a)

图3. B1=0.0105的单参数分岔图，其中MMOIB生成的[12,13×n]n+1个MMO，用连续变形法和(b)规定的

初始条件(τ0,x0,y0)=(0.1(2π/ω),1,0.在(a)中只能观察到少量的MMOIBs，而在(b)中出现连续的MMOIBs。

当存在ω=ω时，T1(τ0,y0)-T M(τ0,y0)和Tm+1(τ0,y0)-
Tm+n(τ0,y0)分别为暂态和定态。在下一个步骤中，

ω=ωnext=ωpresent+Δω，其中Δω是su的最小值，用

tm+n(τ0,y0)作为T的INI-tial条件。用这种方法，大多

数系统将得到平滑的单参数分叉图，但在图13到12
序列的转换中可以看到明显的不连续性。3(a)，在

0.58<ω<0.6区域。这表明该分岔图中的一些MMOIBs
被连续形变所混淆方法。图3(a)中MMOs之间的转换。

似乎包括混沌行为的区域，并且从这些混沌区域到

周界解的转变不能保证是MMOIBs。当不采用连续

形 变 方 法 时 ， 我 们 将 ini-tial 条 件 设 为

(τ0,x0,y0)=(0.1(2π/ω),1,0）时，就会出现缺失的

MMOIBs，如图所示。3(b).我们将讨论REA-在下

一节中选择这些初始条件。出现在分叉图的12-和
13-产生区域之间的一些MMOs和MMOIB产生的

MMOs的一维时间序列波形如图4所示。
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

图4. 简单MMOs和MMOIB生成的MMOs在它们之间的分叉图中。(a)[12]1表示ω=0.72,(b)[12,13×1]2表示

ω=0.64,(c)[12,13×2]3 表 示 ω=0.62,(d)[12,13×3]4 表 示 ω=0.61,(e)[13]1 表 示 ω=0.58 。 初 始 条 件 为

(τ0,x0,y0)=(0.1(2π/ω),1,0）。触发器序列1标记为蓝色。
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3. 嵌套MMOs
当我们放大图3(b)在两个由MMOIB生成的[12,131]2和[12,13*2]3 MMO之间，我们观

察了由MMOIB生成的连续嵌套MMO序列:[[12,13*1]2,[12,132]3*n]3n+2,n=1,2,3。A放大分叉

的这个区域图中的图表。3(b)在图中给出。5.我们将绿线描绘的周期结构称为嵌套

MMOs[Inaba&Kousaka，2020a；Inaba&Tsubone，2020b]。在我们的数值结果中，嵌套

的MMOIB产生的MMOs出现在所有产生MMOs的模拟中。无花果的下面板。5是(ω-B1)-
平面上B1=0.0105附近的一个双参数分岔图。在这张双参数双阳图中，Ij表示鞍结点和倍

周期分岔曲线。

上标表示每个MMO序列中强迫项的周期数。这些分岔曲线是用Kawakami[1984]提
出的射击算法绘制的，在附录A中作了简要说明。鞍结点和倍周期分岔表示嵌套MMOIB
生成的MMOS的出现和消失。从这张双参数分岔图可以看出，嵌套MMOs是存在的，并

且随着参数B1的变化而保持稳定。我们判断嵌套的MMOs是稳定的，因为没有COM-在
双参数分岔图中观察到丛分岔。嵌套MMOIB生成的2,131]2,[12,132]3n]3n+2的时间序列

波形给出了n=1,2,3,4,5和6的振荡器，在无花果里。分别为6(a)至6(f)。注意，在m=n=1
的情况下，观察到了嵌套MMO吸引子。

图5.MMOIB生成的[[12,13×1]2,[12,13×2]3×n]3n+2个MMO出现的单参数（上图）和双参

数（下图）分岔图。TT3n+2和I3n+2分别表示3n+2周期点集的鞍结点分岔和倍周期分岔。



图6.嵌套式MMOIB产生的[[12,13×1]2,[12,13×2]3×n]3n+2个MMOs的时间序列波显示

(a)n=1,ω=0.631,(b)n=2,ω=0.6284,(c)n=3,ω=0.6264,(d)n=4,(e)n=5,ω=0.62593,(f)n=6,ω=0.62
565。使用固定的初始条件:(τ0,x0,y0)=(0.1(2π/ω),1,0）。在这些代码中，序列(a)-(f)中蓝

色标记为1213的序列触发MMOIB生成的MMOs[[12,13×1]2,[12,13×2]3×n]3n+2,对于

n=1,2,3,4,5和6。



图 7.嵌套 MMOIB 生成 的 MMO 的返 回图， 显示为 [[12,13]2,[12,13×2]3×n]3n+2 ，
(a)n=1,ω=0.631,(b)n=2,ω=0.6284,(c)n=3,ω=0.6264,(d)n=4,(e)n=5,ω=0.62593,(f)n=6,ω=0.62
565。



实验测量[Inaba&Tsubone，2020b]。图中用1213表示的蓝色符号。6(a)-6(f)将嵌套

[[12,131]2,[12,132]3n]3n+2振荡器的触发序列标记为n=1,2,3,4,5和6。顺序嵌套MMOs遵
循一个令人惊讶的明确顺序。然而，即使我们事先不知道生成它们的模式，也很难捕捉

MMOIBs之间嵌套的MMOs序列。很可能嵌套的MMO时间序列波形在过去30年的结果

中一直隐藏在复杂性背后。如图所示。6、这些现象只能从时间序列波形来识别。请注

意，这些是SIM-PLEST嵌套的MMO时间序列波形，它们看起来非常复杂，尽管在序列

的进展之后是有序的。正如前一节所讨论的，在图(τ0,y0)和(τ1,y1)中，y1取接近于0的值，

因为动力学是慢-快的，并且当x>1时g(x)非常陡。因此，所有MMO解都沿着x-零斜线传

递。这一结果表明，[Inaba&Tsubone，2020b]返回图将对区分嵌套MMO有价值。让我们

考虑一个留下(τ0,x0,y0)=(τ0,1,0）的布诺。该解决方案靠近MMO路径，并且返回到

(τ1,1,y1)。注意y1 0如上所述。因此，从θ0=ωτ0/2π到θ1=ωτ1/2πmod1的跃迁可以用一维

映射近似。我们称这些情节为figurrst返回地图。对应于[[12,13]2,[12,13]3n]3n+2的嵌套

MMOIB生成的MMO轨迹和对应于n=1,2,3,4,5和6的返回映射如图4所示。分别为7(a)至
7(f)。返回图轨迹的周期与每个MMO序列的强迫项的周期数一致，即tti的i或者IJ的j。
figurrst返回映射阐明了嵌套MMO的排序规则。让我们回想一下，我们使用固定的初始

条件(τ0,x0,y0)=(0.1(2π/ω),1,0）来创建单参数的bifur-阳离子图。之所以选择0.1(2π/ω)作
为初始时间，是因为返回映射经过一个接近0.1的局部最小值。因此，当我们使用规定的

初始条件(τ0,x0,y0)=(0.1(2π/ω),1,0）时，模拟可以跟踪简单（未嵌套）和嵌套MMOIB生
成的MMOS。我们以前介绍了回归图本身的轨迹[Inaba&Tsubone，2020b]。本研究介绍

不使用约束动力学编制的近似返回图[Kousaka et al.，2017；Inaba&Kousaka，2020a；
Inaba&Tsubone，2020b]。嵌套的MMOIB生成的[[12,13]2,[12,132]3n]3n+2MMOs增量和

当n趋于MMO时的变化增量终止切分点[Kousaka et al.，2017；Inaba&Kousaka，2020a]，
在此点出现[12,132]3振荡。由于序列的个数有[12,132]3三个强迫项，三阶返回映射在三

个点处变得相切。因为这个返回图是近似的，所以切线双阳点也是近似的，并且MMOIB
生成的MMO终止于ω=0.6245911。在这一点上应用三次后的返回图如图所示。8.在以前

的工作中，我们只讨论了嵌套的[[12,13m]m+1],[12,13(m+1)]m+2n](m+2)n+(m+1),m=的
MMOs[Inaba&Tsubone，2020b]。在本研究中，我们利用firefrst返回映射，在m=1,2,3的
情况下，证明了嵌套的MMOIB生成的MMO的存在性。与图中所描述的非常相似。5、
一 个 双 参 数 分 岔 图 和 相 应 的 单 参 数 分 岔 图 , 其 中 嵌 套 的 MMOIB 生 成 的

[[12,132]3,[12,133]4n]4n+3 MMOs可以是连续n个观察值如图所示。9.时间序列波形

[[12,132]3,[12,133]4n]4n+3对于n=1,2,3,4,5和6分别在图10(a)-10(f)中示出m=2的情况。类

似地，在图121313(=[12,132]3)中，蓝色符号表示为121313(=[12,132]3)。10(a)-10(f)是触

发[[12,132]3,[12,当n=1,2,3,4,5,6时，133]4n]4n+3嵌套的MMOIB生成的MMOs变得更加复

杂，如图4所示。10(a)-10(f)。与图1所示的返回图和返回图轨迹相对应。10(a)-10(f)示于

图4。分别为11(a)至11(f)。figurrst返回图及其绘图轨迹使我们能够很好地解释嵌套MMOs。
类似于MMOIB生成的 [[12,132]3,[12,133]4n]4n+3 MMO序列向切分叉点递增，其中

[12,133]4作为n的结果出现。由于序列[12,133]4有四个强迫项，所以应用了一个近似的

返回映射四次将与对角线相切。



图 8 在MMO增量终止切线分叉点处应用了三次的 figurrst返回图的形状

ω=0.6245911

图 9MMOIB生成的[[12,13×2]3,[12,13×3]4×n]4n+3个MMO出现的单参数（上图）

和双参数（下图）分岔图。TT4n+3 和 I4n+3分别表示 4n+3周期点的鞍结点分岔

曲线和倍周期分岔曲线。



图 10 嵌套 MMOIB 产生的[[12,13×2]3,[12,13×3]4×n]4n+3 MMOs 的时间序列波形，示出

(a)n=1ω=0.6155,(b)n=2,ω=0.6143,(c)n=3,ω=0.6136,(d)n=4,ω=0.61326,(e)n=5,ω=0.61305和(f)

当ω=0.61291时，n=6。使用固定的初始条件:(τ0,x0,y0)=(0.1(2π/ω),1,0）。在这些代

码 中 ， 序 列 (a)-(f) 中 蓝 色 标 记 为 121313 的 序 列 触 发 MMOIB 生 成 的

MMOs[[12,13×2]3,[12,13×3]4×n]4n+3对于 n=1,2,3,4,5,6。



图 11.嵌套的MMOIB 生成的MMO的返回图，显示[[12,13×2]3,[12,13×3]4×n]4n+3(a)n=1对
于ω=0.6155,(b)n=2 对于ω=0.6143,(c)n=3 对于ω=0.6136,(d)n=4 对于ω=0.61326,(e)n=5 对于

ω=0.61305和(f)n=6 对于ω=0.61291。



图 12.对ω=0.6124231应用了四次返回图的形状

图 13MMOIB生成的[[12,13×3]4,[12,13×4]5×n]5n+4个MMO出现的单参数（上图）和双参

数（下图）分岔图。TT5n+4和 I5n+4分别表示 5n+4周期点的鞍结点分岔曲线和倍周期分

岔曲线。



图14.嵌套MMOIB产生的 [[12,13×3]4,[12,13×4]5×n]5n+4个MMOs的时间序列波形，显示

(a)n=1,ω=0.607,(b)n=2,ω=0.6064,(c)n=3,ω=0.60601,(d)n=4,ω=0.60582,(e)n=5,ω=0.6057 ， 当

ω=0.605625时(f)n=6。采用固定初始条件(τ0,x0,y0)=(0.1(2π/ω),1,0）。在本文中，序列(a)-(f)
中蓝色标记为12131313的序列触发MMOIB生成的MMOs[[12,13×3]2,[12,13×4]5×n]5n+4
n=1,2,3,4,5和6。



图15.嵌套的MMOIB生成的MMO的返回图，显示[[12,13×3]4,[12,13×4]5×1]5n+4(a)n=1对于

ω=0.607,(b)n=2 对 于 ω=0.6064,(c)n=3 对 于 ω=0.60601,(d)n=4 对 于 ω=0.60582,(e)n=5 对 于

ω=0.6057和(f)n=6对于ω=0.605625。

n趋向于确定性。在四次迭代之后，MMO增量终止的点计算为ω=0.6124231。四次应用

的对应返回图在图中给出。12.在[12，133]4和[12，134]5 MMO生成区域中，嵌套的

MMOIB生成的[[12，133]4,[12，134]5n]5n+4 MMO出现的双参数和单参数分叉图。对

于 连 续 的 n 在 图 中 示 出 。 13. 对 应 于 [[12,133]4,[12,13] 的 时 间 序 列 波 形

4]5n]5n+4,n=1,2,3,4,5和6,respec-如图1所示。14(a)至14(f)。类似于图中蓝色符号

12131313表示。14(a)-14(f)是n=1的[[12,133]4,[12,134]5n]5n+4的触发序列,分别为2、3、
4、5和6。最后，corre-海绵返回图及其轨迹如图1所示。15(a)至15(f)。即使应用了这些

返回映射，也要区分[[12,133]4,[12,134]5 n]5n+4和n=n=6是di回归情节已经34岁了。然

而，如果我们应用[12,134]5作为[[12,13]的结果出现的条件，则可以很容易地导出MMO
增量终止切分点3]4,[12,134]5n]5n+4表示n。在这种情况下，所应用的返回图的时间将



变为棕褐色-gent到分叉点的对角线。

图16.对ω=0.605369应用了四次的foungrst返回图的形状

在这些条件下，MMO增量终止切分点可以近似地导出为ω=0.605369（见图16）。

因此，我们的数值结果表明，嵌套MMOs是一种普遍现象，因为它们具有很强的有序性，

并且可以在m值不断增大的情况下观察到，而m值是简单（非嵌套）MMOIBS的连续n
值之一。

4.结论

本文研究了一类受迫BVP振子产生的嵌套MMOs,其中非线性项表示为三阶多项式

函数。用数值方法对该系统整体单参数分岔图的三个大视图进行了预处理。这三张图都

与全局视图相似，表明混沌窗口中可能存在自相似结构。由于双参数分岔图的分岔结构

保持不变，因此判断嵌套MMOIB生成的MMOs是稳定的。此外，我们修改了近似的返

回映射，并使用这些映射来证明嵌套的MMOIB生成的MMO可以通过我们所提出的规则

得到很好的解释。我们还使用这些返回映射来识别分岔参数的阈值，在该阈值处MMO
增量被切分岔终止。
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