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摘要：

本文讨论了非自动的 Bonhoeffer-van der Pol 振荡器与二极管的嵌套混合模振荡。

我们使用我们以前提出的约束分段光滑动力学，其中二极管被假设为开关

（Kousaka et al.，2017)。该理想化模型对应于一个退化情形，其中一个参数趋于

无穷大，电路动力学由一个单变量分段非自治方程表示，从而使一维 Poincaré返

回映射得到严格定义。我们用这些映射来研究 14-和 15-生成区之间的分叉结构。

混合模式振荡增量分叉(MMOIBs)引起周期增加序列，用 14(15)n或更准确地说用

[14, 15×n]n+1来表示。我们解释了当分叉参数改变时导致不变间隔交替出现和消

失的机制，以捕获每个 MMOIB 生成的 MMO。本研究的主要目的是澄清的分岔

结构嵌套 MMOIBs, 产生[[14, 15×1]2, [14, 15×2]3×n] 3n + 2 之间的连续 n MMO 序列

[14, 15×1]2- 和[14, 15×2]3-,以及[[14, 15×2]3, [14 15×3]4×n]4n+3 之间的连续 n MMO 序

列[14,15×2]3-和[14,15×3]4-, 这说明 MMOIBS 在[14, 15×m]m+1-和[14, 15 × (m+1)]m+2-

之间产生连续的 [[14, 15 × m]m+1, [14, 15 × (m + 1)]m+2 × n](m+2)n+(m+1)序列 (n =

1,2,3，…)，其中 m 是一个整数。我们还观察到双嵌套 MMOIB 结构，尽管我们

发现单嵌套 MMOIB 和双嵌套 MMOIB 之间存在显著差异。在单参数分叉图中，

单嵌套 MMOIB 产生的 MMO 的清晰序列出现，而双嵌套情况下的 MMO 产生区

域相对来说非常窄（尽管我们确实确认它们也是连续出现的）。单嵌套和双嵌套

MMOIB 序列的产生可以用 MMOIB 累积到的 MMO 增量终止切分点处的一维映

射来解释。
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1 引言

Bonhoeffer-van der Pol(BVP)振子的动力学与Fitzhugh-Nagumo动力学是等价



的[1,2]，多年来已被广泛研究[3-6]。本文研究了混合模振荡中的门嵌套分岔结构

（MMOs）是由我们在前人工作中首次引入的一个非自治约束 BVP OSCIL-Lator

生成的[7]。混合模式振荡增量分岔（MMOIBs）导致连续的周期加法序列，并产

生嵌套的混沌 MMO WIN-Dows。我们在数值上发现，它们至少可以是双重嵌套

的，并用从它们的约束动力学导出的一维 Poincaré返回映射精确地分析了它们。

MMOs 最早是在化学实验中观察到的[8-12]。它们具有由 L 个大的漂移和 s

个小的峰值组成的特征时间序列波形，典型地表示为 LS。MMOs 以前被发现是

交替的周期和混沌序列[13]。

自从在扩展的慢-快和多时间尺度常微分方程（ODEs）中出现显著的 MMO

行为并能产生鸭鸣[12,14-16]以来，它们一直是研究的热点[12,14-35]。引起简单

MMOs 的机制已由 Brons [18]，Guckenheimer 和 Scheper[36]，Desroches 等[37]，

Krupa 等人[19]，Kutafina[30]，和 De Maesschalck 等人从理论上阐明[31]。

Kawczyński 等人[22, 23]和 Rachwalska 等人[24]在简单的三变量 MMO 基因

分级自治 ODEs 中发现了周期添加序列，其发生方式类似于圆图中的周期添加分

叉。Shimizu 等人[27]在弱周期扰动下的 BVP 振子中，发现了最简单的加周期

MMO 序列，用 12(13)n表示，或更准确地说用[12, 13 ×n]n+1，其中下标 n1 是每个

MMO 序列的强迫项周期数。他们称由此产生的分叉为 MMOIBs。这种分叉序列

在化学实验[9-11]中已经被发现，并在自主[14,17]和非自主[20,21]中得到了深入

的数值研究。

Avrutin 和他的同事们在理论上重点讨论了单次分段光滑和分段线性映射中

的加周期和增周期分岔[38, 39]。他们研究了魔鬼楼梯平台的间隙和重叠，给出

了滞回楼梯存在的充分条件[39]。Granados 等人对这方面的工作进行了总结[40]，

也给出了非滞回楼梯存在的条件。此外，Schenke 等人[41]提出了一种场景，其

中嵌套的周期增量分叉应该使用基于 DC-DC 转换器电路的三段分段线性映射来

出现。

Kousaka 等人[7]试图通过提出涉及二极管的非自治约束 BVP 动力学来弥合

流动中的 MMOIBs 和一维映射中的 MMOIBs 之间的差距。具体地说，他们考虑

了二极管本质上作为开关工作的退化情况。Inaba 和 Mori[42, 43]通过考虑一个理

想化的情况，其中一个参数在二极管的导通区趋于无穷大，并可以严格定义一维



Poincaré返回映射，分析了包含二极管的扩展和强迫 van der Pol 振荡器中的混沌

和环面击穿。他们成功地解释了连续 MMOIBs 的出现，表明它们以类似于圆图

中周期加分叉的方式发生。Scott[17]在数值上显示连续的 1s(1s+1)n 序列，同时注

意到镜像序列(1s)n1s+1似乎不存在。Kousaka 等人[7]发现了类似的结果，用一维

Poincaréreturn 映射在不变区间内具有两对向下凸的分支，它们的动力学产生了

不对称的 Farey 树。在实验室实验中也观察到了这些 MMOIB 生成的 MMOs[7]。

Takahashi 等人[44]也考虑了同样的动力学，表明嵌套 MMOIBs 可能发生。

在本研究中，我们使用由 Kousaka 等人提出的非张力约束分段光滑 BVP 动

力学导出的一维 Poincaré返回映射来详细研究嵌套 MMOIBs[7]。首先，我们证明

了导致 MMOIB 产生的 MMOs 的不变间隔随着分叉参数的变化而交替出现和消

失，这说明这些间隔在连续变形下是不保持的。Inaba 等人[45]表明，当使用连

续变形时，在驱动 BVP 动力学的单参数分岔图中不能总是看到连续的 MMOIBs。

他们还发现了产生连续 MMOIBs 的初始条件[45]。当使用连续形变方法时，我们

能够显示这些 MMOIB 产生的 MMO 在单参数分叉图中是不可见的，因为导致它

们交替出现和消失的不变间隔。如果我们在 Poincaré返回图的适当极值处选择初

始条件，我们可以清楚地观察到这些 MMO。

本文详细研究了 MMOIB 生成的 MMOs 发生在 14-和 15-生成区域之间，发

现许多连续的[14, 15 × n]n+1 序列发生并累积到 MMO 增量终止切分点处[44]，在

该点处一维 Poincaré返回映射的 15-生成分支与对角线相切。

我们根据单嵌套和双嵌套 MMOIB 序列的增量终止切分，解释了它们的增量

和累加的机制。这些切分叉在单嵌套和双嵌套情况下都明确存在，表明存在连续

的 MMOIBs。我们在两种情况下都证实了这一点，但我们的结果表明它们之间

有显著的差异。在单参数分叉图中可以清楚地观察到单嵌套 MMOIB 产生的

MMO 序列，类似于简单（未嵌套）MMOIB，而双嵌套 MMO 只在极小的间隔

内出现。双嵌套 MMOIBs 在 MMO 增量终止切分点处的 Poincaré返回映射的形

状也不同于简单和单嵌套 MMOIBs：在双嵌套 MMOIBs 情况下，从切分点延伸

的相邻曲线之间的切分点映射显示出较大的间隙。这些切线映射解释了为什么在

双嵌套 MMOIB 生成区域的单参数分岔图的许多区域中都存在混沌现象。

另外，在参考文献[14,17]中，我们定义了“触发数”F 并证实了简单（非嵌套）、



单嵌套和双嵌套 MMOIB 生成的 MMO 都具有 Farey 特性。

最后，我们用理想化的二极管和分段光滑的 BVP 动力学的数值结果进行了

比较，证明了在控制条件下，二极管导通区有有限斜率的 BVP 动力学的数值结

果是正确的。一维 Poincaré回归映射中的吸引子与由 ODEs 导出的第一个回归映

射中的轨迹定性一致。然而，不幸的是，对于光滑的（经典的）BVP 振子，我

们只能观察到两个简单的（非嵌套的）MMOIB，而不能观察到嵌套的 MMOIB，

尽管我们相信如果我们能找到合适的初始条件，它们会出现。在我们以前的研究

[45]中，我们通过选择适当的初始条件，成功地观察到了经典 BVP 振子中[12, 13 ×

n]n+1 的 MMO 序列的连续 MMOIBs。

本文组织如下。在第二节中，我们回顾了我们在以前的研究[7]中首次提出

的带理想化二极管的约束 BVP 动力学，并说明了如何从理想化动力学构造一维

Poincaré映射。此外，我们还解释了在无扰动情况下向量场的几何结构。在第 3

节中，我们讨论了简单的（非嵌套的）MMOIB 生成的 MMOs 的出现和消失，

这些 MMOs 是由鞍结点 bifur 引起的-阳离子和危机。在第 4 节中，我们研究了

单嵌套 MMOIB 产生的 MMOs 的分叉结构，并观察到连续嵌套 MMOIB，不是

用连续变形方法，而是用适当的初始条件。在第 5 节中，我们讨论了双嵌套

MMOIB，并研究了单嵌套和双嵌套 MMOIB 生成的 MMOS 之间的差异。我们还

证明了简单（非嵌套）、单嵌套和双嵌套MMOIB生成的MMO具有不对称的 Farey

特性。最后，在第六节中，我们给出了一些结论。在附录中，我们通过比较一维

Poincaré和第一返回映射中的轨迹，研究了理想化二极管和二极管导通区有有限

斜率时的动力学之间的相似性。

2 弱周期扰动下带二极管的 BVP振荡器与一维 Poincaré返回映射

图 1(a)显示了一个驱动 BVP 振荡器的电路图，其中包含一个具有完全饱和

特性的非线性导体，这是我们在 Ref.[7]中首次提出的。这里，C = ε是一个电容，

假设它很小，所以电路的控制方程代表了慢速动力学。此外，L 是一个电感器，

其值通过缩放归一化为 1。(请注意，尽管符号 L 也被用作 MMO 序列中大型活

动的数量，但这两者不能混淆。)变量 x 和 y 分别表示通过 C 的电压和通过 L 的



电流。k1 为线性电阻，B0 和 B1 sin ωτ分别为直流偏置电压源和正弦电压源。强

迫项 B1 的振幅也假定很小。最后，g(x)是通过非线性负导体的电流(因此 x = α)，

其电压-电流(v−i)特性如图 1(b)所示。采用分段线性二极管[7]可以很容易地实现

非线性导体。我们称图 1(b)中的区域 x < α和 x = α分别为二极管 OFF 和二极管

ON 状态。如果电流 g(x)是 x 在整个域上的函数，则电路的控制方程可以表示为

两个非自治 ode 系统[26,27]。需要注意的是，由于变量 x 被约束在二极管 ON 区

域的阈值电压α上，电路方程可以用以下分段光滑约束方程表示:

Eq.(1)中的上式由通过电容 C 的电流沿与 x 相反的方向为 C dxτ推导而来，

这就是 Kirchhoff 电流定律。相比之下，当电压 x 被约束为α时，在 Eq.(2)上式中

x 为α(即常数)。ON 状态也被称为滑动滑动 [46,47]。方程中的下一个方程。(1)

和(2)是由这样一个事实推导出来的，即电感器在与 y 相反方向上的电压为 L dyτ，

这被称为基尔霍夫电压定律。这两个状态通过以下跃变条件连接(仅在时间上正

向):

1.二极管关闭 Eq.1→2.二极管打开 Eq.2: x=α,

2.二极管打开 Eq.2→二极管关闭 Eq.1: y=-α+α3 (3)



这些条件可以推导如下。如果二极管是关的，它当 x 达到α时，开关为 ON，

当 x 达到α时，开关为 OFF 通过非线性导体的电流降到−α + α3，即，当 g(α) = y

时，因为通过 C 的电流为零。(回忆通过电容器的电流是 cdxDτ and x = α in 二极

管在 ON 区域，所以是 dx/dπ= 0)。我们用龙格-库塔方法。[7]之前的研究也表明

了这一点具有完全饱和特性的分段平滑动力学或者一个理想的二极管可以捕获

潜在的机制导致 MMO 和 MMOIBS。我们考虑这种不可逆因为现实世界的现象

总是正向发生在时间。特别是，因为这项研究的目标是 MMO 解决方案(是周期

的)，一个无限大的理想系统斜率可以帮助定性地解释生成的解决方案在二极管

的ON区域采用有限斜率的BVP系统。的具有静摩擦的机械振荡器动力学[46-48]

类似于约束 RLC 电路的二极管[42, 43, 49-51]。特别是，它们之间有显著的相似

之处在一个机械振子的动力学方程之间(Szalai 和 Osinga [46,47]分析)和电力电路

与二极管(由 Inaba 和 Mori[42]提出)。之一研究这种动态的最大优势是使用电路

就是我们可以很容易地执行电路定性地与数值结果吻合的实验实验[7, 42, 43,

50]。此外，RLC 电路具有一个二极管是所谓的自然电路，因为它们只包括两个

终端元素[52]。蔡氏电路是一个众所周知的产生混沌的电路电路[52,53]，因为它

是一个自然电路，不能充当模拟计算机[52]。这里是电压和电流通过两个终端元

素[52]起着至关重要的作用。因此，由于 RLC 电路只有两个终端元件组成是很



自然的，它们有时有简单的动态，相当于，例如粘滑动力学[46-48]。此外，BVP

的动态振子等效于 FitzHugh-Nagumo 动力学[1]。

在接下来的讨论中，我们设置常量参数，对ε = 0.1, k1 = 0.9, B0 = 0.207, B1

= 0.01，和α = 0.8，选择ω作为分岔参数。这些常量参数值也被考虑在文献[7]，

以及文献[26 -28,45]，除了α。常数对ε、k1 和 B0 参数的取值进行了选择，使动

力会是双稳态的，有稳定的焦点和稳定的弛豫振荡，无任何扰动(B1 = 0)在 x-y

平面附近产生一个亚临界 Hopf 分岔[26]。图 1(c)、(d)为几何结构无扰动时(B1 = 0)

的向量场和一个放大的结构视图，分别标记零倾，弛豫振荡，不稳定周期解，稳

定聚焦，并接近稳定的焦点。在这里,不稳定通过反溯得到周期解在二极管的关

区时间。根据参考文献[26]中的图 2，在恒定值 B0 = 0.207 和折叠(鞍结)的电压之

间有大约 0.004 的差异分岔)发生在稳定的弛豫振荡和没有扰动时的不稳定解。因

此，B1 在 0。01 处，超过这个电压差的两倍。在这样的人面前对于弱周期扰动，

解可以在两者之间交替焦点和弛豫振荡以一种复杂的方式 MMO 是观察到的最

重要的现象之一。在这样的环境中。我们之前已经发现了一个新的分叉结构，该

常数在ω−B1 参数平面上的分叉结构阿诺舌的底部的参数值没有达到 B1 = 0[27]。

此外，如果我们设 B0 = 0.21，我们可以观察到的混沌消失，但是双稳定性仍然

存在，这也是值得注意的[54]。



因为动力学可以用一个单变量系统来描述在二极管的 ON 区域的非自治 ode

和解决方程式。(1)，(2)和(3)包括大的远足无法追溯时间，则 Poincaré返回地图

即可严格定义为一维[7]。我们可以证明分析这样简单的一维映射细节因为逻辑

图和圆图在澄清问题上发挥了重要作用倍周期分岔背后的机制[55-57, 58]的遍历

性和共振，以及环面分解为混乱[59, 60]。这里，我们使用一维的 Poincaré返回阐

明了嵌套 MMO 游戏是如何以及为何出现的。



为了定义返回映射，我们定义了平面Πr 和线段Σ1 如下:

这里Πr 表示二极管处于 ON 状态的平面，Σ1 表示二极管处于 ON 状态的平

面表示 in 的第二个过渡(ON Eq.(2)→OFF Eq. (1))式(3)，位于Πr 平面。

图 4 为矢量场的几何结构。让我们现在考虑的解决方案最初位于Σ1，在图中

τ0 表示的点。因为解总是包括较大的偏移(如图 2 所示)，解离开Σ1 最终在标

记为 A in 的地方撞击了飞机Πr 图 4 所示。然后，它们被限制为Πr，并返回到Σ1。

我们可以因此，将一维 Poincaré返回映射 T 定义为

T : Σ1 → Σ1, θ0 → θ1 = T (θ0), （5）

θ0和θ1定义为

θ0=(ωτ0/2π)mod 1, θ1 =(ωτ1/2π)mod 1. (6)

这里，τ0是解在初始点的时间，τ1 是它返回的时间。



图 5(a)、(b)为[14,15 ×11]12 和相应的返回映射 T。有 MMOIB-generated 在

MMOs 左下方的 T，即当轨迹是在(0,0.2)区域，它们是在相似的在圆映射中添加

周期的分岔序列的方法。弹道击中 14 号分支一次，15 号分支 11 次(图 5 (b))。

3. 导致MMOIB生成MMO的不变间隔交替出现和消失

在本研究中，我们旨在利用一维 Poincaré返回映射 T 来阐明 MMOIBs 产生

的机制。首先，我们证明了包含 MMOIB 生成的 MMOs 的不变区间随着分叉参

数ω的变化而交替出现和消失。图 6(a)-(c)给出了 Poincaré返回图及[14 , 15 × 3]4

生成点附近参数值的轨迹。Kousakaet 等[7]人的研究表明，MMOIB 生成的 MMO

出现在图 T 的左下方，大约在(0, 0.2)。然而，正如这些图所示，这个不变区间并

不总是存在的，因此在使用连续变形方法时也不会出现。设 M 和 N 为整数次迭

代，迭代次数足够大，可以消除瞬态，获得平稳状态，即我们认为状态 T(θ0) -TM(θ0)



是瞬态的，TM+1(θ0)-TM +N(θ0)是平稳的，其中θ = θ0为初始条件。地图 T 的左下方，

在(0, 0.2)左右。然而，正如这些数字所示，这个不变区间并不总是存在，因此在

使用连续变形方法时也不会出现。这里，连续变形法涉及到从ω=ωpresent 到

ω=ωnext=ωpresent+ △ω(0< △ω≪1)的参数跟踪，并以在ω=ωpresent 最新得到的变

量 TM+N(θ0)为初始条件θ0(ω=ωnext)，使连续的分岔发生。随着ω的变化，不同周

期的不变区间在 T 的左下方交替出现和消失，如下所述。

图 7(a)显示了用上述连续变形法从右到左绘制的单参数分岔图。图的底部所

示的周期性轨迹是 MMOIB 生成的 MMOs，所以我们可以观察到许多连续的

MMOIBs。图 7(b)是图 7(a)的放大视图，图 7(a)中，我们可以观察到 n=1,2,3 时

的[14 , 15 × n]n+1。这些窗口通过 sn1、sn2 和 sn3 点的切线(鞍节点)分岔出现，通

过 cr1、cr2 和 cr3 点的危机消失。由于 T 左下角不变区间的缺失(如图 6(a)和(c)

所示)，导致了宽带混沌， 如图 7(b)中ω∈[sn2,cr1]，ω∈[sn3,cr2]。



首先，我们考虑出现在 MMOIB 生成 MMOs 地图 T 左下角的不变区间。图

8(a)-(c)分别给出了[14,15]2, [14,15 × 2]3, [14,15 ×3]4出现的不变区间。如上所述，这

些间隔分别通过标记 sn1、sn2 和 sn3 点的切线(鞍节点)分岔产生，并通过标记 cr1、

cr2 和 cr3 点的危机消失(图 7(b))。现在，我们以[14,15 × 3]4 (ω = 0.4197)为例，如

图 8(c)所示。这显示了应用了 4 次的映射 T (T4)，以及绿色突出显示的四个间隔

在 T4 下是不变的。接下来，我们表示 T4 的最小不稳定不动点(即图 8(c)中 J4,1

的右边)除以 q_4,1^+，并将 q_4,1^-定义为点

分别令 T (J4,1) = J4,2, T (J4,2) = J4,3, T (J4,3) = J4,4, T (J4,4) = J4,1。在这些区

间内，T4 具有与 logistic 图相似的形状，所以[14,15 × 3]4 通过切线分岔产生，并

由于倍周期分岔而消失。此外，图 7(b)中，由于 cr3 的危机，J4,1、J4,2、J4,3 和

J4,4 区间消失。绿色不变区间 J2,1 和 J2,2(图 8(a))和 J3,1, J3,2 和 J3,3(图 8(b))的

定义相似。

为了方便，我们也标注了点 q_2,1^-，q_2,1^+， q_2,2^-和 q_2,2^+(图 8(a))。

由于不变区间 J2,1(或 J2,2)， J3,1 (J3,2，或 J3,3)，和 J4,1 (J4,2,J4,3 或 J4,4)的左

边缘的斜率是陡峭的，例如, 初始倍周期分叉的产生与 cr1、cr2、cr3 处的危机之

间的ω-区间较窄，如图 7(b)所示。

图 9(a)和(b)显示了 T4 在切线分叉之前的形状，其中 MMO 序列[14,15 × 3]4

出现了，而在危机之后，不变区间 J4,1 (J4,2,J4,3 或 J4,4)消失。再次注意，当使

用连续变形时，这些不变间隔不会出现。图 9(c)显示了危机刚结束时的 T4，其

中 J_4,1^', J_4,2^', J_4,3^' ,和 J_4,4^'(图 9(b)中绿色部分)的定义与 J4 相似，p (p

= 1,2,3,4)不是 T4 的不变区间。

图 9(c)描绘了返回图离开θ = q(红色箭头)后的轨迹，其中 T4(q)为 T4 的极值。

值得注意的是，T8(q) >q_4,4^+，ω = 0,41944407，因此我们可以确定ω =



0.41944407 的图 T4(或 T)为图 7(b)中 cr3 危机后得到的图。此外，请注意图 9(b)

和(c)中存在小区间，即 J_4,1^',与 J_4,2^', J_4,2^'与 J_4,3^'，以及 J_4,3^'与 J_4,4^'，

其中 q_4,1^+ < q_4,2^-, q_4,2^+ < q_4,3^-和 q_4,3^+ < q_4,4^-。此外，我们很容

易在图 T2 中看到ω = 0.435 的一个小区间[q_2,1^+, q_2,2^-](图 8(a))，这是我们在

cr1 处略远离危机的地方获得的。

间隔 F 如图 9(c)所示。如果不变区间 J4,1 (J4,2,J4,3 或 J4,4)因危机而消失，

则解落入此区间。然而，由于它包括轻微的间隙，该解决方案最终留下 T 的左

下角（见图 6(a)和(c))。这样，不变间隔交替出现和消失，而不随分叉参数的变

化而连续变形。MMOIB 生成的 MMO 对于每个参数值都是唯一的，因为不变区

间在θ=q 处有一个唯一的极值，但它们并不总是出现（即使它们肯定存在），因

为解不一定会出现在 T 左下角的不变区间中。图 10 所示，通过使用连续变形方

法从左到右跟踪而构造的单参数图，显示出了图 7 中没有出现的 MMO 序列[22,

23]。在我们以前的研究[7, 27]中，我们从数字上表明由 定义的通用常数（其中

ωSN 是第 n 个界定分岔参数值) 在 n 大时能收敛到一个单位吗

因为 MMOIB 序列收敛并累积到 MMO 增量终止的切线分岔点，其中 15 分

支与对角线θ = T (θ)相切(见图 5(b))。



4 嵌套的MMOs

在这一节中，我们讨论 MMOIB 生成的 MMOs 的嵌套分岔结构。在上一节

中，我们解释了连续 MMOIB 生成的 MMO 序列型随着分岔的出现而交替消失变

化。如果我们用 m 来表示 n 的一个特定值，那么数值结果表明，随着分叉参数ω

的改变，嵌套的 MMOIBs 可以连续生成。下面给出了一些具体的例子。

图 11 显示了产生的区域之间的单参数分岔图，我们将分别用���和���表示。

在这里，我们可以看到 MMOIB 生成的 MMOs 可以嵌套。

这表明了 m=1 case 情况由于时间序列波形非常复杂，因此很难从这些波形

中识别出增量序列的强阶。因此，我们还绘制了图中平面内映射 T 的轨迹。图

12 和图 13 示出了一个具有五个不变间隔的映射的例子。因为��（以绿色突出显

示）的形状像这些区间的逻辑图，倍周期分叉导致混乱，解释了内部危机的产生。

嵌套的 MMOIBs 序列可以根据 MMOs 增量终止切分来理解，MMOIB 生成的

MMOs 向其增量和累积，该切分向该 MMO 增量终止切分向该 MMO 增量终止

切分向该 MMO 增量终止切分向该 MMO 增量和累积果。由右向左追踪生成的区

域之间的单参数分叉图，显示嵌套的MMOIB生成的 MMOs 发生在ω=0.4269778。

图 14 表示��在切分点处的形状。由于序列的出现而终止，因此在这一点上的��

映射在三个点��t�, ��t�和��t�处与斜线相切。这三个切点的顺序由它们的下标给

出，即����t�� 諀 ��t�, ����t�� 諀 ��t�和����t�� 諀 ��t� 图示形状表明有许多连续

的嵌套 MMOIBs 发生。





在 m = 2 的情况下，在产生两种区域之间可以观察到类似的嵌套 MMOIBs。

图 15 示出了一个单参数分岔图，该分岔图是用连续变形法从右向左追踪得到的。

然而，在这种情况下，在图中只能看到有限数量的 MMOIB 生成的 MMOs。（在

图中标记为“有限”）。然而，这并不意味着只有少数这种类型的 MMOIBs 发生。

图 16 显示了在 MMO 增量终止切分点处获得的��图的形状。由于连续的 MMOIB

序列以���t�� � ���序列的出现而终止，因此对于ω=0.4213724，��在四个点与对

角线相切，这表明有许多连续的����t��� � ��序列发生。同样的，在图中只有有

限数量的 MMOIB 出现。图 15 出于同样的原因，当使用连续变形方法时，出现

不是由 MMOIBs 引起的 MMOs。捕获图中未见的 MMOs。在图 15 中我们没有

使用连续变形方法，而是将初始点设为一个固定值，其中 T(q)是 T 的极值。众

所周知，在只包括一个极值的简单一维映射中，如 logistic 映射，离开极值的解

变成吸引子。因此，我们期望 T 的解在不变区间内收敛到吸引子（MMOIB 生成

的 MMO 序列）因为很难。在实践中，对于ω的每一个值，将初始点设为�� 諀 t，

我们取而代之的是初始点�� 諀 t，其中 T(q)是极值在 MMO 增量终止切线分叉点

(ω=0.4213724)处，以创建如图所示的单参数分叉图。图 17(b).为了比较图 17(a)

展示出了图 1 的放大视图图 15。从图中可以看出 17(b)，如果初始点固定在 T 的

极值附近，则会出现许多连续的 MMOIB 生成的 MMOs。

图 18 示出对应于图 15 和 17(b)中的����t��� � ��在平面中嵌套的 MMOIBs

生成的 MMO 轨迹。在图 2 和图 5,我们看到连续的]出现简单的（非嵌套的）

MMOIBs。我们的数值结果明显表明，嵌套 MMOIB 生成的 MMO 序列出现在

���t�� ����t� �和���t�� ����t� �之间的连续 n 和整数 m 上。





5 双嵌套MMOIBs与非对称 Farey树

到目前为止，我们已经分析了嵌套的 MMOIB 生成的 MMO 序列，其中 A1

和 B1 是相邻序列，用[A1, B1 × n]表示。在这一节中，我们证明了一个类似的规

则可以应用于这些嵌套序列，即 MMOIBs 可以双重嵌套。对于单嵌套的 MMOIB

生成的 MMO 序列，如果将 l 和 m 分别定义为对应于特定整数 m 和 n 的连续值

的 值 。 [[14, 15×l]l+1, [14, 15×(l+1)]l+2×m](l+2)m+(l+1) ≡A2, [[14, 15×l]l+1, [14,

15×(l+1)]l+2×(m+1)](l+2)(m+1)+(l+1) ≡ B2 是相邻的单嵌套 MMO 序列，我们的数值结果

强烈地表明 A2,B2 n 型的双嵌套 MMO 序列存在于连续的 n。

具体来说，我们表明[[[14, 15×1]2, [14, 15×2]3×1]5, [[14, 15×1]2, [14, 15×2]3×2)8×n]

8n+5 序列可以先后出现和消失之间的单独区域生成邻嵌套 MMOIB-generated

MMO 序列[[14, 15×1]2, [14,15×2]3×1]5 和[[14,15×1]2, [14,15×2]3×2)8。换句话说，在产

生 A21 = [[14,15 ×1]2, [14,15 ×2]3 ×1]5和 B21 = [[14,15×1]2, [14,15 ×2]3 ×2]8的区域之间

连续出现了许多[A21, B21 × n]序列。在这个例子中，这些是双重嵌套的 MMOs，

即 l = 1, m = 1。

然而，应该注意的是，上面讨论的嵌套 MMOIBs 和双重嵌套的 MMOIBs 之

间有一个显著的区别。图 19(a)显示了[A21]5 和[B21]8 区域之间的单参数分岔图的



放大图。在这里，标有“o”的 MMO 窗口并不是 MMOIB 生成的，因为它们的一

些值都超过了 0.2，也就是说，在 T 的左下角并没有不变的间隔。相比之下，那

些标记“v”的是 MMOIB 生成的，尽管它们非常小，我们几乎无法观察到图 19(a)

中的一个。然而，当我们仔细研究单参数分岔图时，我们确实可以发现连续的双

嵌套 MMOIB 生成的 MMO 序列。

图 20 显示了几个双嵌套 MMOIB 生成的 MMOs 轨迹。图 20(a.1)和(a.2)分别

为 T 的轨迹和 T13在 n = 1 时的不变区间(ω = 0.42917)，图 20(b.1)和(b.2)分别为 n

= 2 时的不变区间(ω = 0.4290065)。图 20(a.2)和(b.2)分别为 13 和 21 个不变区间。

与图 8 和图 13 所示的简单(未嵌套)和单嵌套 MMOIB 生成的 MMOs 相比，图

20(a.2)和(b.2)所示的双嵌套 mmoib 生成 mmoib 的不变间隔不仅很小，而且它们

之间的差距也很大。然而，如果我们仔细研究放大后的单参数分岔图，它们确实

一个接一个地出现(图 20(c)和(d))。



这些双重嵌套的 MMOIBs 向 MMO 增量终止的切线分岔点聚集，即在 8 个

点(P8, 1-P8,8)处，T8与对角线 T8 (θ) = θ相切，如图 21 所示。同样，下标 8, k 表示

点的顺序，即，P8,k = Tk-1 (P8,1)对于 k = 2-8 和 T (P8,8) = P8,1。值得注意的是，从切

线点开始延伸的 T8分支，如 P8, 6和 P8, 1之间存在较大的间隙，说明图 19(a)所示

的单参数分岔图中很多区域出现了混沌。

我们也可以找到双重嵌套 MMOIB 产生的 MMO 的轨迹[A22、B22×n], A22

=[[14, 15×2]3, [14, 15×3]4×1]7 和 B22 =[[14, 15×2]3, [14, 15×3]4×2]11 相邻单嵌套的



MMO 序列，见图 19 中的单参数分岔图(b)。在这个例子中，这些是双重嵌套的

MMOs，即 l = 2, m = 1。同样，双重嵌套 MMOIB 生成的 MMOs 是用“v”表示的，

而那些没有嵌套的MMOs则用“o”表示。图22(a)和(b)显示了n = 1 (ω = 0.4224185)

和 n = 2(ω = 0.42223499)时θk- θk+1平面的轨迹。它们向另一个 MMO 增量终止的

切线分岔点(图 22(c))累积，该分岔点在 11 点处与θ = T11(θ)相切。同理，Tk-1 (P11,1)

= P11,k当 k = 2-11 时，T (P11,11) = P11,1。

对于双重嵌套的情况，我们已经证实了在 l = 1, m = 1 的情况下 n 到 4 的结

果，以及在 l = 2, m = 1 的情况下 n 到 2 的结果，尽管它们可能会依次出现。当

跟踪双重嵌套序列时，一个问题是很难从 T 轨迹中识别它们，因为如果 l = 2 和

m = 1, n = 2时这些已经很长了(周期29);追踪任何进一步的序列都需要使用动态。

另一个问题来自于有限的计算机计算精度。然而，分段线性技术可能是处理这个

问题的一种强大的方法;我们已经在四段分段线性非自治 BVP 振荡器中观察到

MMOIBs[29]。

图 23 显示不对称法里的树木来自我们的数值结果,蓝色的树用[A0, B0×n],两

个绿色的树木用[A11, B11×n]和[A12, B12×n],和两个粉红色树用[A21, B21×n]和[A22,

B22×n]分别代表简单(不嵌套),单独嵌套,和双重嵌套 MMOIB 产生的 MMOs。



这些简单的、单嵌套的和双嵌套的 MMOIBs 的生成与 Farey 算法有如下关

系。首先，我们用 LN和 SN分别表示一个周期内的大振荡和小波峰数。以下参考

文献。[14,17]，我们还定义了“发射数”F = LN /(LN + SN)。然后，我们可以通过以

下论点来确认 MMOs 具有 Farey 特征。对于简单的 MMOs, F = 1/6 代表 15, F =

(n+1)/(6n+5) 代表[14,15 × n]n+1。然后，存在一个 MMOIB 生成的 MMO 序列[14,15

× (n + 1)]n+2。最后，对于双重嵌套的 MMOIBs, F=(lm+2m+2l+3)/(6lm+11m+12l+16)

代 表 [[14, 15 × l]l+1, [14, 15 × (l + 1)]l+2 × (m + 1)](l+2)(m+1)+(l+1) ，

F=(lmn+2mn+2ln+3n+lm+2m+l+1)/(6lmn+11mn+12ln+16n+6lm+11m+6l+5) 代 表

[[[14, 15 × l]l+1, [14, 15 × (l + 1)]l+2 × m](l+2)m+(l+1), [[14, 15 × l]l+1, [14, 15 × (l + 1)]l+2 ×

(m + 1)](l+2)(m+1)+(l+1) × n](l+2)(m+1)n+(l+1)n+(l+2)m+(l+1)。这一次,有一个双重嵌套 MMOIB

产生的MMO序列[[[14, 15 × l]l+1, [14, 15 × (l + 1)]l+2 × m](l+2)m+(l+1), [[14, 15 × l]l+1, [14,

15×(l+1)]l+2×(m+1)](l+2)(m+1)+(l+1)×(n+1)](l+2)(m+1)(n+1)+(l+1)(n+1)+(l+2)m+(l+1)，F 展示在 Box I。

这证实了连续简单、单嵌套和双嵌套 MMOIB 生成 MMOs 的非对称 Farey

特 征 。



6 结论

在本研究中，我们研究了在弱周期扰动下由带二极管的约束 BVP 振荡器产

生的嵌套 MMOs。我们从这些动力学中导出了一维 Poincaré返回映射，并用它们

来解释引起各种 MMO 分岔现象的机制。首先，我们证明了包括 MMOIB 产生的

MMOs 在内的不变间隔随着分叉参数的变化而交替出现和消失。这意味着，即

使这种 MMO 存在，它们也不一定出现在使用连续变形方法创建的单参数分叉图

中。然而，我们也证明，如果选择 Poincaré返回映射 T 的初始值θ0，使得 T(θ0)

取一个适当的极值，它们可以被这样的图捕获。本文的主要目的是阐明单嵌套和

双嵌套 MMOIB 结构的形成机制。如果我们用 Ai 和 Bj表示相邻的 MMO 序列，

根据我们的数值结果，我们可以找到尽可能多的单嵌套和双嵌套 MMOIB 生成的

MMOs。这些 MMOIB 序列可以用 MMO 增量终止切分点处的复合映射来解释，

连续的 MMOIB 向该切分点增量和累积。然而，我们发现单嵌套和双嵌套

MMOIBs 之间有显著的差异：前者的序列在单参数分叉图中以类似于传统

MMOIBs 的方式出现，而后者的序列更复杂，在分叉图中以非常小的间隔出现。

在未来的工作中，我们计划通过使用符号动力学结合分段线性技术来更精确地分

析这些嵌套 MMOIB 序列来克服目前研究的精度限制。

附录

在本附录中，我们通过将控制方程表示为常微分方程来研究由光滑(经典)和

分段光滑的强迫 BVP 振子产生的 MMOIBs。图 24(a)和(b)分别显示了平滑和分

段平滑情况下 g(x)的 v-i 特性。电路方程可以写成下面两个非自治微分方程:
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x y g x
y x k y B B



 

     


 (11)

其中 g(x)是一个非线性项，可以表示为

 

3

3

3

 in the smooth case, 
( )

( )

x x
g x x x x

u x x



   

 
   
     

(12)

在分段光滑的情况下，斜率 u 是有限的。在本附录中，我们将常量参

数设置为相同的值， 1 0 10.1, 0.9, 0.207, 0.01, 0.8k B B     

采用如下公式进行定义：

{( , , ) , ( ) 0( 0)}x y x y g x x      ∣ (13)

虽然 stroboscopic更便于研究光滑动力学，但我们将重点放在 上，

研究给出的方程 (1)、 (2)、 (3)以及方程 (11)和 (12)动力学之间的关系。

首先，我们分析方程 (11)和 (12)在光滑的情况下，图 25(a)示出了 上

的单参数分叉图，该分叉图是通过从右到左的追踪经由连续变形获得的。

不幸的是，这里只能观察到两个 MMOIBs，这里将其标记为“n = 1”和“n =

2”。它们的时间序列波形如图 26 所示。然而，我们仍然相信连续的

MMOIBs 可能会发生，因为它们是迷人的现象，显然有很强的秩序。此

前，Scott[17]预测过它们的化学动力学中可能会出现无限序列的 MMOIBs，

尽管它们无法从数值上观察到这种连续的 MMOIB 生成的 MMOs。尽管

如此，他们的断言可能是正确的，因为 MMOIBs 的发生方式类似于在圆

形图中产生的加周期分叉，这一点已经被随后的研究所阐明 [7,22-24,29]。



回想一下，当比较图 7(a)和图 10 时，我们可以观察到滞后现象，这是通

过连续变形从右向左和从左向右跟踪ω获得的。此外，当使用连续变形方

法时，我们无法观察到连续的单嵌套 MMOIBs，如图 15 和 17(a)所示，尽

管可以通过将初始条件设置为θ0= q 来确认这种 MMOIBs 的存在，其中

T(q)是一维 Poincare 返回图 T 的极值。此外，在我们之前的工作 [45]中，

我们证实了方程 (11)和 (12)中 [12，13×n]n+1 连续 MMOIB 生成的 MMOIB 的

存在性。通过在没有扰动的情况下将初始条件设置到弛豫振荡路径上的

一个点而具有平滑的非线性项，因为当扰动较弱时，这种 MMOs 相对靠

近弛豫振荡。尽管这一证据并不那么有力，但我们也成功地从数字上观

察到了 50 多个 MMOIBs[27]，在其他研究中，我们能够追踪到所需数量

的 MMOIBs[27,45]。也就是说，即使我们将初始条件设置为弛豫振荡路

径上的一个点，即  0 0 0, , (0,1.12847365485316,0.30858426904279)x y  ，在没

有扰动的情况下，我们也无法观察到 [14，15×n]n+1 的 MMOIs 生产的 MMOs。

图 25(b)显示了这些初始条件的单参数分叉图。鉴于这一失败，我们停止

尝试观察连续的简单(非嵌套 )MMOIBs，因为找到合适的初始条件极其困

难。



相比之下，我们能够在方程给出的分段光滑常微分方程中观察到简单

的 (非嵌套的 )、单嵌套的和双嵌套的 MMOIBs 生成的 MMOs。此时方程 (11)

和 (12)u = 100。这里，我们使用显式线性解来获得二极管导通区域的解。

图 27(a)和 (b)显示了 1k k   平面内
2

k
k




 的时间序列波形和曲线，其中

k 是 上的第 k 个时间步长 (k>600)；这些图被称为首次返回图。虽然对

于 u = 100，我们可以观察到图 5 和图 27 之间的定性一致性，但是请注意，

我们不能精确地显示指示 14 和 15 的一维地图的分支，因为 上的返回地

图被精确地表示为二维地图。

幸运的是，我们可以追踪单个嵌套的 MMOIBs 生成的 MMOs，这些

MMOs 在通过 m = 1 和 u = 100(图 28)的连续变形获得的单参数分叉图中

与图 11 定性一致。图 29(a)–(f)分别示出了对应于图 12(a)–(f)的 1k k   平

面中类似的第一返回图和轨迹。



最后，图 30 和图 31(a)–(d)分别示出了包含双嵌套 MMOIBs 生成的

MMOs 的单参数分叉图以及 l = 1、m = 1 的 上的第一返回图的对应轨迹。

这些分别与图 19(a)和 20(a1)、(b1)、(c)和 (d)定性一致。在这里，标记为“o”

和“v”的 MMO 窗口分别不是 MMOIBs 生成的和 MMOIBs 生成的。即使双

嵌套 MMOIBs 生成的 MMOs 出现的区域非常狭窄，但通过仔细观察单参

数分叉图，仍然可以依次追踪它们。
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