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摘要【ABSTRACT】

数值分岔理论涉及在参数变化时寻找并跟踪微分方程的某些类型的解，并确定它们是否发生了任何分岔

（行为的定性变化）。做到这一点的主要技术是数值延续，即感兴趣的解满足一组参数化的代数方程，并随着参

数的变化跟踪解的分支。做到这一点的一个有效方法是使用伪长度延续。我们介绍了伪长度延续法，然后展示

了它在研究计算神经科学领域的一些模型的行为中的应用。我们考虑的模型是高维的，因为它们是由神经场

模型的非局部微分方程离散化产生的，用于模拟大脑皮层的宏观模式形成。我们在一个空间维度上考虑静止

和移动的模式，然后在两个空间维度上考虑平移的模式。我们讨论了文献中的各种结果，并给出了该技术的一

些扩展。

Keywords: Pseudo-arclength ·Continuation ·Bifurcation ·Neural field
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1 引言【INTRODUCTION】

在计算神经科学中出现的许多模型都是这种形式

∂u

∂t
= g(u;µ) (1)

其中 u 可以是一个有限维矢量或一个函数（例如空间和时间），µ 是一个参数矢量，导数是关于时间的，t。在

研究（1）形式的模型时，一个雄心勃勃的目标是完全理解其所有解的性质，对于所有可能的 � 值。通过分析
求解（1）可以给我们提供这些信息，但对于许多函数 g 来说，这样的解是不可能找到的。相反，我们必须集
中精力寻找关于（1）的解的定性信息，以及它们如何随着参数 µ 的变化而变化。我们想回答的问题包括 (a)
典型的解随着 t 的变化是什么，即神经元或神经系统的稳态行为是什么？(b) 是否存在特殊的初始条件或系统
可能处于的状态，在这些条件下的长期行为与典型的初始条件不同？(c) 这些问题的答案如何取决于 � 的值？
更具体地说，如果一个参数（例如，神经元的输入电流）发生变化，（1）的动力学是否会发生质的变化？为了
尝试回答这些问题，我们通常集中于（1）的某些类型的解决方案。例如，固定点（即 u 的值使 g(u;µ) = 0）、

周期性轨道（即在时间上是周期性的解决方案）和（在空间依赖性系统中）模式化状态，如平面和螺旋波。像

这样的解决方案可以是稳定的（即在这些解决方案的某个邻近区域的所有初始条件都被吸引到它们身上）或

不稳定的（一些邻近的初始条件离开它们的邻近区域）。

对于许多感兴趣的系统，找到上述类型的解及其稳定性，只能用计算机进行数值计算。即使是找到所有不

动点的最简单的情况也可能不是平凡的，因为它们可能有很多甚至无限个。当 u 是高维时，例如，当 (1) 由
于离散偏微分方程 (如树突或轴突上的索方程)[1,2] 而产生时，为了确定稳定性，对一个不动点进行线性化也
可能具有计算上的挑战性。

在最简单的情况下，寻找 (1) 及其对 µ 的依赖的不动点，主要有两种方法。第一种是从给定初始条件到

达到稳态的时间积分。然后 µ 稍加改变，重复此过程。这在概念上是简单的，并且存在许多精确的积分算法，

但它有几个缺点：

• 在达到稳定状态之前可能会有一个很长的暂态过程，这需要长时间的模拟。

• 这种方法只能找到稳定的不动点。

• 对于固定的 µ，可能有多个稳定的不动点，而找到哪一个不动点取决于初始条件的值，其方式可能并不

明显。

第二种方法是求 (1) 及其对 µ 的依赖性，它涉及直接求解代数方程 g(u;µ) = 0。一个不动点的稳定性由 g 关

于它的线性化决定，包括 g 的偏导数，而不是 (1) 的时间积分。
数值分岔理论包括（除其他外）通过解决一组代数方程来寻找诸如（1）模型的固定点和周期性轨道，确

定这些解决方案的稳定性，并在计算机上跟踪它们的参数变化。这个领域已经发展得很好，有很多书 [3-6] 书
中的章节 [7]、报告 [8] 和软件包 [9-14]。本文的重点不在于涵盖一般的数值分岔理论，而是展示和回顾其在计
算神经科学领域的一些模型的研究中的应用，特别是那些高维的，由非局部微分方程系统的离散化导致的神

经组织的大规模模型，如Wilson Cowan[15] 和 Amari[16] 模型。我们在第 2 节中首先解释了伪长度延续算法，
并展示了如何将其应用于一个简单的模型。第 3 节考虑了一个空间维度上的静止和移动模式，而第 4 节给出
了一个空间维度上的模式的例子。第 4 节给出了一个两个空间维度的模式的例子。我们在第 5 节中讨论了一
些扩展的问题，并在第 6 节中得出结论。
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2 一个低维模型 [A Low-Dimensional Model]

作为一个小模型，我们考虑微分方程

du

dt
= g(u;µ) ≡ u4 − u+ µ2 − 1; u ∈ R, µ ∈ R (2)

并假设我们不能用分析法解决。我们看到，对于大而正的 µ，或者大而负的 µ，都没有固定点，因为 du/dt 总

是正的。然而，对于足够小的 µ，可能有固定点。图 1 显示了对（2）动力学的完整定性描述，我们看到，对
于足够小的 µ，有两个固定点，一个稳定的，一个不稳定的。我们可以通过对（2）进行长时间的数值积分来
找到稳定的固定点。(注意，如果我们选择的初始条件太大，这将不起作用）。我们也可以用牛顿方法找到这个
固定点，从足够接近它的地方开始。牛顿方法的优点是它的收敛性不取决于固定点的稳定性，因此它也可以用

来寻找不稳定的固定点，如果我们开始时足够接近它。(显然，如果我们想找到不稳定的对象，数字积分本身
就没有什么用处）。数值延续的基本思想是在参数的一个值上取一个固定点，然后随着参数的变化跟踪这个解，

最终追踪出例如图 1 中的封闭曲线。我们还想知道这条曲线上各点的稳定性，这可以在曲线被追踪出来时或
之后进行计算。

我们采用的方法是伪弓长延拓;还有其他方法 [4]。在图 1所示的曲线上给定一个点 (µ0, u0)(即 g(u0;µ0) =

0)，我们希望找到一个附近的点 (µ1, u1) 满足 g(u1;µ1) = 0，即也在曲线上。我们指定这个点，它不仅满足

g(u1;µ1) = 0，而且满足

(u1 − u0)u̇0 + (µ1 − µ0)µ̇0 −∆s = 0, (3)

其中 ∆s 是所选的伪弧长步长，（u̇0, µ̇0）是（µ0�u0）处曲线的切向量，归一化为长度 1。过大表示弧长 s 的
差异。几何上，条件（3）表示（µ1, u1）位于垂直于向量（u̇0, µ̇0）的线上，向量在最近点处与（u0, µ0）之间

的距离为 ∆s。示意图见图 2。
伪弧长步长 ∆s 由用户选择，与许多数值格式一样，存在折衷。使用较小的步长可以更好地覆盖曲线，加

快牛顿法（见下文）的收敛速度，但需要更多的计算。为了获得（u̇0, µ̇0），我们根据弧长区分 g(u;µ) = 0，然
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后在（µ0, u0）处求值：

gu|(µ0,u0) u̇0 + gµ|(µ0,u0) µ̇0 = 0, (4)

其中下标表示偏导数。然后对其进行归一化处理。为了找到 (u1, u1)，我们用下面的牛顿迭代法同时解决 g (u1;µ1) =

0 和 (3)。 (
u
(i)
1

µ
(i)
1

)
=

(
u
(i−1)
1

µ
(i−1)
1

)
− J−1

(i−1)

 g
(
u
(i−1)
1 , µ

(i−1)
1

)(
u
(i−1)
1 − u0

)
u̇0 +

(
µ
(i−1)
1 − µ0

)
µ̇0 −∆s

 , (5)

i = 1, 2, . . . , NN , 其中

J(i) =

(
gu gµ

u̇0 µ̇0

)
, (6)

并在
(
µ
(i)
1 , u

(i)
1

)
处计算偏导数。我们进行 NN 的牛顿迭代，（假设（5）已经收敛）设 (µ1, u1) =

(
µ
(NN )
1 , u

(NN )
1

)
。

作为初始条件，我们可以取
(
µ
(0)
1 , u

(0)
1

)
= (µ0 + µ̇0∆s, u0 + u̇0∆s)，即切线与图 2 中虚线的交点。这个点可以

被看作是线性预测的结果，而牛顿方法（5）被看作是这个预测的修正器。固定点 (µ1, u1) 的稳定性取决于在

这一点上评估的 gu 的符号，这已经被计算为 Jacobian J 的左上方条目。

为了找到曲线上的下一个点，(µ2�u2)，我们使用牛顿迭代(
u
(i)
2

µ
(i)
2

)
=

(
u
(i−1)
2

µ
(i−1)
2

)
− J−1

(i−1)

 g
(
u
(i−1)
2 , µ

(i−1)
2

)(
u
(i−1)
2 − u1

)
u̇1 +

(
µ
(i−1)
2 − µ1

)
µ̇1 −∆s

 , (7)

i = 1, 2, . . . , NN，其中雅可比矩阵由 (6) 给出，偏导数在
(
µ
(i)
2 �u(i)2

)
处求值。切线向量 (u̇1�µ̇1) 可以用 (4) 的

类比或近似值来计算

u̇1 ≈
u1 − u0
∆s

; µ̇1 ≈
µ1 − µ0

∆s
. (8)

然后可以继续这个过程，在曲线上找到所需的尽可能多的点。注意以下几点：
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• 伪长度延续在参数/状态空间中遵循一条解的曲线，并且可以遵循这样的曲线通过鞍节点分叉，即使这样
的分叉可以被认为是涉及两个解的湮灭。这是它相对于自然参数延续的主要优势，例如，自然参数延续

在这样一个点上失败了 [4, 17]。

• 考虑一下（5）中被解决的方程的结构。第一个方程是 g(u, µ) = 0，最后一个是伪长度条件。这种结构将

在下面的章节中重复出现。

• 如果需要另一个方向的点，只需用其负数替换切向量，即在计算 (µ1, u1) 时，(u0, µ0) (u0, µ0)，然后继续
如上。

• 一个给定的问题可能有位于封闭曲线上的固定点，如图 1，或位于无界曲线上。

• 为了提高算法的效率，可以对该算法做一些改进。例如，我们可以在找到某个精度范围内的解后终止牛
顿迭代，而不是在固定的迭代次数后终止 [4]。我们还可以在追踪解曲线的过程中调整步长，以避免牛顿
方法的不必要的迭代 [4, 17]。另一个改进是，如果 u 和 µ 的量级非常不同，对其中一个进行缩放可能是

有益的。一种方法是将（3）替换为

θ2(u1 − u0)u̇0 + (µ1 − µ0)µ̇0 −∆s = 0, (9)

在 0 < θ ≪ 1 表示 u 的典型值远大于 µ，θ < 1 表示 u 的典型值远大于 µ。

• 上述算法涉及两个嵌套循环。内环在解的曲线上找到一个点，外环沿着曲线前进。

鼓励感兴趣的读者使用上述方法再现图 1，然后进一步探索。(参见软件 http://www.massey.ac.nz/ crlaing/-
code.htm.。)

3 一维模型 [One-Dimensional Models]

我们现在考虑在一个空间维度的神经场模型中出现的几种类型的模式。这些模型被用来研究宏观模式在

皮层的形成，并采取非局部微分方程的形式。有关此类模型的更多背景信息，见 [16,18 -22]和最近的综述 [23]。
我们首先考虑静态模式。

3.1 静态模式 [Stationary Patterns]

考虑一个圆形区域上的典型神经场模型：

∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) +

∫ π

−π

w(x− y)f(u(y, t)− h)dy, (10)

其中 w 是一个偶函数，并且

f(u) =
1

1 + e−βu
(11)

是一个 s 型函数，其中 β < 0 是陡度参数。变量 u(x, t) 表示位置为 x，时间为 t 的神经场，表示该点处一群

神经元的活动。函数 w(x− y) 表示位于 y 位置的神经元如何影响位于 x 位置的神经元，即网络的连通性。它

的均匀性是畴的各向同性的表现，即畴周围没有首选方向。函数 f 被称为触发率函数，将活动 u 转换为触发

频率 f(u)，而 h 是触发阈值。为了具体起见，我们将使用 Mexican-hat 连通性函数

w(x) = 10 exp
(
−4x2

)
− 6 exp

(
−x2

)
; −π ≤ x ≤ π, (12)
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如图 3 所示。(10) 的静态解满足

u(x) =

∫ π

−π

w(x− y)f(u(y)− h)dy, (13)

众所周知，在极限 β → ∞(即发射速率函数 f 倾向于 Heaviside) 的 h 范围内，方程 (13) 支持两个碰撞解，其
中一个是稳定的，另一个是不稳定的，在动力学 (10)[16,20]。(这种碰撞解决方案被认为在短期记忆 [24] 中发
挥作用。) 随着 h 的增加，两个碰撞在鞍节点分叉中湮灭。假设我们想研究有限 β 的相同现象，假设 β = 20。

首先要注意的是 (10)和 (13)在平移下都是不变的，即找到 (13)的一个解 u(x)，任何平移 u(x+a)，a ∈ R，
也是一个解 [25]。我们只需要从这个无穷解族中选出一个，所以我们需要一种方法只选出一个。一个简单的方
法是只考虑偶数函数，即 u(−x) = u(x) 的函数。许多方程 (10) 的稳态是偶数，但不是所有的都是 [26]。

为了表示 u(x) 我们把它展开为傅里叶级数。记住它是一个偶函数

u(x, t) =
∞∑
i=0

ui(t) cos(ix) (14)

函数 w(x) 也是偶函数，我们把它写成傅里叶级数

w(x) =
∞∑
i=0

wi cos(ix) (15)

其中 wi可以用通常的方法找到:用 (15)乘以 cos(jx)，并对 [−π, π]积分。使用恒等式 cos(A−B) = cosA cosB+

sinA sinB，把上面的两个傅里叶级数代入 (10)，与我们找到的项相等

duj
dt

= −uj + wj

∫ π

−π

cos(jy)f
(

∞∑
i=0

ui cos(iy)− h

)
dy (16)

j = 0, 1, 2, . . ., 即无限个常微分方程。它们的稳态满足

−uj + wj

∫ π

−π

cos(jy)f
(

∞∑
i=0

ui cos(iy)− h

)
dy = 0 (17)

j = 0, 1, 2, . . . . 在实践中，我们只能求解有限个数的 uj，比如 N，所以我们求解

−uj + wj

∫ π

−π

cos(jy)f
(

N−1∑
i=0

ui cos(iy)− h

)
dy = 0 (18)

j = 0, 1, 2, . . . , N − 1. 注意，如果 w 是由一个有限的傅里叶级数给出的，即 wi = 0 对于 i < NF，那么在稳态

下 ui = 0 对于 i < NF，并且 (18) 在 N − 1 = NF 的截断不会引入任何误差，如许多作者 [27-29] 所指出的。
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现在我们展示如何在 h变化时找到 (18)的解并跟踪它。设 v是 N 维的列向量，其分量为 u0�u1� . . . , uN−1。

N 标量方程 (18) 可以写成向量形式为
F (v, h) = 0 (19)

其中，这个方程的每个分量对应于 (18) 中的一个方程，F : RN ×R → RN。对于固定的 h，例如 h0，在某个

区间内，我们期望 (19) 有几个孤立的解。其中一个或多个可能是稳定的，可以通过向前积分 (10) 得到。(19)
的解也可以用牛顿法求得。假设其中一个解是 v0，我们想找到另一个附近的解，(v1, h1)，满足 (19)。与 (3)
相似的伪弧长条件为

(v1 − v0)
T v̇0 + (h1 − h0) ḣ0 −∆s = 0 (20)

上标 t 表示转置。这只是说明 (v1, h1) 位于垂直于向量
(
v̇0, ḣ0

)
的超平面上，它的最近点是 ∆s 到 ∆s from

(v0, h0) 的距离。类似于 (4)，我们看到 (N + 1) 维列向量(
v̇0

ĥ0

)
(21)

是 N × (N + 1) 矩阵 (Fv | Fh) 的空向量，其中下标表示偏导数（即 Fv 是 F 相对于 v 的 N 次方 Jacobian，
Fh 是相对于 h�������，这些导数在 (v0, h0) 进行评价。因此，一旦找到 (21) 的矢量并将其归一化，就可以用于
(20)。我们用（5）的类似方法同时解决 F (v1, h1) = 0 和（20），即(

v(i)
1

h
(i)
1

)
=

(
v(i−1)
1

h
(i−1)
1

)
− J−1

(i−1)

 F
(

v(i−1)
1 , h

(i−1)
1

)
(

v(i−1)
1 − v0

)T
v̇0 +

(
h
(i−1)
1 − h0

)
µ̇0 −∆s

 (22)

i = 1, 2, . . . , NN，其中

J(i) =

(
Fv Fh

v̇0 h0

)
(23)

是增殖系统的 (N + 1)× (N + 1) Jacobian，偏导数在
(

v(i)
1 , h

(i)
1

)
处求值。如上所述，我们进行了 NN 的牛顿

迭代，（假设 (22) 已经收敛了)，设 v1 = v(NN )
1 ，h1 = h

(NN )
1 。作为初始条件，我们可以取 v(0)

1 = v0 + v̇0∆s 和

h
(0)
1 = h0 + ḣ0∆s。不动点（v1, h1）的稳定性取决于在该点处计算的 Fv 的特征值，并且该矩阵已被计算为雅

可比矩阵 J 中的左上 N×N 块。我们找到下一个解（v2, h2）的方式与第 2 节中完全相同。如果需要，也可
以使用近似值（8）。
随着 h 的变化，（19）的下列溶液的结果如图 4 所示。在上图中，我们看到稳定和不稳定的溶液随着 h 的

增加而相互湮灭，正如预期的那样。代表性的解决方案显示在面板（b）中，与解决方案稳定性相关的最正特
征值显示在面板（c）中。请注意，与（10）解的平移不变性相关的零特征值并未出现，因为我们选择只考虑
偶数函数时，零特征值已被移除。计算是在 N = 15 的情况下进行的，并且（18）中的积分是使用梯形规则进
行的，该规则在周期域上非常精确 [30]。
在本节结束时，应提出以下几点：

• 使用傅里叶级数离散 (10) 的另一种选择是使用均匀网格直接离散空间域 [−π, π]。(10) 中的积分可以用
梯形法则求值。另外，由于积分是一个卷积，它可以使用快速傅里叶变换和频率空间的乘法来有效地评

估。使用这种类型的离散化仍然可以直接限制为偶函数。本质上，我们只对定义域 ([π, 0]) 的一半上定义
的函数工作，并在必要时施加均匀性。
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• 如上所述，我们只能找到偶解，并且只能确定相对于同样是偶的扰动的稳定性。因此，我们将不会发现
导致解不均匀的任何分岔。

• 如果我们对非偶解感兴趣，我们可以在 (14) 中加入正弦项，代入 (10)，并推导出控制其系数演化的微分
方程。然后我们就得想办法去除掉解的平移不变性。

• 系统的对称性 (即对群体行动的不变性) 与从连续相关解族中选择解的方法之间的关系在 [25,31] 中得到
了更详细的讨论。

• 其他几篇处理不同背景下高维问题的延续性的文献是 [32-35]。

现在我们考虑一个空间维度中的移动模式。

3.2 移动模式 [Moving Patterns]

让我们再次考虑这个模型

∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) +

∫ ∞

−∞
w(x− y)f(u(y, t)− h)dy (24)

f 由 (11) 给出，但现在有了耦合函数
w(x) = (1/2)e−|x| (25)

由于
∫∞
−∞ w(x)dx = 1，我们看到 (24) 的空间均匀稳态满足

u = f(u− h) (26)

将 u 和 f(u− h) 对几个 h 的值画在同一个图上，如图 5 所示，我们可以看到，对于中等的 h，存在三个这样

的稳态，但如果 |h| 太大，则只存在一个稳态。让我们选择一个 h 的值，使其存在三个稳态，u1 < u2 < u3，

并将部分域初始化为 u = u1，其余为 u = u3。这样，我们就可以看到图 6 中的行为，即，形成了一个连接这
两个稳定状态的锋面，并以恒定的速度朝增加 x 的方向移动。我们想要找到这个正面的形状，以及它的属性

(速度，stabiliły) 如何依赖于一个参数，比如 h。

要使用上面的思想，我们需要用公式表示一个 (或多个) 代数方程。我们以与前方相同的速度移动到一个
移动坐标系。令 ξ = x− ct，方程 (24) 变成

∂u(ξ, t)

∂t
= c

∂u(ξ, t)

∂ξ
− u(ξ, t) +

∫ ∞

−∞
w(ξ − y)f(u(y, t)− h)dy. (27)

如果 c 是前端的速度，则前端在 (ξ, t) 坐标系中是静止的，即满足

0 = c
du

dξ
− u+

∫ ∞

−∞
w(ξ − y)f(u(y)− h)dy. (28)

解决 (28) 的一个自然方法是截断定域，然后使用 N 个等间距的网格点将其离散。积分的计算方法见 3.1 节，
空间导数采用有限差分或快速傅里叶变换 [30]。然而, 实施 (28) 在每个网格点会给 N 方程, 但有 N + 1 未知

数, 即你在每个网格点的值, 速度和 c。这只是反映了这一事实 (24) 平移不变的, 因此有一个连续的家人面前
的解决方案满足 (28), 通过简单的翻译就能彼此不同。正如 3.1 节所述，我们需要一种方法来选择其中之一。
实现这一点的一个简单方法是施加固定条件 ∫ ∞

−∞
(u− û)ûξdξ = 0 (29)
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其中 û 是一个模板函数。方程 (29) 是使 u 和 û[36,37] 之间的差值 L2 范数最小化的结果，因此 û 应该与我们

试图找到的解有点相似。因此，我们可以同时求解 (28) 和 (29)，每个网格点的速度为 u，速度为 c。令 v 为
(N + 1) 维列向量，其 (N + 1) 第一个分量为 u，其 (N + 1) 第一个分量为 c，则方程 (28) 和 (29) 可写成

F (v, h) = 0, (30)

其中，F : RN+1 ×R → RN+1。只要加上 (20) 这样的伪弧长条件，就可以得到 N + 2 方程组的解，如 3.1 节
所示。为了用这种方法找到在 c 的特定值处的前端的稳定性，我们需要找到关于前端线性化 (28) 的所有特征
值。在增广系统的雅可比矩阵中，线性化表现为左上角的 N ×N 块。注意这个线性化有一个零特征值特征向

量等于 (离散的) 空间导数，∂u/∂ξ。前端的稳定性是由特征值决定的，而不是这个。(在原始系统中，即非离
散系统中，波的稳定性涉及到确定一个连续谱 [38]，我们找到的离散特征值集是它的近似。
随着 h 的变化，跟随前面的结果如图 7 所示。我们在 [0, 50] 的域中使用了 1000 个均匀间隔的点，模板

函数是 û(ξ) = 0.5(1 + tanh(25− ξ))。我们看到，对于 h 值的范围存在一个稳定前端，它的速度可能是正的，

负的或零，取决于 h 的值。当空间均匀稳定态发生鞍点分岔时，h 与 h = 0.5 相差太远，即稳定前沿只存在两

个空间均匀稳定状态，且两个稳定状态相互连接时才存在。(在每个不稳定的分支上都发现了一些点后，就停
止了继续。) 虽然我们只考虑了一个前端解决方案，但本节中描述的技术可以用于跟踪其他移动模式，如凸点
或脉冲 [27,28,37,39,40]。我们现在考虑二维空间的解。

4 二维模型 [Two-Dimensional Models]

我们考虑这个模型

∂u(x, y, t)

∂t
= A

∫ L

0

∫ L

0

w (x− x′, y − y′) f (u (x′, y′, t)− h) dx′dy′ − u(x, y, t)− a(x, y, t) (31)

τ
∂a(x, y, t)

∂t
= Bu(x, y, t)− a(x, y, t) (32)
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定义在方域 [0, L]2 上，具有 x 和 y 的周期边界条件。除了活动变量 u 之外，我们还有一个“恢复”(或“适
应”) 变量 a，它由 u 驱动，在时间尺度上强度为 B。放电速率函数由 (11) 给出，我们用

w(x, y) = exp
(
−
(
x2 + y2

))
− 0.17 exp

(
−0.2

(
x2 + y2

))
(33)

即墨西哥帽连通，如图 8 所示。当 a = B = 0 时，式 (31)(32) 能够支持空间局部的“凸点”解，当 a 的影响

足够强时 (即 B 从 0 增加)，这些凸点以恒定的速度运动。图 9 显示了一个例子。肿块以恒定速度向左移动
(即在负 x 方向)。u 和 a 字段都有一个峰值，a 的最大值稍晚于 u。我们想找到这个碰撞对模型中各种参数的

依赖关系。

第一步是移动到一个移动坐标系中，其中凹凸是固定的，如 3.2 节所示。原则上，bump 可以朝任何方向
移动，但我们指定它是朝负 x 方向移动。让 (xi) = x+ ct(31)− (32) 变成

∂u(ξ, y, t)

∂t
= A

∫ L

0

∫ L

0

w (ξ − x′, y − y′) f (u (x′, y′, t)− h) dx′dy′ − u(ξ, y, t)− a(ξ, y, t)− c
∂u(ξ, y, t)

∂ξ
, (34)

τ
∂a(ξ, y, t)

∂t
= Bu(ξ, y, t)− a(ξ, y, t)− cτ

∂u(ξ, y, t)

∂ξ
, (35)

如果 c(> 0) 是凸点的速度，则它是 (34)-(35) 的一个平稳解，即满足

0 = A

∫ L

0

∫ L

0

w (ξ − x′, y − y′) f (u (x′, y′)− h) dx′dy′ − u(ξ, y)− a(ξ, y)− c
∂u(ξ, y)

∂ξ
(36)

0 = Bu(ξ, y)− a(ξ, y)− cτ
∂u(ξ, y)

∂ξ
(37)

现在 (36)-(37) 的任何解都可以在 ξ 或 y 方向上被任意的量转换，所以我们需要去除这些简并。我们首先要求

解是关于 y = L/2 对称的，即 u(ξ, y−L/2) = u(ξ, L/2− y)，同样对于 a。然后，我们施加一个标量条件，它

消除了关于 ξ 方向上的平移的不变性。有许多方法可以做到这一点，但一个简单而可靠的方法是指定域中心
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u 的值等于它在 y = L/2 上的平均值，即

u(L/2, L/2)− 1

L

∫ L

0

u(ξ, L/2)dξ = 0 (38)

(也可以使用类似于 (29) 的条件，施加于 y = L/2。注意，由于 (36)-(37) 的解在两个方向的平移下是不变的，
我们需要施加两个条件来消除这些简并。我们离散在两个方向上具有 N 等间距的点的方域。使 (36) 和 (37)
满足于每一个 N2 点，得到 2n2 方程，与 (38) 结合，得到 2n2 + 1 方程和相同数目的未知数。这些方程可以

写成这样的形式

F (v, λ) = 0, (39)

其中 F : R2N2+1 ×R → R2N2+1 ，λ 是系统的一个参数。在 (39) 中加入一个伪长度条件，就可以随着 λ 的变

化而得到解决。（注意 (39) 通常是一个非常大的方程组，见下文）。典型的结果显示在图 10 中，我们改变 A。

当 A 过大或过小时，一个稳定的凸点在鞍节点分岔中被破坏。（在发现每个不稳定分支上的一些点后，继续进

行的过程被停止）。

注意以下几点:

• (36) 中的卷积使用二维快速傅里叶变换 (FFT) 进行计算，即取 w 和 f(u− h) 的 FFT(离散)，将它们相
乘，然后取反 FFT。偏导数的计算使用有限差分近似，但也可以使用 FFT[30] 实现。

• 让我们给 (39) 附加一个伪长度条件，并通过连接 v 和 λ 定义一个向量 V ∈ R2N2+2 之间。得到的方程

组可以写成 G(V) = 0。给定 (39) 的解，沿着这条曲线找到下一个点等于用牛顿法解 G(V) = 0，即迭代

Vn+1 = Vn − J−1G (Vn) ; n = 0, 1, 2, . . . , (40)

其中 J 是 G 的雅可比矩阵，在 Vn 处求值。对于一个合理的离散化，需要一个很大的 N 值，因此 J 将

太大而不能存储，更不用说倒置了，所以我们将 (40) 写成

J∆n = G (Vn) , (41)
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其中 ∆n = Vn − Vn+1。这是一个未知数 ∆n 的线性方程，但我们可以用 GMRES 算法 [41,42] 来代替
直接求解它。GMRES 算法的一些实现，例如在 Matlab 中的实现，不需要明确地形成 Jacobian J，只

需要评估 J 与任意向量 ϕ 的乘积。对于一般的问题，这可以通过对 G 的一个额外评估，用有限差分近

似的方式，以无矩阵的方式完成

Jϕ ≈ G (Vn + ϵϕ)−G (Vn)

ϵ
, 0 < ϵ≪ 1. (42)

类似地，我们需要 J 的特征值，或者至少是一些具有最大实部的特征值，来确定稳定性。Matlab 中的
eigs 函数不需要 J，只需要它与任意向量的乘积，可以像上面那样实现。

请注意，对于这里考虑的特定问题，可以精确计算 J 与任意向量的乘积，而不需要近似 (42)，正如 Rankin
et al.[43] 所解释的。这些作者使用 GMRES 来跟踪二维神经场方程的平稳解，但这里的结果可能是第一
个旅行解。

• 除了旅行颠簸 [44]，出现在两个空间维度的模式包括固定的颠簸组 [19,37,43]，” 呼吸” 颠簸 [45]，环和
旋转的颠簸组 [46]，波 [47]，螺旋形 [48,49] 和目标模式 [45,50]。虽然静止的模式和那些以恒定速度传播
的模式（无论是平移还是旋转）可以用本节的观点来处理，但像呼吸颠簸和目标波这样的模式在时间上

具有内在的周期性，因此必须用稍微不同的技术来处理。

• 我们已经直接使用快速傅里叶变换对 (31)中的二重积分进行了计算，但是使用其他傅里叶技术在二维神
经场方面取得了一些早期进展 [19,48]，见 [51]。例如，假设 w 的傅里叶变换为

1

s4 + s2 + 1
(43)

在 s2 = k2x + k2y 和 kx 和 ky 是两个变换变量。对 (31) 进行二维傅里叶变换，我们得到

∂û

∂t
+ û+ â =

Af̂

s4 + s2 + 1
, (44)



5 扩展 [EXTENSIONS] 第十七页

帽子表示傅里叶变换。(44)乘以 s4+ s2+1，然后进行傅里叶反变换，利用傅里叶变换恒等式，我们得到(
∇4 −∇2 + 1

)(∂u(x, y, t)
∂t

+ u(x, y, t) + a(x, y, t)

)
= Af(u(x, y, t)− h) (45)

形式上等价于 (31) 但只涉及到衍生品。这个公式的优点是 (36)-(37) 的解满足(
∇4 −∇2 + 1

)(
c
∂u

∂ξ
+ u+ a

)
= Af(u− h), (46)

cτ
∂u

∂ξ
= Bu− a, (47)

只涉及到导数。这些导数的有限差分近似可以使用稀疏矩阵实现，从而消除了存储和操作大型完整矩阵

的需要。这个想法随后被其他几个组织采用 [47,50]。

在此方法中，假定耦合函数为二维中仅与距离有关的函数，并由

w(r) =

∫ ∞

0

sJ0(rs)ŵ(s)ds, (48)

其中 J0 是第一类 0阶贝塞尔函数，ŵ(s)是 w 的傅里叶变换 (在上面的例子中，ŵ(s) = 1/ (s4 + s2 + 1))。

我们现在讨论对这里所提出的思想的一些扩展。

5 扩展 [Extensions]

5.1 延迟 [Delays]

我们已经考虑了微分方程，其导数仅取决于变量在当前时刻的值。然而，延迟在神经系统中普遍存在 [52-
56](和其他地方)，因此对延迟微分方程的研究自然就产生了。这样的系统可以使用数值积分，例如，Matlab
的 dde23，但遵循周期轨道和确定不动点的稳定性比非延迟系统要复杂得多，因为问题的无维性质，即使是标
量方程。DDE-BIFTOOL[11] 软件包可用于此类计算，参见 [57]。

5.2 全局分叉 [Global Bifurcations]

使用伪弧长延拓和通过线性化确定其稳定性的下列解将只检测局部分支，如鞍点和 Hopf。然而，全局分
岔也可以在确定系统动力学方面发挥作用 [58-60]。它们还提供了另一种观察空间局部隆起或前沿的方式。举
个例子，考虑 (28)，用 x 代替 ξ 值。利用耦合函数 (25) 是 (1− d2/dx2) 的格林函数这一事实，用这个算子作
用于 (28)，得到

0 =

(
1− d2

dx2

)(
c
d

dx
− 1

)
u+ f(u(x)− h) (49)

即

cu′′′ − u′′ − cu′ + u = f(u− h), (50)

右上撇表示对空间的导数。(另一种推导 (49)的方法是对 (28)进行傅里叶变换，利用 w的变换等于 1/ (1 + k2)

其中 k 是变换变量，然后重新排列并对 [22] 进行傅里叶反变换) 该常微分方程有满足 u = f(u− h) 的不动点，

图 6 中的前方为两个不动点之间的异宿连接。现在 (50) 可以写成

u′ = v, (51)
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v′ = z, (52)

z′ =
f(u− h)

c
− u

c
+ v +

z

c
, (53)

在不动点处的雅可比矩阵 (u, v, z) = (ū, 0, 0)

J =


0 1 0

0 0 1
f ′(ū−h)−1

c
1 1

c

 (54)

这个 λ 的特征值满足

λ3 − λ2/c− λ+ (1− f ′(ū− h)) /c = 0. (55)

对于 h ≈ 0.5, f ′(ū− h) ≈ 0，其中 ū 要么是较低的固定点，u1，要么是较低的固定点，u3(见图 5 和章节 3.2)，
因此 (55) 可以约写为

(λ− 1)(λ+ 1)(λ− 1/c) = 0, (56)

即两个不动点都有二维不稳定流形和一维稳定流形 (对于 c < 0)。当一个不稳定流形与另一个稳定流形相交
时，不动点之间发生异宿连接，这是本系统的一个余维一事件，即它一般发生在参数 c 的孤立值处。这些值如

图 7 所示。它们可以通过“射击”来找到：使用一个不动点稳定流形的初始条件，向后对 (51)-(53) 进行数值
积分，并改变 c，直到这个轨迹与另一个不动点的不稳定流形相交。如果 c 为负，则稳定和不稳定歧管的维数

互换，但上述论点仍然适用。

注意：

• 同样地，一个前沿可以被看作两个不动点之间的异宿连接，一个空间定位的脉冲可以被看作到一个不动
点的同宿轨道。这适用于脉冲是静止的 [18,61,62]还是运动的 [39](在这种情况下，速度作为参数出现，如
上所述)。
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• 存在一类同宿轨道和异宿轨道的延拓软件 [10,63]。

• 许多作者已经使用了将 (28) 这样的积分方程通过傅里叶变换转换为微分方程的方法 [18,61,62,64]。为了
使这种方法有效，耦合函数的傅里叶变换应该是变换变量平方的有理函数。

• 所得到的微分方程有时具有额外的结构 (例如，它们是哈密顿的)，这可以在它们的分析中加以利用 [18,61]。

• 在空间上具有周期的解也可能是我们感兴趣的，并且通过考虑 (50)形式的微分方程的周期解而不是等价
的积分方程 (28)，可能更容易找到它们。

5.3 后分岔 [Following Bifurcations]

到目前为止，我们一直遵循代数方程的解，因为单个参数的变化。局部分叉发生在该参数的孤立值处。然

而，当第二个参数变化时，跟踪这些分支通常会提供更多的信息。为了证明这一点，我们回到 3.1 节的问题，
即，我们寻找 (10) 的固定解，其中 f 由 (11) 给出，但耦合函数为

w(x) = 10 exp
(
−4x2

)
−B exp

(
−x2

)
(57)

第 3.1 节中的分析对应于 B = 6 的情况。3.1 节的分析与 B = 6 的情况相对应，但我们想知道改变 B 对存在

稳定解的 h 值范围的影响（见图 4）。我们按照第 3.1 节的方法进行，但现在系数 wi 是 B 的函数，即我们求

解

−uj + wj(B)

∫ π

−π

cos(jy)f
(

N−1∑
i=0

ui cos(iy)− h

)
dy = 0 (58)

j = 0, 1, 2, . . . , N − 1。这组方程可以简写为

F (v, h, B) = 0, (59)
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如前所述，其中 F �RN ×R×R → RN。对于给定的 h 和 B，（59）的解是 �10� 的静止解。然而，对于一个固
定的 B，我们希望找到 h 的值，在这个值上发生鞍节点分岔，如图 4。在这一点上，F 的雅各布系数有一个
零特征值。与这个特征值对应的特征向量 ϕ ∈ RN 就满足了

Jϕ = 0, (60)

其中 J 是 N ×N 雅可比矩阵。现在 ϕ 在其大小的缩放范围内是唯一的所以要选择一个特定的 ϕ

ϕTϕ− 1 = 0 (61)

即 ϕ 有单位长度。因此，对于一个固定的 B，鞍点分岔处 h 的值 (且该点的解 v) 满足

F (v, h, B) = 0, (62)

Jϕ = 0, (63)

ϕTϕ− 1 = 0. (64)

这是一个 2N + 1 方程的集合，包含 2N + 1 未知数 (v 的 N 分量，ϕ 的 N 分量，和 h)。注意 J 依赖于

v，h 和 B，并且使用第 4 节中讨论的方法可以很容易地找到 J 和 ϕ 的乘积。将 v，ϕ 和 h 连接起来，形成

(2N + 1)-维向量 W，可以写成方程 (62)-(64)

H(W, B) = 0, (65)

其中 H : R2N+1 × R → R2N+1。(65) 的解可以按照通常的方式变化 B，将找到的 B 的值与 Ws 的对应元素

作图，可以在 (h,B) 平面上描画出鞍节点分叉曲线。这样做的结果如图 11 所示。我们看到，随着 B 的减少，

发生鞍节点分叉的 h 的值增加，反之亦然。

虽然我们在这里没有展示任何，但 Hopf 分岔也可能发生在神经场模型中，导致振荡行为 [20,22,65,66]。
它们由一对通过虚轴的雅可比矩阵的复共轭特征值来描述。Hopf 分岔曲线可以遵循两个参数的变化方式，与
上面解释的鞍节点分岔类似，主要的区别是在最简单的公式中有 O(3N) 方程要求解，而不是 O(2N)，因为对

应方程的实部和虚部都需要求解 [8,67]。注意，更复杂的算法可以减少鞍节点分岔和 Hopf 分岔 [4] 时需要求
解的方程的数量。
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5.4 映射 [Maps]

伪弧长延拓是在参数变化时求解代数方程解的一种方法。在本文中，我们使用了定义微分方程平稳解的

代数方程，无论是在平稳坐标系还是一致运动坐标系中。然而，对于一些动力系统，我们可能对离散时间映射

中的不动点感兴趣，例如，它们可能对应于底层系统的周期轨道 [68-70](见下文)。定义这些不动点的方程也是
代数的，因此可以用上面讨论的相同方法来处理。注意微分方程不动点的稳定性准则不同于映射不动点的稳

定性准则 [58 60]。

5.5 周期轨 [Periodic Orbits]

我们只考虑了微分方程的静止解，但许多微分方程的解在时间上是周期性的，例如，由霍普夫分叉产生的

解 [58, 59]。在时间或空间上的周期性强迫 [71,72]，也可以分别产生在时间或空间上的周期性解。寻找和跟踪
周期性轨道可以用伪长度延续法来完成。其主要思路如前：构造一组周期性轨道所满足的代数方程。这样的轨

道以有限维的方式表示，例如使用有限傅里叶级数展开，或者更常见和有效的是使用每个变量的分片多项式

函数 [59, 73]。然后将轨道的这一表示方法代入治理微分方程，得到一组必须满足的代数方程。对于自主微分
方程（即不明确依赖时间的方程），存在着对时间转移的不变性，就像我们在第 3 节中看到的对空间转移的不
变性一样。3. 这种不变量可以用同样的方式来消除，即用标量相位条件从一个连续系列中选择一个 [73]。
另一种寻找周期轨道的方法是在相空间中放置一个 Poincaré 截面，使其与周期轨道相交，然后它就成为

从该截面到自身的映射的一个固定点。举个例子，考虑 FitzHugh-Nagumo 方程 [74]

dv

dt
=
v(v + 0.1)(1− v)− w + 1

0.1
(66)

dw

dt
= v − 0.5w (67)

有稳定的周期轨道。图 12 显示了稳定周期轨道和暂态轨道。我们定义 Poincaré 截面

Σ = {(v, w) : v > 0.5, w = 1}, (68)

并选择一个初始条件 (v, w) = (V0, 1)。(图 12 中 V0 = 1.2) 现在用这个初始条件积分 (66)-(67)，直到解再次在
Σ 中，(v, w) = (V1�1)。使用这个初始条件重复，从而生成序列 V0, V1, V2, . . . ,，它们是映射的迭代

Vi = ψ (Vi−1) , i = 1, 2, . . . (69)

图 12 中的周期轨道是这个映射的一个不动点，由 V ∗ = (V ∗) 定义，这是一个代数方程，其解可以随着参数

的变化而变化。注意 ψ 是用一组微分方程的数值积分定义的，并且这个积分必须精确地完成，才能使技术成

功 [68]。只要初始条件足够接近，这种方法就能找到一个不稳定的周期轨道。这种方法的一种修改是“多次拍
摄”，将几个 Poincaré 截面放在相空间中，一个连续地从一个集成到下一个，并连接结果 [59,75]。
这种技术，在短时间间隔内使用底层系统的数值积分来寻找稳定和不稳定的对象，是使用时间步进器进

行分岔分析的一个例子 [76]。它构成了我们现在讨论的“无方程”方法的基础。

5.6 无方程 [Equation-Free]

在研究诸如 (1) 这样的系统时，通常假定人们可以使用子程序或通过调用 Matlab 的” 函数文件” 来明确
而快速地评估 g(u;µ)，例如。然而，并不要求明确指定 g(u;µ)，只要给定 u 和 mu，就可以得到 g(u;µ) 的
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合理准确的估计，就可以使用上面的想法。这一思想构成了研究复杂多尺度系统的” 无方程” 方法的一部分
[77-79]。现在我们简要地总结一下一些相关的想法。
假设我们有一个定义明确的动力系统

dv
dt

= ϕ(v;µ), (70)

其中 v ∈ Rn 和 1 ≪ n。v 的分量可以是与霍奇金-赫胥黎型神经元网络相关的所有变量，或者是一些相互作用
粒子的位置和速度。我们将 (70) 称为模型的微观或精细尺度描述。还假设我们相信 (70) 可以被动力系统有效
地描述

dV
dt

= Φ(V;µ) (71)

其中 V ∈ Rm 和 m ≪ n。确定这种情况–以及变量 V 实际上是什么–是一个复杂的话题，我们不会在这里讨
论，但最简单的是，V 的一个特定分量可能是 v 的一些分量的平均值，比如说。我们所说的” 有效描述” 是指
对 (71) 的分岔分析或数字积分会得到与对 (70) 进行这些操作类似的结果，任何差异都很容易解释，而且不重
要。我们把（71）称为我们模型的” 宏观” 或” 粗略” 描述。我们想对（71）进行分叉分析，但我们没有 Φ 的

明确表达。为了对特定的 V 和 µ 评估 Φ(V;µ)，我们需要两个在 v 和 V 之间的运算符。第一个是一个提升算
子 : Rm ⇒ Rn 这样 L( V) = v。我们还需要一个限制性算子 R : Rn → Rm 这样 R(v) = V。这些算子必须满
足一致性条件 R(L(V)) = V。由于 L 从一个低维空间映射到一个高维空间，它往往不是唯一的。

为了评估 Φ(V0;µ0)，我们首先提升 V0 以产生 v0，其中 L (V0) = v0。然后我们用初始条件 v0（和 µ = µ0）

初始化细尺度模型 (70)，并在短时间内模拟 (70)，比如持续时间 ∆，产生状态 v�∆�。对其进行限制可以得到
V(∆) 的估计，即 V (∆) = R(v(∆))。因此，我们有

V(∆)− V0

∆
≈ dV

dt

∣∣∣∣
V=V0

= Φ(V0;µ0) (72)

换句话说，我们估计 ϕ(V;µ) 通过在微观系统中运行一个短脉冲，适当地初始化，并限制结果。由于通常有许

多不同的 v0 与特定的 V0 一致，使用不同的 v0 运行多个突发，然后取平均值通常可以得到更好的 ϕ(V0;µ0)

估值，理想情况下，这是在多个处理器上并行完成的。因此原则上我们可以计算 ϕ(V;µ) 对于任意 V 和 µ，这

就是对 (71) 进行分岔分析 (或数值积分) 所需要的全部。注意 V 大约可以静止, 即使不是 (如果 V 是一个网
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络的平均发射率, 和 v 包含电压的神经元网络, 例如) 所以当找到固定的 ϕ 点，一个可能需要放松 ϕ = 0 时确

定的标准。

通常情况下，无方程方法的难点在于细节，[80-82] 中展示了计算神经科学中的一些应用。如这些论文所
示，V 的选择通常可以使用数据挖掘技术半自动完成。(对 (70) 进行了长时间的模拟，挖掘结果以发现数据集
是否存在低维参数化。如果是，这些参数构成 v 的分量。) 请注意，虽然我们将微观模型 (70) 写成了确定性
微分方程，但它同样可以是一个随机微分方程，甚至是一个时间和状态都是离散的动力系统 [79,83]。本文提
出的方法在 [84] 中有一个有趣的概括，其中对函数 ϕ 的模拟是在实验中实时评估的，而不是通过运行计算机

模拟。

6 结论

数值延拓是一种强大的技术，当参数变化时，允许一个人跟随代数方程组的解。我们对这种技术进行了介

绍，讨论了它在计算神经科学中出现的各种模型的研究中的使用，并通过一些例子演示了它的使用。该技术是

一般的，但我们集中在高维系统出现的离散神经场模型。通过适当的修改，该技术可用于跟踪两个参数变化时

的分岔，以及跟踪在时间上具有周期性、均匀平移或旋转的解。它在高维系统中的应用在过去一直受到内存和

计算时间问题的限制，但随着更便宜的内存和更快的处理器的不断出现，我们希望这项技术在复杂的、高维的

动力系统的研究中继续发挥作用。
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