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摘要【ABSTRACT】

我们考虑有限和无限的全连接同神经元的耦合网络。研究了两种类型的突触相互作用: 瞬时和延迟 (通过
一级突触加工)。广泛使用了 Watanabe/Strogatz (WS) ansatz，以降低相同正弦耦合振荡器网络的维数。除
了与 WS ansatz 运动常数相关的简并性外，我们还发现了由简化模型的可逆性和突触输入形式导致的瞬时耦
合神经元的连续解族。我们还研究了一些类似的相关模型。我们的结论是，所有对全连接耦合的相同神经元网

络的动力学可能是令人惊讶的复杂。

Keywords: Theta neurons ·Watanabe/Strogatz ansatz ·Bifurcation
Abbreviations

WS Watanabe/Strogatz
SNIC saddle-node on invariant circle
ODE ordinary differential equation
QIF quadratic integrate and fire
OA Ott/Antonsen
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1 引言【INTRODUCTION】

由于其分析的不可控性，许多对模型神经元大网络的调查涉及大量的数值模拟 [1 4]。在没有任何关于神
经元之间连接的详细知识的情况下，人们可能会假设最简单的连接形式：全对全。我们还可能（再次，为了简

单起见）假设神经元是相同的。一般来说，这种高度对称的网络的吸引子要么是完全同步，要么是更一般的同

步，其中神经元遵循相同的周期性轨道，但它们之间有相移。其他可能的吸引子是集群状态，其中一些神经

元子集是完全同步的，或部分同步，其中单个振荡器显示准周期行为，而网络作为一个整体是周期性的 [5, 6]。
由于系统的对称性，这类网络的可能动态会非常复杂 [7, 8]。
完全同步对应于一种降维形式，因为网络有效地被一个自我耦合的神经元所取代。然而，这种状态的稳

定性取决于围绕它的全部动力学的线性化。在本文中，我们使用另一种形式的降维，即 Watanabe/Strogatz
（WS）定理 [9, 10]，适用于相同相位振荡器的全对全耦合网络。为了使该定理适用，振荡器的速度场必须只包
含相位变量的第一次谐波。Theta 神经元 [11, 12] 就是这样一个模型振荡器。
从一般的弱耦合振荡器网络推导出一个耦合相位振荡器的网络是众所周知的 [7, 13, 14]。与这些推导不同

的是，θ 神经元的方程只涉及一个相位变量，是鞍节点上圆（SNIC）分叉的正常形式，因此将描述所有经历
这种分叉的神经元，至少在分叉的参数空间中的某个邻域。这样的分叉导致神经元属于 I 型 [15, 16]，即能够
以任意低的频率发射。

以前的一些作者使用 WS 定理来研究相同的全对全耦合相位振荡器网络的动力学，但使用的基本振荡器
模型是 Kuramoto[17,18] 或 Kuramoto Sakaguchi 类型 [19-21]，或 Josephson 结 [22, 23]。我们将以这些结果
为基础，但就我们所知，这是第一次应用于 θ 神经元。

本文的结构如下。在第 2 节中，我们考虑了神经元之间的瞬时突触传递，在第 3 节中，我们考虑了延迟
突触传递，其中延迟是由于突触处理。第 4 节讨论了其他四种相关类型的模型神经元，它们的网络可以用类
似于第 2 节的方法进行分析。我们在第 5 节结束。

2 瞬时突触 [Instantaneous Synapses]

在本节中，我们考虑瞬时突触的意义，即神经元的突触输入以电流的形式，取决于与之相连的神经元的当

前状态。

2.1 方程的推导

假设我们有一个由 N(3 < N) 个相同的神经元组成的网络，所有的神经元都通过瞬时突触连接起来。动
力学描述为 [24-27]

dθk
dt

= 1− cos θk + (1 + cos θk)(η + κI) (1)

k = 1, 2, . . . , N，其中

I =
1

N

N∑
j=1

(1− cos θj)2 (2)

κ 是耦合强度 (可以是正的或负的)，η 是所有神经元解耦时的输入电流。和 (2) 中的 j 项表示第 j 神经元放

电时发出的脉冲电流，即 θj 增加到 π。函数 (1− cos θ)2 是非零的，除非 θ = 0，因此这种耦合形式可以被视
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为非物理的，但是脉冲可以通过增加 (2) 的二次幂更多地定位在 θ = π 附近，下面将讨论。注意，每个神经元

实际上是与自身耦合的，但这一项在和 (2) 中仅为 N 中的 1，因此对于较大的 N 将是可以忽略的。

我们可以把 (1) 写成
dθk
dt

= ω + Im
[
He−iθk

]
, (3)

其中 ω = η + κI + 1，H = i(η + κI − 1)。注意，ω 是实数，H 是虚数。WS 定理 [9, 28] 指出，存在一个变换

tan
(
θk(t)− Φ(t)

2

)
=

1− ρ(t)

1 + ρ(t)
tan

(
ψk −Ψ(t)

2

)
; k = 1, 2, . . . , N, (4)

给出 (1)-(2) 的几乎任何解决方案 (θk)，以 N 常数 ({ψk} , k = 1, 2, . . . , N) 和三个变量 (ρ,Φ 和 Ψ ) 计算，其
中这些变量满足 ODEs

dρ

dt
=

1− ρ2

2
Re

[
He−iΦ

]
, (5)

dΦ

dt
= ω +

1 + ρ2

2ρ
Im

[
He−iΦ

]
, (6)

dΨ

dt
=

1− ρ2

2ρ
Im

[
He−iΦ

]
. (7)

因此，虽然（对于给定的初始条件）（1）（2）的解似乎有可能探索由 θk 的 N 值描述的全部 N 维相空间，但

该解实际上被限制在一个坐标为 ρ、Φ 和 Ψ 的三维流形上。这个流形上的动力将取决于常数 {ψk} 的值。
有 N 变量 {θk}，N 常数 {ψk} 和三个变量 ρ，Φ 和 Ψ。因此，我们需要指定三个约束条件，以便在 {θi}

和 {ψk, ρ,Φ,Ψ} 之间有一个唯一的关系，以确定初始条件，例如。一种方法是设置 ρ(0) = Φ(0) = Ψ(0) = 0，

这样 {ψk} = θk(0)。然后用 ρ(0) = Φ(0) = Ψ(0) = 0 整合 (5)-(7)，用 ρ(t),Φ(t) 和 Ψ(t) 的解来重建 {θk(t)}，
使用 (4)。这里，约束条件是 ρ(0),Φ(0) 和 Ψ(0)。另一组经常使用的约束是 [28]

N∑
k=1

eiψk = 0; Re
[
N∑
k=1

e2iψk

]
= 0 (8)

考虑到 N 初始值 θk(0)，通常可以唯一地确定 ρ(0)、Φ(0)、Ψ(0) 和 {ψk} 的值，使 (4) 和 (8) 都成立 [9]。”
通常” 是指少于一半的神经元具有完全相同的状态的解决方案。这就排除了完全同步，而完全同步往往是人们
感兴趣的状态；然而，我们可以通过简单考虑一个自我耦合的神经元的行为来理解完全同步的状态。除非另有

说明，我们将使用（8）。
为了使用 (5)-(7)，我们需要用新的变量和常量 {ψk} 来表示 I(因此 H 和 H)。现在 [28]

I = 3/2− 1

N

N∑
j=1

(
eiθj + e−iθj

)
+

1

4N

N∑
j=1

[(
eiθj

)2
+
(
e−iθj

)2] (9)

= 3/2− (zγ + z̄γ̄) +
(
z2γ2 + z̄2γ2

)
/4, (10)

上面的横杠表示复共轭，z = ρeiΦ，

γ =
1

N

N∑
k=1

1 + |z|−2z̄ei(ψk+Φ−ψ)

1 + z̄ei(ψk+Φ−ψ) =
1

Nρ

N∑
k=1

ρ+ ei(ψk−ψ)

1 + ρei(ψk−ψ)
(11)

和

γ2 =
1

N

N∑
k=1

(
1 + |z|−2z̄ei(ψk+Φ−ψ)

1 + z̄ei(ψk+Φ−ψ)

)2

=
1

Nρ2

N∑
k=1

(
ρ+ ei(ψk−ψ)

1 + ρei(ψk−ψ)

)2

. (12)
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我们定义

Cn =
1

N

N∑
k=1

einψk (13)

并看到 C0 = 1，并且从 (8)，C1 = 0。使用 [1 + ρei(ψk−ψ)
]−1
的序列展开，我们可以写在一般情况下

γ = 1 +
(
1− 1/ρ2

) ∞∑
n=2

Cn
(
−ρe−iψ

)n (14)

对于 ψk = 2πk/N 的特殊情况，即等间距 ψk�CN = 0，除非 N 是 N 的倍数，当它等于 1 时。则 (14) 是一个
几何级数

γ = 1 +
(1− 1/ρ2)

(
−ρe−iΨ

)N
1− (−ρe−iΨ)N

(15)

(请注意，在 [17,21] 中给出的表达式是错误的).
一般情况下，

γ2 =
∞∑
n=0

(n+ 1)
(
−ρe−iΨ

)n [
Cn +

2e−iΨ

ρ
Cn+1 +

e−2iψ

ρ2
Cn+2

]
(16)

For evenly-spaced ψk,

γ2 =
∞∑
k=0

(Nk + 1)
(
−ρe−iΨ

)Nk
+

∞∑
k=1

Nk
2e−iΨ

ρ

(
−ρe−iΨ

)Nk−1
+

∞∑
k=1

(Nk − 1)
e−2iΨ

ρ2
(
−ρe−iΨ

)Nk−2 (17)

= N
∞∑
k=1

k
(
−ρe−iΨ

)Nk
+

∞∑
k=0

(
−ρe−iΨ

)Nk− 2N

ρ2

∞∑
k=1

k
(
−ρe−iΨ

)Nk
+
N

ρ4

∞∑
k=1

k
(
−ρe−iΨ

)Nk− 1

ρ4

∞∑
k=1

(
−ρe−iΨ

)Nk
(18)

= 1 +
(1− 1/ρ4)

(
−ρe−iΨ

)N
1− (−ρe−iΨ)N

+N
(1− 1/ρ2)

2 (−ρe−iΨ)N[
1− (−ρe−iΨ)N

]2 (19)

无论 ψk 如何，如果 ρ = 1，那么 γ = γ2 = 1。如果 ρ < 1 和 {ψk} 是均匀分布的，那么当 N → ∞ 时，
我们看到 γ → 1 和 γ2 → 1。在这些情况下，(γ = γ2 = 1)，I 变得与 Ψ 无关，(5) 和 (6) 与 (7) 解耦，即动力
学变成二维的。

当 N = ∞ 时，对 (1)-(2) 的动力学的另一种描述是通过写支配 θs, p(θ, t) 的概率密度演化的连续性方
程 [26]。然后，我们可以使用 Ott/Antonsen（OA）定理 [29,30]，将这个演化方程的动态变化简化为阶次参数
z ≡ int2π0 p(θ, t)e

iθdθ 的单一复杂方程：

dz

dt
= i(η + kI)(1 + z)2/2− i(1− z)2/2 = iωz +H/2− H̄z2/2 (20)

其中 ω 和 H 同上，I = 3/2 − (z + z̄) + (z2 + z̄2) /4。将 z = ρeiϕ 代入 (20)，并取实部和虚部，我们可以得
到 (5) 和 (6)。因此，OA 定理对应于 WS 定理的一个特例：当 N = ∞ 和常数 {ψk} 均匀地分布在 [0, 2π][28]
时。请注意，虽然 OA 定理给出了所有 p(θ, t) 空间的不变流形上的动力学，但如果神经元是相同的，流形不

是吸引的，因此全部动力学不是由（20）给出的，必须用 WS 定理 [17,28] 来描述。
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2.2 Infinite N , Equally-Spaced Constants

我们现在考虑 N = ∞，密度为 ψk 的情况。因此我们感兴趣的是 (20) 的解，写成

dz

dt
= i(η + κI + 1)z + i(η + κI − 1)

(
1 + z2

)
/2, (21)

其中

I = 3/2− (z + z̄) +
(
z2 + z̄2

)
/4. (22)

注意 (21)-(22) 在 (z, t) 7→ (z̄� − t) 下是不变的，即在实轴上的同时反射和时间的反转。这对可能的动力学有

重大影响。

2.2.1 Excitatory Coupling

首先考虑 κ = 1。通过在（5）中设置 dρ/dt = 0，并回顾 H 是虚数，我们发现（21）-（22）的两种固定
点。(i) ρ = 1 的固定点和 (ii) Φ = 0 的固定点。从 (6) 中，那些 ρ = 1 的固定点满足

0 = ω + Im
[
He−iΦ

]
= η + κI + 1 + (η + κI − 1) cosΦ, (23)

其中

I = 3/2− 2 cosΦ+ cos(2Φ)/2. (24)

这些解如图 1(a) 所示。注意，这些解可以直接从 (1)-(2) 中找到。对于相同的神经元，ρ = 1 对应于全锁，因

此所有 θi 都等于 Φ，一个简单的三角恒等式从 (2) 得到 (24)。

类型 (ii) 具有 Φ = 0 的解有 z = ρ。从 (6) 开始，它们满足

0 = ω +
1 + ρ2

2ρ
Im[H] = η + κI + 1 +

1 + ρ2

2ρ
(η + κI − 1), (25)

其中 I = 3/2− 2ρ+ ρ2/2。这些解 (由于物理原因限制为 −1 ≤ ρ ≤ 1) 如图 1(b) 所示。当 η 增加 (η 为负值)
时，在鞍节点分叉中创建两个解决方案。一个是特征值和为零的鞍，另一个是纯虚特征值的焦点; 这些性质源
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于系统 [31] 的可逆性。这些不动点对应于伸展状态，在这种状态下，所有神经元都遵循相同的轨迹，但在时
间上彼此之间的位移相等，这样，像 z 这样的平均量是常数 [9,32,33]。请注意，图 1(a) 所示的解与图 1(b) 中
的鞍解在 (η, z) = (0, 1) 处发生碰撞。

η = 0.5 时的解和固定点的选择如图 2(A) 所示。我们看到，对于这些参数值，初始条件要么倾向于稳定
的下半平面不动点 (即静止)，要么 (如果它们位于鞍点不动点的同宿轨道所包围的区域) 遵循连续的周期轨道
族之一。对于 η > 0，唯一剩下的不动点是焦点，相空间 (ρ ≤ 1) 充满了连续的周期轨道族 (见图 2(b))，这也
是由于系统的可逆性。

2.2.2 Inhibitory Coupling

现在考虑 κ = 0.5，与兴奋耦合一样，存在不动点 ρ = 1，由 (23)(24) 给出，如图 3(a) 所示。η > 0 时，还

存在一个焦点固定点 (呈展开状态)，如图 3(b) 所示。这个不动点周围是一个连续的周期轨道，如图 2(b) 所
示。(注意，对于强抑制，即 κ 大且为负，图 3(a) 所示的情况可能变得更加复杂，具有多个稳定不动点。这是
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由于 (2) 中的脉冲宽度有限，当脉冲变窄时，多稳定性区域消失了。

综上所述，(21)(22) 的动力学由于其可逆性质是非一般的，这可能导致连续族的中立稳定周期轨道的存
在。

2.3 有限 N，等间距常数

我们现在考虑有限 N 但具有等距 {ψk} 的情况。因此我们考虑 (5)-(7)，其中 I 通过 γ 和 γ2 依赖于 Ψ。

首先我们指出这个系统在转换 (ρ,Φ,Ψ, t) 下的可逆性映射为 (ρ,−Φ,−Ψ,−t)。这个变换交换产物 zγ 和 z̄γ̄，

和 z2γ2 及其共轭物。这使得 I(以及 ω 和 H) 保持不变。记住 H 是虚的，我们看到这个变换使 (5)-(7) 保持
不变，即它们是可逆的。.

2.3.1 Fixed Points

类型 (i) ρ = 1的不动点持续存在，独立于 N，因为这些解决方案有 γ = γ2 = 1。Φ的值通过求解 (23)-(24)
得到。然而，这些不动点有 dΨ 的任意值，因为 dΨ/dt = 0。关于类型 (ii) 为 N = ∞ 存在的固定点，如第
2.2.1 节所分析的，它们具有常数和一般非零 dΨ/dt。因此，对于有限的 N，我们期望它们以随时间变化的轨

道出现，ρ 和 Φ 的波动幅度在 N∞ 时趋于零。为了理解这一点，假设 ρ 是一个常数。那么 γ 和 γ2 将有 N

的振荡周期，因为 Ψ 经历了一个振荡周期。因此 I，ω 和 H 在 Ψ 的周期内都有 N 的振荡，ρ 和 Φ 也是如

此。因此，对于无限 N 存在的类型 (ii) 不动点对于有限 N 将出现为准周期轨道，其中 ρ 和 Φ 在 Ψ 中每一

次完整旋转都经历 N 振荡。图 4 中显示了 N = 4 的例子，其中 Ψ 从 π 减少到 −π。
这类周期轨道的振幅以指数形式趋近于零; 参见图 5。即使 N 在物理上是一个整数，γ 和 γ2 的表达式并

不要求它是这样的。因此，我们可以，例如，继续如图 1(b) 所示的鞍节点分岔作为连续参数 N 的函数。结果

如图 6 所示，其中我们还显示了整数 N 处的插值值。有趣的是，当曲线振荡时，整数 N 处的值是单调的。

对于原系统 (1)(2)，图 4 所示周期轨道对应于一个所有 Floquet 乘子的星等都为 1 的周期轨道，即完全
中立稳定。其中两个乘数是复共轭对，对应于图 2 所示的旋转，而其余的 N − 2 个等于 1。
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2.3.2 Other Orbits

考虑存在于无限- N 情况下的周期轨道的连续族，当 K = 1 和 η 充分正时 (见图 2(b))。这些轨道似乎是
一组连续的准周期轨道。其中一些在图 7 中显示，当 α ≡ Φ−Ψ 增加到 2π 的倍数时，我们画出 z 的值。

现在考虑 κ = −0.5 的情况。这种情况下的动态似乎要复杂得多。图 8 中显示了一个 η = 0.6 的例子。对

于某些初始条件，动力学似乎是准周期的，而对于其他条件，轨道似乎是混沌的 (如正李亚普诺夫指数所示，
未显示)。这种准周期和混沌行为的混合物在可逆系统 [34]中已经观察到，包括约瑟夫逊结电阻加载系列阵列，
也使用WS ansatz[22] 进行了研究。这个系统的总体趋势是，随着 η 的增加，动态变得更有规律。我们将对这

一动力学的研究留待以后发表。
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2.4 Finite N , Non-Uniform ψk

现在考虑非均匀间隔的常数 ψk。我们遵循 [28]，将这些值沿两条弧线分布，每条弧线的长度为 qπ，其中

0 < q ≤ 1 是一个参数。选择 N 为偶数，我们有 ψk = (1− q)π/2− qπ/N + 2πqk/N，对于 k = 1, 2, . . . , N/2，

ψk = (3− q)π/2− qπ/N +2πqk/N，对于 k = N/2+1, 2, . . . , N。对于 q = 1，这是一个均匀分布，而当 q → 0

时，分布趋向于两点 ±π/2。如图 9所示，图 1(b)所示的鞍节点分叉作为函数 q 移动。在 κ < 0的情况下改变

q 也会得到各种不同的动力学，如图 10 所示。这里我们看到准周期性和更复杂的行为的混合，如图 8 所示。

2.5 Summary

总之，对于这里所研究的瞬时突触形式，在无穷大的 N 均匀分布的 ψk 情况下，可能存在连续的周期性

轨道族（对于驱动 η > 0 和对于某些 η < 0，如果 κ > 0）。这是由于 (21)-(22) 的可逆性造成的。对于有限
N，其中一些轨道成为准周期性的，一些初始条件显示出准周期性或更复杂类型的行为。这种类型的网络可以

被认为有两个退化的来源：即使常数 {ψk} 是固定的，取决于参数，也可能有连续的中性稳定的周期性或准周
期性轨道家族。选择不同的WS 变量 ρ,Φ 和 ψ 的初始条件可以选择这些轨道。其次，即使对于固定的WS 变
量的初始条件，也有许多连续的轨道系列可以通过改变 {ψk} 而得到。
请注意，如果系统是双稳态的（对于兴奋性耦合和足够小的负驱动 η），那么即使对于 ρ、Ψ 和 Φ 的固定

初始值，改变 N（对于均匀间隔的常数 ψk）或 ψk 的分布（对于固定的 N）也会导致非常不同的结果，因为

这些变化可以使系统从一个吸引盆地转移到另一个吸引盆地。

3 突触动力学 [Synaptic Dynamics]

我们现在考虑加入一些突触处理，这相当于延迟突触输入，仍然以当前输入的形式。因此，我们用

τ
dI

dt
= u− I (26)

其中

u =
1

N

N∑
j=1

(1− cos θj)2 . (27)
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神经元网络仍然由 (5)-(7) 描述，但增加了

τ
dI

dt
= 3/2− (zγ + z̄γ̄) +

(
z2γ2 + z̄2γ2

)
/4− I, (28)

其中 z, γ 和 γ/2 与第 2.1 节中一样。

3.1 Infinite N , Equally Spaced Constants

重复分析，在第 2.1 节，我们现在有
dz

dt
= i(η + κI + 1)z + i(η + κI − 1)

(
1 + z2

)
/2 (29)

τ
dI

dt
= 3/2− (z + z̄) +

(
z2 + z̄2

)
/4− I (30)

这对方程的不动点与 (21)(22) 的不动点相同，但其中一些方程的稳定性发生了变化。图 1(a) 所示类型 (i) 的
不动点获得另一个负特征值。图 1(b) 中的焦点固定点变得稳定，而图中的鞍点仍然是一个鞍点，但有两个稳
定的方向。图 2 中两个面板所示的周期解的连续体被破坏，系统有一个或两个稳定的不动点 (在 η < 0 的双

稳区域但不太负)。就吸引子而言，(29)(30) 显示了人们对兴奋性自耦合网络的期望。对于大的负驱动，我们
有稳定的静止状态; 对于小的负驱动，我们有静止状态和主动展开状态之间的双稳态；对于正驱动，我们有稳
定的展开状态。

对于抑制性耦合的情况，图 3(a) 所示的 (i) 型固定点获得了另一个负的特征值（与兴奋性耦合一样）。图
3(b) 中的焦点固定点现在有一个稳定的方向和两个不稳定的方向。在第 2.2.2 节中提到的 η > 0 的连续周期

轨道现在被 ρ = 1 的单一稳定周期轨道所取代。如图 11 所示，这个轨道的频率随着 � 的增加而从零增加。

3.2 Finite N , Equally Spaced Constants

正如在瞬时突触的情况下发现的那样，ρ = 1 的解不受这种变化的影响。然而，对于 κ = 1，存在于 η > 0

和 N = ∞ 的稳定固定点现在有小幅度的振荡，如 2.3.1 节所讨论的。正如在图 5 中看到的那样，这些振荡
的大小随着 N 呈指数级衰减。与第 2.3.1 节中讨论的情况的唯一区别是，这个低振幅的周期性轨道是稳定的，
而第 2.3.1 节中讨论的情况是中性稳定的。

3.3 Finite N , Unequally Spaced Constants

在这里，我们按照第 2.4 节的方法分配常数 ψk，并研究改变 q 对存在于 κ = 1，η = 1，τ = 1 的稳定周

期轨道的 ρ 的振幅的影响。结果显示在图 12 中。对于 q=1，我们之前看到，随着 N 的增加，振荡的振幅指
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数地衰减到零。然而，对于 q�1，振幅总是有限的，并且随着 N 的增加有一个极限值。当 q 为 0 时，振幅增
加，N 的值变得不太重要。这可以通过检查系数 Cn（13）看出。对于 q = 0，ψk 的前 N/2 等于 π/2，而后

N/2 等于 π/2。将此插入 (13)，我们发现对于奇数，Cn = 0，C2n = (1)n，与 N 无关。

3.4 总结

总而言之，添加本节所研究的这种形式的突触动力学破坏了 (21) 的可逆性，从而破坏了该方程解的非一
般行为。就吸引子而言，(29)-(30) 显示了人们对自耦合网络的期望。有有限 N 的唯一影响是在稳定展开态上

加上小的波动。

然而，在完整的网络 (1)-(2)中，在 (29)-(30)的展开状态附近仍然可以有连续的吸引周期性轨道族，它们的
初始条件不同，因此它们的 {ψk}也不同。理解这一点的方法是想象挑选 {θi(0)}。通过 (4)，设置 ρ = Ψ = Φ = 0

得到 {ψk}，现在是固定的。(这些 {ψk}通常不满足 (8)。)我们可以用这些 {ψk}和基本上是任意的 ρ(0)，Ψ(0)，

Φ(0) 和 I(0) 整合 (5)(7) 和 (28)，由于 κ 和 η 都是正的，这个系统将只有一个吸引点。在这个吸引子上，动

力学将由 {ψk} 决定。因此，不同的 {θi(0)} 初始条件会产生不同的吸引子。这些轨道有 N − 2 个 Floquet 乘
数，其中 1 和 3 个乘数的大小都小于 1。这三个与 (29)-(30) 的展开状态固定点的稳定性有关。

4 Other Similar Models

在本节中，我们讨论几个相似的模型，并考虑相同振子的情况。

4.1 Gap Junction Coupling

在这里，我们考虑一个全对全间隙连接耦合的 θ 神经元网络。Laing[25] 用一个神经元和一个二次积分-放
电神经元 [35] 的等价性表明，由 N 个相同间隙连接耦合的神经元组成的网络可表示为

dθj
dt

= 1− cos θj − g sin θj + (1 + cos θj) (I + gQ) (31)
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其中 g 是耦合的强度，I 是一个常量输入，并且

Q =
1

N

N∑
k=1

sin θk
1 + cos θk + ϵ

(32)

其中 0 < ϵ� 1。我们可以把（31）写成
dθj
dt

= ω + Im
[
He−iθj

]
, (33)

其中 ω = 1+ I + gQ，H = g + i�I + gQ− 1�。因此，(31) 的解可以由三个 ODEs(5)-(7) 以及上述 ω 和 H 的

定义来描述。延伸 Laing[25] 的结果，我们发现

Q =
∞∑
m=1

bmγmz
m + c.c., (34)

其中 z = eiΦ，“c.c.”表示前一项的共轭复数

bm =
i (rm+1 − rm−1)

2(r + 1 + ϵ)
(35)

r ≡
√
2ϵ+ ϵ2 − 1− ϵ 和

γm ≡ 1

N

N∑
k=1

(
1 + |z|−2z̄ei(ψk+Φ−ψ)

1 + z̄ei(ψk+Φ−ψ)

)m
. (36)

对于 N = ∞ 和等间距的 ψk，可以显示 [28] 所有的 γm = 1，因此 (5)(6) 足以描述这个系统。复杂形式的
(5)-(6) 为

dz

dt
= i(1 + I + gQ)z + [g + i(I + gQ− 1)]/2− [g − i(I + gQ− 1)]z2/2. (37)

请注意，与 (21)-(22) 不同，如果 g > 0，方程 (37) 与 (34) 在 (z, t) 映射到 (z̄,−t) 下是不不变的。与突触耦合
网络类似，（37）有两个固定点，I < 0 时 ρ = 1（这些对应于所有神经元状态相等）。从 (5)-(6) 中，它们满足

0 = I + gQ+ 1 + (I + gQ− 1) cosΦ− g sinΦ, (38)

也可以直接由 (31) 推导。这些固定点如图 13(b) 所示。

对于大的和负的 I，ρ = 1的固定点是一个源点和一个汇点，存在另一个 ρ > 1的非物理鞍点（图 13（a））。
随着 I 的增加，非物理解涉及到一个跨临界分岔，其来源固定点为 ρ = 1，并进入单位圆。当 I 增加到零时，

同步固定点在不变量圆上的鞍节点（SNIC）分岔中被破坏，导致 ρ = 1 的同步振荡，源固定点在单位圆内。
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这个系统唯一的吸引点是 ρ = 1，对于这些吸引点，很明显，对于有限的 N 和任何 ψk，所有的 γm = 1，

因此在这种情况下它们的动力学仍然由（37）描述。然而，ρ < 1 的解决方案（没有一个是吸引的）将由（5）
-（7）描述，它们的动力学将取决于 N 和 ψk 的分布。

4.2 Conductance Dynamics

Coombes 和 Byrne[36] 考虑了一个模型，在这个模型中，突触输入以电流的形式存在，电流等于电导和
二次积分-放电神经元的电压与反转电位之差的乘积。他们模型的一个特殊情况可以写成如下

dθj
dt

= 1− cos θj + (1 + cos θj) [η + g(t)Vsyn]− g(t) sin θj (39)

其中 η 是一个恒定的驱动器，Vsyn 是反转电位 (兴奋性耦合为正，抑制耦合为负)，并且

g(t) =
2k

N

N∑
j=1

δ (θj(t)− π) , (40)

其中 k 是耦合强度 (0 < k)，δ 是狄拉克函数。方程（39）可以写成如下

dθj
dt

= ω + Im
[
He−iθj

]
, (41)

其中 ω = 1+η+gVsyn 和 H = g+i (η + gVsyn − 1)。因此，如第 4.1节所述，(39)的解可以由三个 ODEs(5)-(7)
描述，并有 ω 和 H 的这些定义。我们有

g = κ

[
1 +

∞∑
m=1

(−z)mγm + c.c.

]
(42)

其中 z = ρeiΦ，κ = k/π，γm 在（36）中给出。对于无限的 N 和等距的 ψk，系统的描述为

dz

dt
= i (1 + η + gVsyn) z + [g + i (η + gVsyn − 1)] /2− [g − i (η + gVsyn − 1)] z2/2, (43)

其中所有 γm = 1。同步固定点有 ρ = 1 和 g = 0，因此满足 0 = 1 + η + (η − 1) cosΦ，我们可以直接从（39）
得到。这些固定点只存在于 η ≤ 0。

对于兴奋性耦合（Vsyn = 2, κ = 1 ），固定点在性质上与图 1 相同，尽管 ρ 6= 0 的一对不具有 Φ = 0。这

对固定点（类似于图 1(b) 中的固定点）是一个稳定的焦点和一个马鞍，就像在第 3.1 节中一样。3.1，导致了
一个双稳态区域。对于抑制性耦合 (Vsyn = −2, κ = 1)，固定点在性质上与图 3 相同；不过，η > 0 的固定点

没有 Φ = 0，它是一个稳定的焦点。

我们注意到这个模型不具有第二节中所述的可逆性，因此没有看到任何非一般性的行为。对有限 N 的模

型分析应该与第 3 节相似，但我们在这里没有给出结果。

4.3 Winfree Model

N 脉冲耦合振荡器的 Winfree 模型可追溯到 1967 年 [37-39]，它是为相同的振荡器编写的

dθi
dt

= Ω+ ε
Q (θi)

N

N∑
j=1

P (θj) (44)
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其中我们选择 Q(θ) = sinβ−sin(θ+β)和 P (θ) = an(1+cos θ)n 其中 an 是一个常数，使得 int2π0 P (θ)dθ = 2π。

函数 Q 是振荡器的相位响应曲线，可以通过实验测量或从模型神经元中确定 [40]，而 P (θ) 是状态为 θ 的神

经元发出的脉冲信号。我们可以把（44）写成
dθi
dt

= ω + Im
[
He−iθi

]
, (45)

其中 ω = Ω+ εσh 且 H = εe−iβh 和

h =
1

N

N∑
j=1

P (θj) . (46)

因此，(44) 的解可以由三个 ode(5)-(7) 描述，具有上述 ω 和 H 的定义。具体来说，选择 n = 2，在这种情况

下

h = 1 + 2(zγ + z̄γ̄)/3 +
(
z2γ2 + z̄2γ2

)
/6, (47)

其中 z = ρeiΦ 和 γ 和 γ2 在 (11)-(12) 中给出。对于 θ 神经元网络，在 N = ∞ 和等间距 ψk 的情况下，

γ = γ2 = 1 和 (7) 与 (5)-(6) 解耦，对于这个系统是

dρ

dt
= εh

(
1− ρ2

2

)
cos(Φ + β), (48)

dΦ

dt
= 1 + εh

[
sinβ −

(
1 + ρ2

2ρ

)
sin(Φ + β)

]
(49)

其中我们重新调整了时间，使 Ω = 1，并且 h = 1 + (4ρ/3) cosΦ + (ρ2/3) × cos(2Φ)。公式 (48)-(49) 是 [37]
中的公式 (12a) 和 (12b)，一旦考虑到相同的振荡器。方程（48）-（49）有两种类型的固定点：（i）一种是
Φ = π/2− β，ρ 满足

0 = 1 + ε
[
1 + (4ρ/3) sinβ −

(
ρ2/3

)
cos(2β)

] [
sinβ −

(
1 + ρ2

)
/(2ρ)

]
(50)

并且 (ii) 满足 ρ = 1(锁定状态) 的最大值为 2

0 = 1 + ε[1 + (4/3) cosΦ+ (1/3) cos(2Φ)][sinβ − sin(Φ + β)] (51)

这些不动点及其稳定性在图 14 中显示为 ε 对于 β = 0.1 的函数。对于小的 ε，唯一的吸引子是对应于同步振

荡的周期轨道 ρ = 1。随着 ε的增加，在不变圆 (SNIC)上存在一个鞍节点分岔，破坏了周期轨道，导致 (ii)型
不动点的产生，其中一个是稳定的。当 ε 进一步增加时，类型 (i) 固定点经历一个跨临界分叉，鞍点在 ρ = 1

上，并离开单位圆，因此成为非物理的。这个分岔序列发生在所有 0 ≤ β < π/2 上。注意这种情况与第 4.1 节
中缝隙连接耦合神经元的相似之处: 两者在圆 ρ = 1 上都有 SNIC 分叉，当另一个不动点离开单位圆时，鞍点
就成为了一个源。

正如在第 4.1 节中的情况，由于唯一的吸引子有 ρ = 1，这些将对有限的 N 和任何 ψk 保持不变，因为 γ

和 γ2 在这种情况下都等于 1。

4.4 QIF Neurons

神经元和二次积分-激发 (QIF) 神经元之间的对应关系是众所周知的 [11,25,41]。因此，在相同的 theta 神
经元网络中看到的一些退化行为也应该出现在相同的 QIF 神经元 [32] 的全对全耦合网络中。考虑 [41]

dVi
dt

= V 2
i + I0 + Jr(t) (52)
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对于 i = 1, 2, . . . , N，当 Vi = ∞(即神经元 i 触发) 时，Vi 被设为 −∞。其中 I0 为常数，J 为神经元之间的

耦合强度，且 r(t) 是网络启动的速率：

r(t) =
1

N

N∑
j=1

∑
k

δ
(
t− tkj

)
, (53)

其中 tkj 是 j 第一个神经元的 k 第一次放电时间，对 k 的求和仅仅是对过去放电时间的求和。使用转换

Vj = tan (θj/2)，(52) 变成
dθj
dt

= 1− cos θj + (1 + cos θj) (I0 + Jr) , (54)

因此，在无限 N 和等间距常数 ψk 的假设下，(54) 的动力学由

dz

dt
= i (I0 + Jr + 1) z + i (I0 + Jr − 1)

(
1 + z2

)
/2 (55)

(见 (21))。作者 [41] 显示了这种定义
w =

1− z̄

1 + z̄
(56)

可得式 (55)
dw

dt
= i (I0 + Jr)− iw2 (57)

w 的实部除以 π 即为放电率 r，而 w 的虚部则为原始网络 (52) 中电压 Vi 的平均值。因此写 w = πr + iV̂，

(57) 可以写成两个实方程
dr

dt
= 2rV̂ (58)

dV̂

dt
= V̂ 2 + I0 + Jr − π2r2. (59)

注意可逆性：(V̂ , t) 7→ (−V̂ ,−t)。一旦考虑到相同的神经元，方程（58）-（59）与 [41] 中的方程（12a）和
（12b）相同。方程（58）（59）将描述（52）在极限 N → ∞，以及当常数 ψk 等距时的动态。现在我们简要讨

论一下（52）的初始条件及其与 ψk 的关系。利用（4）和 Vk = tan (θk/2)，我们有

Vk = tan
{
Φ

2
+ tan−1

[
1− ρ

1 + ρ
tan

(
ψk −Ψ

2

)]}
. (60)

等距的 ψk 意味着 ψk = 2πk/N, k = 1, 2, . . . , N，由于 tan 是周期性的，周期为 π，我们看到在极限 N → ∞，
Ψ 的值在确定 Vk 时变得不重要。(我们希望如此，因为在这种情况下，我们已经多次看到 (5)(6) 与 (7) 解耦)。
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对于有限的 N，我们将设置 Ψ = 0，并将 Vk 初始化为

Vk(0) = tan
{
Φ

2
+ tan−1

[
1− ρ

1 + ρ
tan

(
πk

N

)]}
(61)

改变 Φ 和 ρ 对应于通过 (52) 的初始条件的双参数族，在限制 N → ∞ 中，对应于改变 (58)-(59) 的初始条件。
我们实现了 (52)，就像在 [41] 中一样，但是有 N = 1000 和相同的神经元。设定 I0 = 0.2, J = 0.1，并使

用三种不同的 Φ 和 ρ 值来初始化 Vk，我们得到了图 15（a）中的结果。(平均电压和发射率都通过与标准偏
差为 0.07 美元的高斯函数进行卷积平滑)。我们看到连续的周期性轨道家族中的三个。它们与 (58)-(59) 的数
值模拟非常吻合（未显示），尽管 (58)-(59) 只在极限 N → ∞ 下有效。相反，如果我们在选择 Vk(0) 时不使用

(61)，例如从单位正态分布中随机抽取，我们会得到图 15(b) 的结果。该解是准周期性的，显然不是由一个平
面系统描述的。为了理解这一点，考虑用 θk(0) = 2 tan−1 (Vk(0)) 的变换（4）。对于大的 N，通常不可能选择

Φ(0)，Ψ(0) 和 ρ(0) 使 ψk 均匀分布。因此，系统必须由三个形式为 (5)-(7) 的耦合方程来描述，即使在极限
N → ∞，由于 ψk 分布的不均匀性，也不会还原成一个平面系统。

请注意，虽然 (52) 是由瞬时速率 r 驱动的突触，但网络 (1) 是由 (2) 中脉冲样函数的平均值驱动的。然
而，用 an(1− cos θ)n 代替 (2) 中的 (1− cos θ)n，其中 an 的选择是使这个函数在 [0, 2π] 上的积分与 n 无关。

并取极限 n→ ∞，我们可以得到一个与 (53)[24,36] 中 δ 函数的速率相等的驱动力（最多有一个比例因子）。

5 讨论与结论 [Discussion and Conclusion]

总之，我们研究了相同的全对全耦合 � 神经元的有限和无限网络，包括瞬时和延迟的突触相互作用，以及
几个相关的模型（间隙连接耦合 � 神经元，具有传导动力学的 � 神经元，Winfree 振荡器和二次积分-发射神经
元）。对于所有的模型，WS 定理给出了一个由三个 ODE 和一组常数组成的模型的简化描述。在保持 WS 变
量的初始条件固定的情况下，改变这些常数可以在原始模型中得到不同的动态，因此，有一个连续的此类解决

方案。对于瞬时突触，即使保持常数不变，也可能有许多解决方案，这是因为 WS 变量的动态可逆性，或许
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多准周期性轨道的共存。只有这种情况，即瞬时突触，似乎是非一般性的。增加突触处理会破坏这种可逆性，

而其他模型（间隙连接的 � 神经元、具有传导动力学的 � 神经元或 Winfree 振荡器）都没有这种可逆性。
我们考虑了相同的正弦耦合振荡器，对于这些振荡器，WS定理 [9]以三个 ODE（5）（7）的形式给出了正确

的描述，同时还有常数 {ψk}。这是一种理想化，所以我们应该讨论非同质振荡器的情况。对于无限多的非同一
振荡器，我们可以考虑支配相位概率密度演变的连续性方程 [9, 26, 29]。其解决方案衰减到 Ott/Antonsen（OA）
流形上，在此流形上可以用 OA定理找到它们的动态 [24 26, 29, 30, 37, 42, 43]。OA方程比Watanabe/Strogatz
方程更简单：当每个神经元的 �值不同时，只需要一对实数方程来描述（1）（2），例如，而不是（5）（7）和 {ψk}。(尽
管我们必须取 N → ∞，它们才会有效)。OA 方程通常具有双曲和孤立的固定点，与使用Watanabe/Strogatz
定理得到的方程不同，可以通过改变 {ψk} 之一来扰动到附近的类似状态，比如说。然而，仍有一个空白：是
否有适用于非相同正弦耦合振荡器的有限网络的降维方法？关于这个方向的想法，见 [44]。另一种方法是 [28]，
他们考虑了一些子群，每个子群都有相同的振荡器，尽管子群之间的参数是不同的，而 WS 定理可以应用于
每个子群。

使用这里提出的想法，可以进行几个扩展。第一个是网络的时间依赖性强迫 [45]。只要每个神经元经历相
同的力，WS 定理就会适用。第二种是每个神经元接受共同的噪声 [46, 47]。同样，WS 定理也适用。我们还
可以考虑在突触处理中引入一个离散的延迟，即用 I(t − τ) 代替 (1) 中的 I(t)，因为某些延迟 τ > 0。另一

个扩展涉及研究一对神经元群体，一个是兴奋性的，一个是抑制性的 [41]。耦合这些神经元可能会导致 PING
节律 [48]，如果每个群体中的神经元是相同的，那么耦合的网络可能会显示出有趣的动态。
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