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摘要【ABSTRACT】

当一个振子群中的振子同步而另一个振子群是异步时，嵌合体 (Chimeras) 就发生在两个耦合振子群的
网络中。我们考虑平面振子网络中这种形式的嵌合体，其与振子动力学有关的参数是从均匀分布 (uniform
distribution) 中随机选取的。该方法在 [C.R.Laing, Physical Review E, 100,042211, 2019]，研究了相同振子，
用于研究这些异质网络在无限个振子的极限下嵌合体的存在性和稳定性。在所有情况下，使振子更加异构会

破坏鞍节点分岔中的稳定嵌合体。这些结果有助于我们理解一般振荡网络中的嵌合体对异质性的鲁棒性。

Keywords: Chimera states, Coupled oscillators, Bifurcations, Collective behavior in net-
works, Synchrony
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1 引言【INTRODUCTION】

嵌合体状态出现在耦合振荡器网络中，其特征是同时存在一组同步振荡器和异步振荡器 [1,2]。它们已经
在具有非局部耦合的一维 [3,4]和二维 [5,6]域中被观察到，也被观察到由两个集群组成的网络，它们在一个集
群中具有强耦合，而它们之间的耦合较弱 [7-9]。振荡器的类型有很多种，最常见的是相位振荡器 [10]，其他的
包括 Stuart-Landau 振荡器 [11]，van der Pol 振荡器 [4,12]，带有惯性的振荡器 [13,14] 和神经模型 [15-17]。
许多关于嵌合体的研究只报告了数值求解一系列描述网络行为的常微分方程 (ODE) 的结果。这样的模拟

只持续了一段时间，所以所看到的结果实际上可能是长时间瞬态的一部分 [18]。对于有限网络，存在有限大小
效应的问题，例如正 Lyapunov 指数，随着网络大小的增加趋于零 [2] 或嵌合体的有限寿命 [19]。也许最重要
的是，这种模拟无法检测到不稳定状态，因此通常不清楚当参数发生变化时，稳定嵌合体会发生什么，而不是

它不再存在。

关于嵌合体存在的早期结果使用了自一致性方法 [10,11,20,21]，但这并没有提供关于解稳定性的信息。使
用 Ott/Antonsen ansatz[22,23] 已经取得了很大的进展，因为它给出了感兴趣的量的演化方程，但它的使用
仅限于通过相位差的正弦函数耦合的相位振荡器网络 [2,7,24]。Laing[11] 利用自一致性研究了两个由复变量
描述的 Stuart-Landau 振子群网络中嵌合体的存在性。这后来被推广到 [25]，使用来自 [26] 的技术来确定这
些嵌合体的稳定性，并研究了另外三种类型振荡器 (带惯量的 Kuramoto、FitzHugh-Nagumo 振荡器、延迟
Stuart-Landau 振荡器) 中的嵌合体网络。

[25] 中的方法是认识到，一个群体中的非相干振子位于相平面的曲线 C 上，而同步总体中的非相干振子
可以用一对实变量来描述，因为所有这些振子都是相同的，并且经历相同的动力学过程。在每个集群中振子数

量有限的情况下，曲线 C 由其形状 (在极坐标中与原点的距离) 和振子密度来描述，可以导出控制这些函数演
化的偏微分方程 (PDE)[26]。然后，整个网络由一对偏微分方程和一对常微分方程描述，并通过积分进行耦合。

[25] 中的分析假设了相同的振子，但我们预计在任何实验情况下都不会出现这种情况 [27-29]，并且已知
相同振子的网络可能与非相同振子的网络具有不同的动力学性质 [30]。在本文中，我们将 [25] 中的结果推广
到非恒等振子的情况。具体地说，我们假设对于每个振荡器，一个与其动力学相关的参数是从均匀分布中随机

选择的。在一定范围外，均匀分布为零，这意味着对于窄分布，在 [25] 中观察到的嵌合体类型仍然存在，并
且可以通过对该论文中开发的技术的概括来描述。

考虑了全对全耦合振荡器网络中固有频率的各种分布，例如洛伦兹 [22]、双峰 [31]、高斯 [32,33]，贝塔
[34] 和统一 [35-39]。在向同步过渡的过程中，随着紧支撑分布和支撑无限的分布之间的耦合强度增加，存在
显著差异。在前一种情况下，人们通常观察到一阶跃迁，而在后一种情况下，它是二阶跃迁。此外，对于有限

网络，只有在频率分布具有紧凑支撑的情况下，才能实现完全同步 (其中所有振荡器都是锁相的)[40]。我们观
察并利用这一现象来分析本文研究的网络。

以前的相关工作包括 [41]，它考虑了一个由 logistic 映射的耦合环子网络组成的网络，其中的一些参数是
从均匀分布中随机选择的。作者研究了改变这些分布的宽度对完全同步的子网络数量的影响。

我们考虑由两个振子总体构成的网络。在第二节中，我们考虑了 Kuramoto 型相位振荡器，在第三节中，
我们重新回顾了 [11] 中研究的 Stuart-Landau 振荡器。第四节考虑了带惯性的 Kuramoto 振荡器，也在 [11]
中进行了研究。我们在第五节中研究了范德堡尔振荡器，在第六节中得出结论。
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2 KURAMOTO 相位振荡器

我们首先考虑两个相位振荡器通过相位差的正弦函数耦合。这种形式的网络之前已经被研究过 [7-9,42,43]。
我们首先考虑固有频率的异质性，然后考虑集群间的耦合强度。

2.1 A. 分布频率

考虑两个 N 相振荡器的群体，每个由下式控制

dθj
dt

= ωj +
µ

N

N∑
k=1

sin (θk − θj − α) +
ν

N

N∑
k=1

sin (θN+k − θj − α) (1)

j = 1, 2, ..., N 并且

dθj
dt

= ωj +
µ

N

N∑
k=1

sin (θN+k − θj − α) +
ν

N

N∑
k=1

sin (θk − θj − α) (2)

j = N + 1, N + 2, ..., 2N。µ 是群内部的耦合强度，υ 是集群之间的耦合强度。对于相同的 ωj，这个系统

可以归结为 [7-9] 中研究的系统，而如果从洛伦兹分布中选择，则与 [42] 中相同。相反，这里对于每个群体，
ωj 是从均匀分布 p(ω) 中随机选择的，p(ω) 仅在区间 B 上非零。

图 1 显示了 (1)-(2) 的嵌合体状态示例，其中 p(ω) 在 [−∆ω,∆ω] 上是一致的。我们看到集群 1 是不连贯
的，θj 对 ωj 没有明显的依赖性，而集群 2 是同步的 (尽管不是相位同步)，θj 对 ωj 有明显的依赖性。根据

嵌合体状态的要求，两个群中振子的平均频率是不同的。[这种状态接近于相同振子的状态，所以我们也称它
(以及下面研究的许多状态) 为” 嵌合体”。我们现在从存在和稳定的角度来分析这种状态。
我们假设集群 2 是锁定的，并 θN+j = ϕj，j = 1, 2, ..., N。因此，使用三角恒等式，对于集群 2
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dϕj

dt
= ωN+j +

µ

N

N∑
k=1

sin (ϕk − ϕj − α) +
ν

N

N∑
k=1

sin (θk − ϕj − α)

= ωN+j + (µŜ + νS) cos (ϕj + α)− (µĈ + νC) sin (ϕj + α)

(3)

对于 j = 1, 2, ..., N，

Ŝ ≡ 1

N

N∑
k=1

sinϕk; Ĉ ≡ 1

N

N∑
k=1

cosϕk; S ≡ 1

N

N∑
k=1

sin θk; C ≡ 1

N

N∑
k=1

cos θk (4)

对于集群 1

dθj
dt

= ωj + Im
[
e−i(θj+α)

(
µ

N

N∑
k=1

eiθk +
ν

N

N∑
k=1

eiϕk

)]

= ωj +
1

2i

[
e−i(θj+α)Z − ei(θj+α)Z̄

] (5)

其中

Z ≡ µ(C + iS) + ν(Ĉ + iŜ) (6)

上划线表示复共轭。我们现在取连续极限 N → ∞。对于集群 2，而不是具有相位 ϕj 和频率 ωj 的单个振荡

器，ω 现在是一个连续参数，我们有了函数 ϕ(ω, t)，且 ω ∈ B。它满足 (3) 的连续版本：

∂ϕ(ω, t)

∂t
= ω + (µŜ + νS) cos(ϕ+ α)− (µĈ + νC) sin(ϕ+ α) (7)

图 1(b) 可以被视为显示了模拟中使用的 ω 的离散值 ϕ(ω, t)，以及 t 的特定值。

在这个限度内

Ŝ =

∫
B

sin[ϕ(ω, t)]p(ω)dω; Ĉ =

∫
B

cos[ϕ(ω, t)]p(ω)dω (8)

集群 1 由概率密度函数 f(θ, ω, t) 描述，该函数满足连续性方程:

∂f

∂t
+

∂

∂θ
(fv) = 0 (9)

其中

v(θ, ω, t) = ω +
1

2i

[
e−i(θ+α)Z − ei(θ+α)Z̄

]
(10)

我们可以应用 Ott/Antonsen ansatz[22,23]，然后得到

f(θ, ω, t) =
p(ω)

2π

[
1 +

∞∑
n=1

a(ω, t)ne−inθ + c.c.
]

(11)

其中 c.c 是前一项的共轭复数。将此 ansatz 代入上述连续性方程，得到 a(ω, t):

∂a(ω, t)

∂t
= iωa+

1

2

(
e−iαZ − eiαZ̄a2

)
(12)

最后

C + iS =

∫
B

∫ 2π

0

f(θ, ω, t)eiθdθdω =

∫
B

a(ω, t)p(ω)dω (13)
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我们移动到一个以角速度 Ω 旋转的坐标系，其中 a 和 ϕ 都是常数。请注意，在这个框架中，集群 1 中的振荡
器的相位不是恒定的，即使它们的密度是恒定的。因此我们对下述方程的不动点感兴趣：

∂a(ω, t)

∂t
= i(ω − Ω)a+

1

2

(
e−iαZ − eiαZ̄a2

)
(14)

∂ϕ(ω, t)

∂t
= ω − Ω+ (µŜ + νS) cos(ϕ+ α)− (µĈ + νC) sin(ϕ+ α) (15)

这是一对偏微分方程，一个用于复数 a，另一个用于角度 ϕ，通过积分 (8) 和 (13) 耦合。ϕ 的物理解释是明

确的，对于固定的 ω，f(θ, ω, t) 的角依赖性是一个泊松核，中心由 a(ω, t) 的参数给出，其”sharpness(锐度)”
由 a(ω, t) 的大小决定 [24]。方程 (14)-(15) 可以被认为是等式 (11) 在 [7] 中对于非同振子的情况的推广。
由于在全局相移下的不变性，存在 (14)-(15) 的不动点的连续统 (continuum)，每个不动点都是彼此的位

移。因此，我们附加了一个“钉扎 (pinning)”条件；在这种情况下， = 0。这个附加方程允许我们找到所有

的未知数，a，ϕ 和 ω。我们选择 ϕ(ω) 在 [−∆ω,∆ω] 上是一致的，并使用 50 点的高斯-勒让德求积来近似积
分。因此，使用 i = 1, 2, ..., 50 的点 ωi = ∆ωxi 来描述域 [−∆ω,∆ω]，xi 是 50 阶的勒让德多项式 P50(x) 的

根。在 (8) 和 (13) 中关于 ω 的积分用加权和近似。

2.2 1. 结果

最明显的问题是：ω 的分布值对嵌合体的存在和稳定性有什么影响？使用伪弧长延拓 [44,45] 和可变 ∆ω

我们得到图 2。当 ∆ω 增加时，同一振子存在的稳定嵌合体在鞍节点分岔中被破坏，即振子变得更加异构。这

与从洛伦兹分布中选择 ωj 的情况相反，其中，增加异质性水平会使嵌合体中的相位分布变得更加尖锐，而同

步组中的分布则变得不那么尖锐，直到两种状态在叉形分叉中相遇并合并，形成一种无法区分两个集群的状

态 [42]。
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与鞍节点分叉处的零特征值相对应的特征向量的 ϕ 分量显示在图 3 中。图 3，很明显，这是在最高的 ωi

处，也就是说，随着 ∆ω 的增加，具有最大固有频率的振荡器首先” 解锁”，导致” 相位穿越” [46]。

图 4 显示了关于 (14)-(15) 不动点的线性化的一组典型特征值。回顾一下，我们已经用 50 个点离散了 ω。

我们在负实轴上看到 49 个点，每个点都对应于一个或两个相邻的 ϕ 值的局部扰动。还有 49 个实部为零的复
共轭对，每个都对应于一个或两个相邻的 a 值上的扰动。这 147 个特征值与连续参数 ω 的离散化有关，大概

是与 (14)-(15) 的不动点相关的连续谱的离散化。还有一个具有负实部的复数共轭对，当改变和的相对大小时，
它可能穿过虚轴，导致 Hopf 分岔 [7]，以及对应于系统在全局相移下的不变性的单一零特征值。当 ∆ω → 0，

49 个负实特征值折叠成一个负实值，重数为 49，虚轴上的 49 个复共轭对折叠成虚轴上的一个复共轭对，重
数还是 49。
因此，当提及图 2中的解时，术语“稳定”实际上意味着“中性稳定”或“不稳定”。实际上，当对 (14)-(15)

进行数值积分时，即使在旋转坐标系中，系统也可能不会接近不动点，但仍然可以使用牛顿方法找到不动点。

在 [8] 中观察到了类似的现象，这反映了这样一个事实，即当 (14) 在 ω 中离散时，每个关于 ω 的方程描述了

由相同振荡器组成的网络的动力学，其动力学由 Watanabe/Strogatz-ansatz[30,47] 导出的方程更全面地描述。
(Ott/Antonsen-ansatz 是 Watanabe/Strogatz-ansatz 的特例，对应于无限多个相同的振荡器，某些常数均匀
分布 [8])
请注意，在频率均匀分布的类似网络 [48] 中已经看到了嵌合体，但在那里研究的模型中，群内和群之间

的耦合强度是群内同步水平的函数，而不是这里所说的常数。
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2.3 B. 群间耦合强度异质性

现在，作为另一个例子，考虑使用不同的 ν 值，即将 (1) 替换为

dθj
dt

= ω +
µ

N

N∑
k=1

sin (θk − θj − α) +
νj
N

N∑
k=1

sin (θN+k − θj − α) (16)

并以同等方式替换 (2)。以 p(ν) 中的 ν 为例，是 [ν0 −∆ν, ν0 +∆ν] 上的均匀分布。以与上面类似的方式，我

们推导出了演化方程
∂a(ν, t)

∂t
= −iΩa+

1

2

(
e−iαZ − eiαZ̄a2

)
(17)

∂ϕ(ν, t)

∂t
= −Ω+ (µŜ + νS) cos(ϕ+ α)− (µĈ + νC) sin(ϕ+ α) (18)

其中

Ŝ =

∫
B

sin[ϕ(ν, t)]p(ν)dν; Ĉ =

∫
B

cos[ϕ(ν, t)]p(ν)dν (19)

和

C + iS =

∫
B

a(ν, t)p(ν)dν (20)

B 是区间 [ν0 −∆ν, ν0 +∆ν]，在不失去一般性的情况下，我们已经设置了 ω = 0。注意通过 (6) 定义的 Z 不

再是一个标量，而是连续参数 ν 的函数。根据 (17)-(18) 的不动点，随着 ∆ν 的增加，我们得到了图 5，这与
图 2 非常相似。图 5 中关于“稳定”状态的线性化的特征值与图 4 中所示的特征值相似，原因与上面讨论的
类似。

我们可以对另外两个参数 α 和 µ 进行类似的分析，但现在我们继续讨论由两个变量描述的振荡器。
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3 3.STUART-LANDAU 振荡器

我们现在考虑 [11] 在两个 Stuart-Landau 振子群网络中发现的嵌合状态，每个振子由一个复变量描述。

3.1 A. 非均匀频率

动力学方程为

dXj

dt
= iωjXj + ϵ−1

{
1− (1 + δϵi) |Xj |2

}
Xj + e−iα

(
µ

N

N∑
k=1

Xk +
ν

N

N∑
k=1

XN+k

)
(21)

其中，j = 1, . . . , N 且

dXj

dt
= iωjXj + ϵ−1

{
1− (1 + δϵi) |Xj |2

}
Xj + e−iα

(
µ

N

N∑
k=1

XN+k +
ν

N

N∑
k=1

Xk

)
(22)

对于 j = N +1, ..., 2N，其中每个 Xj ∈ C 以及 ϵ, δ, α, µ, ν 都是实参数。和以前一样，µ 是群内的耦合强度，ν

是集群之间的耦合强度。ωj 是从 [−∆ω,∆ω] 上的均匀分布中随机选择的。

图 6 显示了 (21)-(22) 的稳定嵌合体示例，振荡器由其 ωj 值着色。(类似的图出现在 [25] 中。) 我们看到
集群 2 是同步的，振子位于一条开放曲线上，它们在曲线上的位置由它们的非均匀参数 ωj 决定。集群 1 是不
相干的，而且振荡器的位置和它的值 ωj 之间似乎没有相关性。集群 1 中的振子似乎都位于一条闭合曲线上，
但是下面我们会看到，不同的 ωj 值的振子实际上位于稍微不同的曲线上，并且以略微不同的平均频率沿着这

些曲线移动。

要分析嵌合体状态，令 XN+j = Yj，j ∈ 1, .., N，其中 Yj 以相同的速度绕原点旋转，即集群 2 是同步的。
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让

X̂ =
1

N

N∑
k=1

Xk and Ŷ =
1

N

N∑
k=1

Yk (23)

我们有
dYj

dt
= iωN+jYj + ϵ−1

{
1− (1 + δϵi) |Yj |2

}
Yj + e−iα(µŶ + νX̂) (24)

对于 j = 1, . . . , N 且群中的每个振子都满足

dXj

dt
= iωjXj + ϵ−1

{
1− (1 + δϵi) |Xj |2

}
Xj + e−iα(µX̂ + νŶ ) (25)

对于 j = 1, . . . , N。将集群 1 转换为极坐标 Xj = rje
iϕj，我们有

drj
dt

= ϵ−1
(
1− r2j

)
rj + Re

[
e−i(α+ϕj)(µX̂ + νŶ )

]
≡ F

(
rj , ϕj , X̂, Ŷ

)
(26)

dϕj

dt
= ωj − δr2j +

1

rj
Im
[
e−i(α+ϕj)(µX̂ + νŶ )

]
≡ G

(
rj , ϕj , X̂, Ŷ , ωj

)
(27)

我们现在取 N → ∞ 的连续极限。公式 (24) 被替换为

∂Y

∂t
(ω, t) = iωY + ϵ−1

{
1− (1 + δϵi)|Y |2

}
Y + e−iα(µŶ + νX̂) (28)

推广 [25,26] 中的理论，我们假设具有特定值的振荡器 ω 位于复平面上的曲线 C(ω) 上，该曲线由与正实轴的
角度 ϕ 来描述。从原点到 C(ω) 的角度 ϕ 的距离是 R(ϕ, t;ω)，在这一点上的振荡器的密度是 P (ϕ, t;ω)。函数

R 和 P 的演化由下式给出

∂R

∂t
(ϕ, t;ω) = F (R, ϕ, X̂, Ŷ )−G(R, ϕ, X̂, Ŷ , ω)

∂R

∂ϕ
(29)

∂P

∂t
(ϕ, t;ω) = − ∂

∂ϕ
[P (ϕ, t;ω)G(R, ϕ, X̂, Ŷ , ω)] +D

∂2

∂ϕ2
P (ϕ, t;ω) (30)
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出于数值稳定性的考虑，我们在 (30) 中加入了少量的扩散，强度为 D(和 [26] 一样)。在连续极限中，我们有

X̂ =

∫
B

p(ω)

∫ 2π

0

P (ϕ, t;ω)R(ϕ, t;ω)eiϕdϕdω (31)

和

Ŷ =

∫
B

Y (ω, t)p(ω)dω (32)

其中 B 是非形式密度 p(ω) 的支持。方程 (28)-(32) 形成一组 PDEs，通过积分耦合。请注意，(21)-(22) 在任
何常数 γ 的全局相移 Xj ↣ Xje

iγ 下是不变的，因此我们可以移动到一个旋转的坐标系，其中 Y (ω, t) 是常

数。移动到一个以速度 Ω 旋转的坐标系中，其效果是将 (27) 中的 ωj 替换为 ωj −Ω，将 (28) 中的 ω 替换为

ω − Ω。

3.2 1. 结果

我们对 (28)-(32) 进行数值积分以求得稳定解。图 7 中显示了一个示例。我们看到，R(ϕ) 对 ω 的依赖非

常弱 (面板 (a) 中曲线之间的距离为 10−5)，而 P (ϕ) 对 ω 的依赖更强。我们使用 128 个等距的点进行离散，
并实现了与光谱 [49] 有关的导数。P (ω) 在 [−∆ω,∆ω] 上是均匀的，我们使用 10 个点的 Gauss-Legendre 四
分法实现 (31)-(32) 中对 ω 的积分，因此使用的 ω 的离散值是 ωi = ∆ωxi，i = 1, 2, ..., 10，其中 xi 是 10 阶
Legendre 多项式 P10(x) 的根。对于每个 ωi，我们通过设置一个角度网格点的 P 等于 1/(∆ϕ) 减去所有其他

网格点的值的总和来执行概率守恒，其中 ∆ϕ = 2π/128，ϕ 是网格间距 [50]。
移动到一个旋转的坐标框架，并跟随该框架中 (28)-(32) 的稳定状态，当 ∆ω 增加时，我们得到图 8。如

同在第 IIA1 节中，我们看到稳定解在一个鞍节点分叉中被破坏。关于稳定状态的线性化的特征值与 [25] 中的
图 3 和 [26] 中的图 5 相似，即它们形成两个集群 (未显示)。那些在集群中具有大的负实部的特征值与动力学
的 R 分量的扰动有关，而那些在另一个集群中几乎稳定的特征值则与 P 分量的扰动有关。

我们从 [25] 中知道，如果 ∆ω = 0，增加也会在一个鞍节点分叉中破坏嵌合体。沿着这个分岔和图 8 中的
分岔，我们得到图 9，其中前一个分岔用蓝色表示，后一个用红色表示。有趣的是，它们并不是同一条曲线的
一部分。两条鞍节点分岔的曲线上都有 Takens-Bogdanov 点，在这一点上，围绕固定点的动力学的线性化有
一个双零特征值 [51, 52]。如图 9 所示，在这两个点上会产生一条霍普夫分岔的曲线。我们预计在这些点的附
近还有其他的全局分叉，但在数值上找到它们是很困难的。

3.3 B. 群间耦合强度异质性

现在考虑 ν 中的异质性，我们将 (21) 替换为

dXj

dt
= iωXj + ϵ−1

{
1− (1 + δϵi) |Xj |2

}
Xj + e−iα

(
µ

N

N∑
k=1

Xk +
νj
N

N∑
k=1

XN+k

)
(33)

对于 j = 1, 2, ..., N，同样适用于集群 2，并从 [ν0 −∆ν, ν0 +∆ν] 上的均匀分布中选择 νj。选择 µ = 0.625 和

µ = 0.375(和 δ = −0.01，α = pi/2− 0.08)，我们从 [25] 中知道，如果 ∆ν = 0，增加 ϵ 会导致稳定的嵌合体

发生超临界 Hopf 分叉。当 ϵ = 0.03 时，增加 ∆ν，我们在 ∆ν ≈ 0.156 处发现一个鞍结分叉，在这两个分叉

之后，我们得到图 10。
曲线在鞍节点/Hopf分岔中相遇，其中关于不动点的线性化既有一个零特征值，又有一对纯虚的特征值的

复共轭 [51, 52]。我们所考虑的这种形式的静止嵌合体 (在一个均匀旋转的坐标框架中 Y 是常数) 只存在于鞍
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节点分叉曲线的左边。这种形式的稳定静止状态只存在于图 10 中的轴线和实心曲线所限定的区域。它们通过
超临界 Hopf 分叉变得不稳定，因为增加了 ϵ，导致了稳定的周期性嵌合体。

为了更好地理解图 10，对于 ϵ = 0.05，随着 ∆ν 的减小和虚线鞍节点曲线的交叉，创建了一对不动点，一

个具有三个不稳定特征值，一个具有两个。当 ∆ν 进一步减小时，具有三个不稳定特征值的不动点经历 Hopf
分叉，获得两个稳定方向。所以在实线和虚线 Hopf 分叉曲线之间，一个不动点有一个不稳定的特征值，另一
个有两个。当 ϵ 减小时，具有两个不稳定特征值的不动点经历 Hopf 分叉，变得稳定。如果 ∆ν 增加，这个稳

定的不动点在鞍结分岔中被破坏，不动点有一个不稳定的特征值。我们预计在鞍结/Hopf分叉的邻域中会有其
他全局分叉曲线，但在数值上很难找到它们。

4 有惯性的 Kuramoto

我们现在考虑一个由 N 个具有惯性的 Kuramoto 振子的两个群组成的网络，其中频率具有异质性。该系
统由

m
d2θ

(1)
i

dt2
+

dθ
(1)
i

dt
= ω

(1)
i +

µ

N

N∑
j=1

sin
(
θ
(1)
j − θ

(1)
i − α

)
+

ν

N

N∑
j=1

sin
(
θ
(2)
j − θ

(1)
i − α

)
(34)

m
d2θ

(2)
i

dt2
+

dθ
(2)
i

dt
= ω

(2)
i +

µ

N

N∑
j=1

sin
(
θ
(2)
j − θ

(2)
i − α

)
+

ν

N

N∑
j=1

sin
(
θ
(1)
j − θ

(2)
i − α

)
(35)

其中 m 是“质量”，α, µ, ν 是参数，上标标记了群。当 m = 0 且 ωi 均相等时，这又回到了之前研究的情况

[7,8]。当 m = 0 且 ωi 从均匀分布中选择时，它恢复到第 2 节中研究的值，而当 m ̸= 0 且 ωj 从洛伦兹分布中

选择时，它是 [13] 中研究的值。这些作者发现了明显稳定的振荡器网络嵌合体。当 m ̸= 0 且 ωj 相同时，与

[14] 中的研究结果相同。
在 [25] 中发现，当 m ̸= 0 且 ωi 相同时，通过模拟 (34)-(35) 找到的表面上稳定的嵌合解在研究连续方程

时实际上是 (弱) 不稳定的。(35) 在研究连续方程时，实际上是 (弱) 不稳定的，最右边的特征值的实部决定了
它的稳定性随着 m 的增加而增加。因此，研究 ωj 中的异质性对这种状态的影响是有意义的：它是否使这种

状态稳定？

我们把方程重写为
dθ

(1)
i

dt
= u

(1)
i (36)

du
(1)
i

dt
=

[
ω
(1)
i − u

(1)
i +

µ

N

N∑
j=1

sin
(
θ
(1)
j − θ

(1)
i − α

)
+

ν

N

N∑
j=1

sin
(
θ
(2)
j − θ

(1)
i − α

)]
/m (37)

dθ
(2)
i

dt
= u

(2)
i (38)

du
(2)
i

dt
=

[
ω
(2)
i − u

(2)
i +

µ

N

N∑
j=1

sin
(
θ
(2)
j − θ

(2)
i − α

)
+

ν

N

N∑
j=1

sin
(
θ
(1)
j − θ

(2)
i − α

)]
/m (39)

图 11 显示了 (36)-(39) 的稳定嵌合状态的快照，其中两个集群的 ωi 来自 [−∆ν,∆ν] 上的均匀分布。我

们看到，种集群 1 是不连贯的，而种集群 2 是同步的，θi 和 ui 都是 ωi 的平滑函数。
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为了分析这种状态，让我们假设种集群 2 是同步的，对于 θ
(2)
k = Θk，u

(2)
k = Uk，k = 1, 2, ..., N。我们去

掉了集群 1 中变量的上标。集群 2 中的振子满足
dΘk

dt
= Uk (40)

dUk

dt
=
[
ω
(2)
k − Uk + µ Im

{
e−i(Θk+α)Y

}
+ ν Im

{
e−i(Θk+α)X

}]
/m (41)

其中，

X ≡ 1

N

N∑
j=1

esθj ∈ C, Y =
1

N

N∑
j=1

eiθj ∈ C (42)

集群 1 中的振子满足
dθk
dt

= uk (43)

duk

dt
=
[
ω
(1)
k − uk + µ Im

{
e−1(θk+α)X

}
+ ν Im

{
e−1(θk+α)Y

}]
/m (44)

对于 k = 1, . . . , N . 我们通过定义把这些方程化成极坐标形式 rk = 2 + uk (添加 2 个边界 rk 远离 0) 并且我
们有

drk
dt

=
[
ω
(1)
k − (rk − 2) + µ Im

{
e−i(θk+α)X

}
+ ν Im

{
e−1(θk+α)Y

}]
/m (45)

≡ F
(
rk, θk, X, Y, ω

(1)
k

) dθk
dt

= rk − 2 (46)

对嵌合体的兴趣，Θk 和 Uk 在以 Ω 速度旋转的坐标系中静止。将 (40) 移动到这个坐标系具有这样的性质

dΘk

dt
= Uk +Ω (47)

和 (46)
dθk
dt

= rk − 2 + Ω ≡ G (rk, θk, X, Y ) (48)

取极限 N → ∞，我们考虑动态系统
∂R

∂t
(θ, t;ω) = F (R, θ,X, Y, ω)−G(R, θ,X, Y )

∂R

∂θ
(49)

∂P

∂t
(θ, t;ω) = − ∂

∂θ
[P (θ, t;ω)G(R, θ,X, Y )] +D

∂2

∂θ2
P (θ, t;ω) (50)

连同
∂Θ

∂t
(ω, t) = U +Ω (51)

和
∂U

∂t
(ω, t) =

[
ω − U + µ Im

{
e−i(θ+α)Y

}
+ ν Im

{
e−i(θ+α)X

}]
/m (52)

其中

X(t) =

∫
B

p(ω)

∫ 2π

0

P (θ, t;ω)R(θ, t;ω)eiθdθdω (53)

和

Y (t) =

∫
B

e1Θ(ω,t)p(ω)dω (54)

且，B 时区间 [−∆ω,∆ω].
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4.1 A. 结果

对于较小的 m,∆ω,D 值，可以找到 (49)-(54) 的稳定嵌合体解，但如 [25] 所示，将 D 降低到 10−13，我

们发现它们实际上是弱不稳定的。随着 ∆ω 的增加，我们发现它们在鞍结分叉中被破坏，如图 12 所示。在这
条曲线的左边，这些解总是不稳定的，尽管 (如 [25] 所示)，随着 m 的减小，它们变得不那么不稳定。尽管以

这种方式使振荡器异质化并不能完全稳定嵌合体，但它确实使嵌合体不那么不稳定，正如图 12 中在固定的 m

值下通过改变 ∆ω 可以看出。总之，与文献 [25] 一样，对于所选择的参数，对于 (49)-(54) 所描述的无限网络，
即使从均匀分布中选择 ω 值，也不存在稳定的嵌合体。

5 范德堡尔振荡器

最后，我们考虑了两个范德堡尔振荡器的群，由

dxi

dt
= yi (55)

dyi
dt

= ϵ
(
1− x2

i

)
yi − xi + µ

[
b1
(
X̄1 − xi

)
+ c (Y1 − yi)

]
+ ν

[
bi
(
X̄2 − xi

)
+ c (Y2 − yi)

]
(56)

对于 i = 1, 2 . . . , N 和
dxi

dt
= yi (57)

dyi
dt

= ϵ
(
1− x2

i

)
yi − xi + µ

[
b1
(
X̄2 − xi

)
+ c

(
Ȳ2 − yi

)]
+ ν

[
bi
(
X̄1 − xi

)
+ c

(
Ȳ1 − yi

)]
(58)
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对于 i = N + 1, . . . , 2N , 其中

X̄1 =
1

N

N∑
i=1

xi; Ȳ1 =
1

N

N∑
i=1

yi; X̄2 =
1

N

N∑
i=1

xN+i; Ȳ2 =
1

N

N∑
i=1

yN+i (59)

通常，µ 是集群内耦合强度，ν 是群间耦合强度。存在涉及 x 和 y 变量的平均场耦合。[4,12] 中考虑了这种形
式的方程，尽管在振荡器环上存在非局部耦合。我们设定 ϵ = 0.2，µ = 0.09，ν = 0.01，c = 0.1，考虑 bi 中

的异质性，在 [b0 −∆b, b0 +∆b] 上从均匀分布中选择它们。图 13 显示了一个 b0 = 1，∆b = 0.7 的稳定嵌合

体的例子。集群 1 是不连贯的，而集群 2 是同步的。对于种集群 1 来说，很明显，具有不同 bi 的振荡器位于

不同的曲线上。

为了分析这种状态，假设集群 2 是同步的，并且对于 i=1A，AA 和 BB 是同步的。这些值如图 13(b) 所
示。然后我们有

dXi

dt
= Yi (60)

dYi

dt
= ϵ

(
1−X2

i
)
Yi −Xi + µ

[
bi
(
X̄2 −Xi

)
+ c

(
Ȳ2 − Yi

)]
+ ν

[
bi
(
X̄1 −Xi

)
+ c

(
Ȳ1 − Yi

)]
(61)

对于种集群 1，我们从图 13 (a)中看到振子位于完全包含原点的曲线上，所以移动到极坐标，通过写 r2i = x2
i+y2i

和 tan ti = yi/xi，使得 xi = ricosti 和 yi = risinti

dri
dt

=
xi

dxi

dt
+ yi

dyi

dt

ri
≡ F

(
ri, θi, X̄1, Ȳ1, X̄2, Ȳ2, bi

)
(62)

dθi
dt

=
xi

dyi

dt
− yi

dxi

dt

r2i
≡ G

(
ri, θi, X̄1, Ȳ1, X̄2, Ȳ2, bi

)
(63)

其中 dxi/dt 和 dyi/dt 由 (55)-(56) 给出。取连续极限，考虑动力系统

∂R

∂t
(θ, t; b) = F

(
R, θ, X̄1, Ȳ1, X̄2, Ȳ2, b

)
−G

(
R, θ, X̄1, Ȳ1, X̄2, Ȳ2, b

) ∂R
∂θ

(64)

∂P

∂t
(θ, t; b) = − ∂

∂θ

[
P (θ, t)G

(
R, θ, X̄1, Ȳ1, X̄2, Ȳ2, b

)]
+D

∂2

∂θ2
P (θ, t; b) (65)
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连同
∂X(b, t)

∂t
= Y (66)

∂Y (b, t)

∂t
= ϵ

(
1−X2

)
Y −X + µ

[
b
(
X̄2 −X

)
+ c

(
Ȳ2 − Y

)]
+ ν

(
b
(
X̄1 −X

)
+ c

(
Ȳ1 − Y

)]
(67)

其中

X̄1 =

∫
B

∫ 2π

0

P (θ, t; b)R(θ, t; b) cos θdθdb; Ȳ1 =

∫
B

∫ 2π

0

P (θ, t; b)R(θ, t; b) sin θdθdb (68)

和

X̄2 =

∫
B

X(b, t)db; Ȳ2 =

∫
B

Y (b, t)db (69)

其中 B 是区间 [b0 −∆B, b0 +∆B]。

这个系统与前面几节中的系统之间的一个重要区别是，我们不能在一个均匀旋转的坐标系中，X 和 Y 是

常数。因此，有趣的嵌合体是 (64)-(69) 的周期解。我们使用伪弧长延拓法对周期解进行数值延续，并根据该
解的 Floquet 乘子的大小确定其稳定性。我们得到了图 14，在图中我们看到，随着 ∆b 的增加，稳定的周期

解在鞍结分岔中被破坏。与第二和第三节研究的系统不同，这个系统中的稳定嵌合体是真正稳定的，没有边际

或接近边际的 Floquet 乘数。

6 讨论

我们考虑了由两个耦合振子群构成的网络中的嵌合体。在每个网络中，从均匀分布中随机选择一个参数。

对于足够窄的分布，相同参数情况下存在的嵌合体持续存在，同步振荡器保持同步，尽管不再具有相同的状
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态。我们以增加计算工作量为代价，将 [25] 中的理论推广到包括这些状态。在所有情况下，我们发现随着均
匀分布宽度的增加，嵌合体在鞍结分叉中被破坏。我们现在讨论这里所采用的方法的几个概括。

虽然我们一次只考虑一个参数的异质性，但可以考虑多个参数。例如，以形式 (1)-(2) 的网络为例，其中
不仅 ωj 取自 [ω0 −∆ω, ω0 +∆ω] 上的均匀分布，而且 ν 的值取自 [ν0 −∆ν, ν0 +∆ν] 上的均匀分布，如第 2
节所述。图 15 中示出了这种网络的稳定嵌合体状态的快照。我们看到集群 1 是不相干的，而集群 2 是锁定
的。在连续体极限下，集群 2 中的振子状态可以用定义在 (ω, ν) ∈ [ω0 −∆ω, ω0 +∆ω]× [ν0 −∆ν, ν0 +∆ν] 上

的函数 ϕ(ω, ν, t) 描述，而集群 1 中的振子状态可以用 (ω, ν) 相同范围内的复值函数 a(ω, ν, t) 描述。对此类

系统的数值研究将比对具有单一异质参数的网络的研究更为复杂。

另一种可能性是考虑群内或群之间的非平凡连通性。例如，我们可以用

dθj
dt

= ω +
µ

N

N∑
k=1

sin (θk − θj − α) +
ν

⟨d⟩

N∑
k=1

Ajk sin (θN+k − θj − α) (70)

与 (2) 类似，其中 A 是群之间的连通矩阵：如果一个群中的振荡器 k 连接到另一个群中的振荡器 j，Ajk = 1，

否则 Ajk = 0。(连接是无向的，所以 A 是对称的。)⟨d⟩ 是平均度数，⟨d⟩ =
∑

j,k Ajk/N。如果网络之间的连

接是随机进行的，并且每个振荡器与足够多的其他振荡器连接，我们可以进行近似 [53]。

1

⟨d⟩

N∑
k=1

Ajk sin (θN+k − θj − α) ≈ dj
N(d)

N∑
k=1

sin (θN+k − θj − α) (71)

式中，dj 是振荡器 j 的阶数：dj ≡
∑N

k−1 Ajk。因此，如第 2 节所述，拥有一个度数范围与拥有一个 ν 值范围

对动力学的影响大致相同。为了与第 2 节中的结果进行比较，我们使用配置模型 [54] 构建网络，其度分布在
[d0 −∆d, d0 +∆d] 和集 ν = 0.4 上是一致的。如图 5 所示，∆ν 的对应值为 ∆ν = ν (∆d/d0) = 0.4 (∆d/d0)，

但请注意，∆d 和 d0 都是整数。

我们构造 N = 5000，d0 为 1000 或 2000 的网络，数值求解方程 (70)，初始条件接近嵌合体状态。我们
定义了同步 (或基本同步) 总体的真实顺序参数

R =

∣∣∣∣∣ 1N
N∑
j=1

eiθj

∣∣∣∣∣ (72)
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(瞬变后) 测量 300 个时间单位内 R 的标准偏差。该标准偏差绘制在图 16 中的对数刻度上，作为 d0 两个二重

值 0.4 (∆d/d0) 的函数。当 0.4 (∆d/d0) 约为 0.011-0.012 时，我们看到标准偏差迅速增加，表明同步总体失去
了完全同步性，这与图 5 非常一致。请注意，其他几位作者研究了一对子网络中的嵌合体，这些子网络的连
通性小于全连接 [55-57]。

这里显示的所有结果都使用了非均匀参数的均匀分布，因此为了证实这些结果的有效性，我们还考虑了

具有相同形状参数的 β 分布。对于 β 分布，密度非零的参数 x 在 [x0 −∆x, x0 +∆x] 上的分布与 p(x) 成比

例：

p(x) =

(
1− x− x0

∆x

)α(
1 +

x− x0

∆x

)α

(73)

其中 α 是形状参数。然后使用高斯-盖根鲍尔求积 [58] 逼近 x 上的积分。我们设定 α = 2，并使用 10 点的离
散化。上述均匀分布的所有结果都是使用该 β 分布 (未显示) 进行定性复制的。
虽然我们考虑了群内部和群之间具有全连接连通性的网络，但控制方程是在连续统极限下推导出来的。因

此，图与本文研究的网络具有相同的图 (或图极限)[59] 形式的大型但不连续网络的动力学

W (x, y) =

a, (x, y) ∈ [0, 1/2]× [0, 1/2] or (x, y) ∈ [1/2, 1]× [1/2, 1]

b, otherwise
(74)

其中 a和 b是常数，b < a也应使用此处介绍的技术进行描述，前提是参数是均匀分布的。例子包括 Erdös-Rényi
网络，其中群内或群之间连接两个振荡器的概率为常数 (但小于 1) 和 Paley 图 [60]。
似乎可以推广本文介绍的技术来研究非局部耦合一般振子环上的嵌合体 [4,16]。然而，虽然锁定振荡器将

由 ODE描述，异步振荡器将由偏微分方程描述，但人们需要知道 (或自动确定)这类振荡器组之间的边界，以
确定是否需要 ODE 或 PDE 来描述环上特定位置的动力学。此外，这些边界点会随着参数的变化而移动。
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