
Principle of neural computation

水蛭神经元模型中强直尖峰振荡的共存
Coexistence of Tonic Spiking Oscillations in a Leech Neuron Model

原著 Gennady Cymbalyuk, Andrey Shilnikov
翻译 Song Jian (School of Mathematics in SCUT)

Journal of Computational Neuroscience
journal homepage: https://link.springer.com/article/10.1007/s10827-005-0354-7

1



第二页

Author information

Coexistence of Tonic Spiking Oscillations in a Leech Neuron Model
Article history:
Published: June 2005

Gennady Cymbalyuk & Andrey Shilnikov
AFFILIATIONS
Department of Mathematics and Statistics, Georgia State University, Atlanta, GA 30303, USA



第三页

摘要【ABSTRACT】

这里研究的水蛭神经元模型具有显著的动力学可塑性。它表现出广泛的活动，包括各种类型的强直峰和

迸发。在这项研究中，我们应用动力系统的定性理论和分叉理论的方法来分析水蛭神经元模型的动态，重点是

强直迸发机制。我们表明，该模型可以表现出双稳定性，如两种强直性加注模式并存。在一定的参数体系下，

两种强直峰模式都由周期性吸引子表示。随着分叉参数的变化，其中一个吸引子通过一连串的周期加倍分叉

变得混乱，而另一个则保持周期性。因此，该系统可以显示出周期性强直峰与周期性或混沌性强直峰的共存。

庞特里亚金的平均技术被用来定位相空间中的周期轨道。 
Keywords: Pontryagin’s averaging method, chaos, chaotic tonic spiking, bi-stability, bifur-

cation, transition, period-doubling
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1 引言【INTRODUCTION】

神经元可以被看作是能够产生复杂活动模式的强非线性动态系统。一个普遍观察到的模式是强直棘波。调

性棘波神经元与神经系统的不同功能有关，如感觉信息的编码、信息处理、记忆形成、注意力和运动控制（Gray
和 Singer，1989；Bazhenov等人，2000；Hoppensteadt和 Izhikevi，2000）。2000；Hoppensteadt和 Izhikevich，
1998；Marder 和 Calabrese，1996；Marder 等，1996；Vinogradova，2001；Borisyuk 和 Kazanovich，2004；
Hounsgaard 和 Kiehn，1989；Schwarz 和 Thier，1999；Hopfield 和 Brody，2001）。
神经元可以表现出多稳定性的活动，如爆发和紧张尖峰以及休息状态。对于动力系统，多稳定性是指系

统相空间中多个吸引子的共存。神经元所表现出的特定吸引子 (模式) 是由初始条件决定的。模型的初始条
件代表了膜电位和离子电导的状态。在模拟研究中已观察到活动模式的多稳定性 (Bertram, 1993;Canavier
等人，1993;Cymbalyuk 和 Calabrese, 2001) 和神经生理学实验 (Hounsgaard 和 Kiehn, 1989;Lechner 等，
1996;Turrigiano et al.，1996)。它为神经元的潜在动态可塑性设定了一个显著的框架，并对动态记忆、信息处
理和运动控制产生了影响 (Canavier 等，1993;Turrigiano 等，1996;Marder 等，1996;Hounsgaard 和 Kiehn,
1989;hoppenstead 和 Izhikevich, 1998)。在一个模型中，多稳定性可能出现在一个特定的参数范围内。神经调
节剂可以极大地改变神经元的动力学，而且似乎可以认为它们在控制多稳定性方面发挥着重要作用 (Canavier
et al.，1994)。

Lechner 等人（1996 年）在实验中证明了神经元中强直棘波模式的共存。在此，我们解释这种双稳态是如
何发生在水蛭神经元模型中的。我们在特定的药物条件下研究水蛭神经元的模型，这样所有已知的电流，除了

瞬时钠电流和非失活钾电流，都被阻断。这个模型拥有丰富的动态，并显示出各种不同的活动。我们以前的研究

表明，这个模型可以解释在这些药理条件下观察到的水蛭神经元的长高原状振荡（Cymbalyuk and Calabrese,
2001）。在不同的参数条件下，它也可以显示出强直性棘波活动、突发或沉默。最近，我们报道并分析了在强直
突发和突发之间过渡的两种新情况（Shilnikov等人，2004，2005a，b）。其中一种情况（Shilnikov等人，2005a）
描述了在强直棘波和突发之间的平稳和可逆的过渡。另一种情况（Shilnikov 等人，2004，2005b）解释了突发
和强直棘波模式的共存，它们被一个马鞍形的周期性轨道分开。这种机制是基于具有非中心同调轨道的鞍节

点周期性轨道的 Lukyanov-Shilnikov 分叉。为了定位这些周期性轨道并研究它们的分岔，我们为庞特里亚金
的奇异扰动系统的平均方法开发了一个几何框架。在这里，我们报告了在什么条件下这个模型表现出另一种

双稳定性，即两个共存的强直棘波模式。所开发的平均化技术给我们提供了对这一现象的清晰的几何学解释。

此外，随着分叉参数的变化，我们可以观察到其中一个强直棘波制度的演变，即从周期性棘波通过一连串的周

期加倍分叉进入混乱的强直棘波模式。

2 模型

在这里，我们采用我们以前开发的水蛭神经元在某些药理条件下的模型（Cymbalyuk和 Calabrese，2001）。
它是基于已确定的水蛭振荡器间神经元的典型模型，是水蛭心跳中心模式发生器的一部分（Hill 等人，2001）。
它利用了电压钳实验中量化的七种电压依赖性离子电流的动力学，并通过霍奇金-赫胥黎形式主义纳入微分方
程系统，见（Hill 等人，2001；Opdyke 和 Calabrese，1994）和其中的参考文献。除了这些电流外，该模型
还采用了 Hodgkin 和 Huxley（1952）原始工作中的瞬态钠电流。该典型模型已被证明可以复制水蛭振荡器间
神经元在不同药理条件和处理下的活动（Hill 等人，2001；Cymbalyuk 和 Calabrese，2001；Cymbalyuk 等
人，2002）。完整的、典型的神经元模型对于综合分析来说似乎是一个相当大的挑战。为了简单起见，我们使
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用了药理学上的简化模型。它代表了单个神经元在药物条件下的活动，如所有的 Ca 电流、超极化激活的电
流、持续的、非激活的钠电流和两种钾电流（延迟整流的钾电流和快速瞬时的钾电流）被阻断，而持续的钾电

流（IK2）被部分阻断。

基于 INa 和 IK2 电流的动力学，我们的简化模型由以下三个微分方程系统描述：

CV̇ =−
(
ḡK2m

2
K2 (V − EK) + g1 (V − E1) + ḡNaf(−150, 0.0305, V )3hNa (V − ENa)

)
ṁK2 =

f
(
−83, 0.018 + V sh

K2ift, V
)
−mK2

τK2

ḣNa =
f(500, 0.0333, V )− hNa

τNa

(1)

其中变量 V,mK2 和 hNa 是膜电位，IK2 的激活，INa 的失活变量。参数是：C 是膜电容，ḡK2 是 IK2 的最大电

导，EK 和 ENa 分别是 K+ 和 Na+ 的逆转电位；ḡNa 是 INa 的最大电导；gl 和 El 分别是泄漏电流的最大电导

和逆转电位；τK2 和 τNa 分别是 IK2 和 INa 的时间常数；V
shiff

K2 为半激活 Ik2 的膜电位与其正则值的偏移。函数

f 是一个玻尔兹曼函数：f(A,B, V ) = 1/
(
1 + eA(B+V )

)
。本研究中使用的参数值为 C = 0.5nF，ḡK2 = 30nS，

EK = −0.07 V，ENa = 0.045 V，ḡNa = 200nS，g1 = 8nS，E1 = −0.046 V，τK2 = 0.25sec 和 τNa = 0.0405sec。
我们使用 V shift

K2 作为分支参数。

3 Finding Periodic Orbits

在模型 (1) 中，IK2 的激活几乎比 V 慢十倍，INa 的失活几乎慢十倍。因此，我们可以把它看作是慢态变

量。其他变量 V 和 hNa 将被视为快速状态变量。因此，我们可以把 (1) 看作是一个奇异摄动系统，它被改写
成以下适当的形式：

x = f(x, z) z = µ[g(x, α)− z] (2)

其中 x = (x, y) 和 z ∈ R1，α 是一个单独的控制参数，0 < µ ≪ 1。由于 z-变量的变化率比 x 的变化率小得
多，(2) 中的方程分别称为快子系统和慢子系统。根据模型 (1)，x ≡ V，y ≡ hNa，z ≡ mK2 和 α ≡ V shift

K2 。

让函数 f 和 g 足够平滑。请注意，慢速方程的右边的写法对于霍奇金-赫胥黎类型的神经元模型来说是非
常典型的。f(x, z) = 0 和 z = g(x, α) 这两个面分别被称为空线、快线和慢线。通过改变 α，我们可以在系统

的相空间中移动慢速空弦。让它在 (z, x) 平面上的投影有一个典型的对数形状，就像霍奇金-赫胥黎型模型中
的生物物理现实的形状。在图 1 中，这条斜线将被标记为 z = 0。它说明了这样一个事实：由公式（2）产生
的矢量场的 z 分量在其上等于零。在慢速无效线之上，矢量场的 z 分量是向右的，因为 z > 0，而在它之下，

z < 0，则向左。在对 (z, x) 空间的投影中，快速无效线 (图 1 中的 Meq) 具有明显的 Z 形，两个膝点在 z1sn

和 z2sn。当 µ = 0 时，慢速 Z 变量成为独立快速子系统的一个参数。通过改变 z，我们可以追踪快速子系统

的平衡曲线。它的膝点对应于一个马鞍节点分叉，其中两个平衡状态合并并消灭自己。快速虚线的下部分支，

对应于神经元的超极化状态，由快速子系统的稳定平衡形成。中间的分支由马鞍组成，上面的分支对应于神经

元的去极化状态，由快速子系统的完全不稳定的平衡组成。

上部分支被一个圆柱形的表面 Mlc 所包围，该表面由快速子系统的稳定的 M s
lc 和不稳定的 Mu

lc 极限周期

组成，见图 1。表面 Mlc 在 zlcsn 有一个边缘，两个分支在那里合并，这相当于快速子系统极限周期的马鞍节点

分岔。

让我们考虑小 µ ̸= 0 时的完整系统。（2）的平衡状态位于快慢零值线的交点。当慢速零值线从下面横向
穿过 Z 形快速零值线的超极化分支时，在 x 子空间中已经稳定的平衡状态在 z 方向上也是稳定的。这是因为
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图 1: （z, x）-相空间中快子系统的分岔图。这里，Meq 和 Mlc 分别是由平衡轨道和周期轨道组成的 α 参数

流形。缓慢零斜的交点 ż = 0 和 Meq 产生不稳定平衡状态；曲线 ⟨x⟩ 和 ⟨ż⟩ = 0 是平均零斜率。它们的三个

交点对应于三个周期轨道：吸引分支 M s
lc 上的稳定 Ln 和鞍形 Ls，以及不稳定分支 Mu

lc 上的一个不确定稳定

性。后者由快速子系统的排斥极限环构成。鞍形轨道的稳定流形 Ws 限制了 Ls 的吸引盆，该吸引盆对应于神

经元系统中的周期性强直尖峰。将该图与图 2 所示神经元模型（1）的相位图进行比较。

交点划分了稳定的超极化分支，因此在交点的右边，Meq 中 ż < 0，而在它的左边 ż > 0。随着 α 的变化，交

点沿着零值线 Meq 移动。让两条零值线的斜率都是这样，即有一个单一的交点。然而，当慢速零值线 ż = 0

通过左膝点 z1sn 时，这个平衡状态可能会改变其稳定性。观察一下，在这一点上，全系统在 µ = 0 处的平衡

状态有两个零特征指数。当 0 < µ ≪ 1 时，慢速方程和快速方程是联系在一起的，居住在折线附近的平衡状

态的特征指数也是如此。特征指数成为复数共轭，保持在复平面内接近原点的位置。当平衡状态在超极化分

支上时，它们的实部是负的，但当点移动到 Meq 的中间分支上时，就变成了正的。因此，就在平衡状态通过

膝点时，它通过安德罗诺夫-霍普夫分岔失去了稳定性，这可以是超临界或亚临界。一个小振幅的稳定或不稳
定的周期轨道分别从平衡状态出现或塌陷到平衡状态。Arnold 等人 (1994) 指出，奇异扰动系统中这种分岔的
临界类型，即亚临界或超临界，是由 f′′′ 在 µ = 0 的折中近似值的符号决定的。在分岔之后，平衡状态成为

一个具有二维不稳定流形和一维稳定流形的鞍状焦点。后者是由于第三个特征指数是负的。回顾一下，在限

制到 µ = 0 的快速子系统的子空间中，给定的平衡状态是一个马鞍。按照 Shilnikov 等人（1998，2001）的术
语，我们强调，该点是一个鞍状焦点，不是因为它有一对复数指数，而是因为这一对复数指数比它的第三个负

数指数更接近复平面的虚轴。这意味着，如果鞍状焦点拥有同曲线轨道，那么希尔尼科夫条件的满足就会得到

保证（在后向时间）。因此，该系统应该有一个包含弱稳定周期轨道的狭窄岛屿的混沌集。这是从矢量场的发

散为负的事实得出的。

当平衡状态沿着 Meq 的中间分支往上爬，进一步远离褶皱时，其特征指数变得真实而明显。这个简单鞍

座的一个特征指数仍然是正的和小的，阶数为 µ（这是由于慢速子系统的贡献），而另外两个是大的和相反的

符号。这意味着，如果鞍座的两个稳定的一维分离矩阵中的一个与它成为同调，那么只有一个鞍座的周期轨道

可能从环路中出现。这些条件保证了没有稳定的周期性轨道可能因全系统的这种鞍座的同轴分叉而出现。就

其快速子系统的同曲线分岔而言，问题也被简化为评价鞍座值的符号，鞍座值是二维鞍座的正负特征指数之
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图 2: 神经元模型（1）的数值相图及其快速子系统（A）的分岔图，以及函数 ⟨G(mK2)⟩ 在 V s
K2 = −0.0254V

时的图像。蓝色 z 形线 Meq 由快速子系统的平衡状态组成（虚线和实线表示不稳定和稳定的部分）。绿色圆

柱形表面 Mlc = M s
LC �Mu

LC 由快速子系统的稳定极限环和不稳定极限环组成。⟨V ⟩ 线显示了极限环在其周期
内的平均 V 坐标对 ⟨ṁK2⟩ 的依赖性。蓝色虚线是平均零斜率 ⟨ṁK2⟩ = 0。⟨V ⟩ 和 ⟨ṁK2⟩ 的交点对应于黑色
实心闭合曲线呈现的周期轨道。（B）导数 ⟨Ġ|z0⟩ 的符号决定了该周期轨道在 mK2 方向上的稳定性。导数为

负时（左点）稳定，为正时（中点和右点）不稳定。
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和。根据提议的结构，在我们的例子中，这个鞍座值是正的，这意味着只有一个排斥性的极限循环从这个分岔

的 zh 处出现。随着参数的增加，这个不稳定的极限循环拖出表面 Mu
lc，然后在 zlcsn 与稳定的极限循环相遇并

消失。让这样一个快速子系统的周期性解由周期为 T (z) 的 x = φ(t, z) 给出。极限循环的指数稳定性是由单

一的正 Floquet 乘数的大小决定的
ρ1(z) = e

∫ T (D)
0 Div f(φ(t,z))dt. (3)

如果它严格地在单位圆内，那么极限环是指数稳定的，否则它是排斥的。极限环的其他乘数总是 +1，因为它
对应于环上的李亚普诺夫特征指数为零 (Shilnikov et al.，1998,2001)。由 (3) 可知，半稳定极限环乘子 ρ1 为

1 时，即该轨道上向量场的平均散度为 0 时，出现鞍节点分岔。
让慢速零值线 ż = 0 在系统（2）的相空间中于 0 < µ ≪ 1 处通过表面 M s

lc 下方，并与快速空心线 Meq

的中间段相交。在这种情况下，根据 Izhikevich（2000）提出的分类方法，观察到了折叠/折叠循环类型的突
发活动（Cymbalyuk 和 Calabrese，2001；Shilnikov 等人，2004，2005a）。一个相邻的轨迹被吸引到这个圆
柱形的表面上，这样它就开始盘绕 M s

lc 而向右平移。这一部分轨迹是突发波形的尖峰阶段。到达表面 Mlc 的

褶皱后，相位点下降到超极化状态并向左移动。这一部分轨迹是突发波形的静止阶段。然后，相位点在经过曲

线 Meq 的左膝点后回到了突发阶段，从而完成了突发周期。
然而，如果零值线线相交，情况就不那么清楚了。也就是说，当相点在零值线线 ż = 0 以上的表面 Mlc 上

移动时，它的 z 分量增加，因此相点缓慢地向右移动。然而，当它移动到慢速零值线以下时，矢量场将它推

向左边，因为这里的 ż < 0。如果这些因素相互抵消，相点的 z 分量平均保持不变，相点就会一次又一次地重

复这个路径。结果，一个完整系统的周期性轨道在表面 Mlc 附近诞生。为了与上述平衡状态的演化相提并论，

下面我们引入一个缓慢的、平均的零值线 ż = 0，如下所示。它来自 Pontryagin 和 Rodygin（1960），慢速子
系统对 Mlc 上的轨迹的总体归一化贡献由以下公式给出

⟨G(z;α)⟩ = µ

[
1

T (z)

∫ T (z)

0

g(x(t; z), α)dt− z

]
= ⟨z⟩ (4)

我们可以看到，这个” 平均” 方程描述了单一变量 z 上的轨迹的 z 分量的动态。这个双值函数的域是由 Mlc

的范围定义的。根据结构，z0 的零点 ⟨G(z)⟩ 是系统 (4) 的平衡状态，因此对应于整个系统的周期轨道。导数
的符号 ⟨Ġ⟩

∣∣∣
z◦
决定了这个周期轨道在 z 方向上的稳定性（图 2B）。当导数为负时，它是稳定的，当导数为正

时，它是不稳定的。与零点对应的全系统的周期性轨道如果位于平面 z = z0 和稳定分支 M∗
1c 的交点上，则是

稳定的。否则，如果 ⟨Ġ⟩
∣∣∣
z0

> 0，则周期轨道为鞍型。它有两个二维流形，稳定的 W x 和不稳定的 W ” 。在

局部，不稳定流形 W u 是一个圆柱体，是 M3
lc 的一部分马鞍型周期轨道的稳定流形是由正向时间内收敛到轨

道的轨迹形成的。如果 µ 足够小，那么与 W s 相切的平面就由 z = z0 给出。当 zh < z0 < z1csn 时，在不稳定

分支 M I
lc 上存在另一个周期轨道。它是一个不稳定的，要么是马鞍型的，要么是排斥型的周期性轨道，取决

于导数 ⟨Ġ⟩|z0。

因此，如果有两个简单的零

(
⟨Ġ⟩

∣∣∣
20

̸= 0

)
，那么在 M s

lc 流形上有两个周期轨道: 稳定 Ln 和鞍轨道 Ls。

鞍期轨道的稳定流形定界于稳定轨道的吸引盆。这个周期吸引子代表了可观察到的神经元的周期性紧张刺激

活动，见图 2 和图 3。
此外，如果存在第二吸引子，系统还能表现出双稳定性。在下一节中，我们将讨论它形成的可能情况以及

其中第三个周期轨道的作用。
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图 3: 两个主音尖峰吸引子对 V shift
K2 不同值的双稳定性：（A）V shift

K2 = −0.026V，（B）V shift
K2 = −0.0255V，（C）

V shift
K2 = −0.0255V，（D）V shift

K2 = −0.025361V。随着参数的变化（A2、B2、C2、D2），较小的振幅峰值变
化不大，而较大的振幅峰值经历了一系列倍周期分岔。初始条件见附录。
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3.1 平均零值线

为了更好地说明庞特里亚金的平均技术，让我们引入平均零梯度的概念。为了简单起见，假设函数 g(x�α)
是线性的，即缓慢的零渐变是一条直线。α 的变化决定了它的斜率或者在 (z, x)-平面上平移。设系统 (2)
在 Mlc 上有一个周期轨道，位于 z = z0(α) 平面上，那么它的快速 x-坐标的平均值可以定义为 ⟨x(α)⟩ =

1
T (z)

∫ T (z)

0
φ(T ; z(α)d。因此，通过改变 α，可以定义一条参数曲线 (z0(α)�⟨x(α)⟩)。在图 1 和图 2 中，这条曲

线分别标记为 ⟨x⟩ 和 ⟨V ⟩。注意，它有一个容易识别的折叠点，并终止于快速 Z 型零斜中间分支的同斜分岔

处。值得注意的是，曲线 ⟨x⟩ 的形状不依赖于慢零渐变的形状的选择。
通过引入

⟨g(α)⟩ = 1

T (z)

∫ T (z)

0

g(φ(t; z(α)))dt

我们可以定义慢平均零梯度如下: 它是一个参数化设置的曲线 (⟨g(α)⟩, ⟨x(α)⟩)。注意 ⟨g⟩ = C(α) · ⟨x⟩，其中
C(α) 是零线的斜率 ⟨ż = 0。换句话说，在线性情况下，慢平均零梯度与慢零梯度重合。

通常，由于慢速子系统右侧的函数不是线性的，所以平均慢速无效线的形状也可以是强非线性的，因此可

以与慢速无效线不同，如图 2 所示，它被 ⟨ṁK2⟩ = 0 标记。请注意，慢速平均无效线和 ⟨V ⟩ 在结构上具有相
同的第二变量范围。两条曲线的交点是 (4) 的求零，只要它发生在相同的 α。请注意，重叠可能发生在参数 α

的不同值上，见图 1；神经元模型（1）也是如此，其无效曲线显示在图 2。
假设参数 α 的变化保持了左边的前两个交点，即稳定的 Ln 和鞍 Ls 周期轨道持续存在。稳定的轨道表示

神经元内周期性的张力尖峰。如果 M s
lc 在 z1sn < z < zlcsn 内没有交点，那么这个吸引柱流形对于系统的轨迹来

说是瞬态的。这支持 burst 活动。当周期轨道通过鞍点分岔从流形 M s
lc 上消失时，可以发生这种现象。根据分

岔的整体结构，可能出现两种截然不同的情况 (Shilnikov 等人，2004,2005a)。在第一种情况下，由于蓝天灾难
的结果，主音尖峰被爆裂所取代。这种转变是平稳和可逆的。其关键特征是冲击具有周期性，且冲击持续时间

调节为 1/
√
α− α∗，其中 α∗ 为临界参数值。在第二种情况下，当鞍节点周期轨道具有非中心同形轨道时，其

跃迁具有强直尖峰和爆发模共存的双稳定性。另外，与前一种情况相比，爆炸持续时间估计为 |1 log /(α−α∗)|。
此外，爆发可以是弱混沌 (Shilnikov et al.，2005b)。
在此，我们报告，在神经元模型（1）中，平均零斜率可能确实相交三次，如图 2 所示。第三个交点可以

对应于另一个稳定的周期轨道，只要它属于曲线 ⟨x⟩ 的上分支。当交点位于折叠点下方曲线 ⟨x⟩ 的低分支上
时，该周期轨道不稳定。

回顾一下，一个稳定的周期性轨道可能成为排斥性的唯一途径是通过二次安龙诺夫-霍普夫分岔，也称为
环形分岔。请注意，环形分叉可能不会发生在具有符号常数发散性的三维系统中。这个条件在流形 Mlc 的折
线附近可能不被满足，因为从（3）中可以看出，当 |µ| ≪ 1 时，慢速子系统对发散的贡献很小，这就意味着

周期性轨道的另一个乘数也接近于 +1。这个环形体可以被称为 Hopf-initiated canard（Guckenheimer 等人，
2000年），因为它非常薄，并迅速分解，从而导致混沌的发生（Shilnikov和 Rulkov，2003，2004；Shilnikov等
人，2004）。随着支配平均慢速空心线的参数的改变，一对具有正实部的复数共轭乘数，向内穿过单位圆，而
二维环形体崩溃，周期性轨道重新获得稳定。因此，通过降低慢速平均无效线 ⟨ż⟩ = 0，第三个交点滑向 Meq

中间分支上的马鞍平衡状态的同调分叉。从上面的讨论可以看出，没有一个稳定的、但有马鞍的周期性轨道可

以终止于这个同线轨道。因此，稳定的周期性轨道经历了一些演变，成为马鞍型。

相空间中两个稳定的周期性轨道的存在意味着神经元模型的强直加压活动的双稳性，见图 3A。两个吸引
子的吸引盆地都被鞍状周期轨道的稳定流形所分隔。即使第二个周期性轨道通过周期加倍的分叉成为马鞍，情

况也是如此，见图 3。在分叉之后，它的稳定性被加倍周期的稳定周期轨道所继承（图 3B1 和 B2）。反过来，
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双倍周期的稳定轨道通过随之而来的周期双分叉而失去其稳定性，因此诞生了一个周期为 4 的稳定周期轨道
（图 3C2），依此类推。这就产生了一个周期加倍的级联，导致了混沌（图 3D）。因此，该模型可以证明两种
强直性棘波模式的共存。一个总是周期性的，另一个可以是周期性的或混乱的，取决于控制参数的值（图 3）。
有两种情况可以说明混沌的强直棘波吸引器如何消失。在第一种情况下，当它的轨迹到达流形 Mlc 的褶皱处

并落到超极化分支 Meq 上时，它经历了内部危机，该分支将其引入主要的周期性强直棘波吸引子的吸引盆地。

在第二种情况下，当 Mu
lc 上的混沌吸引子接触到鞍状周期轨道的稳定流形时，混沌吸引子的轨迹开始通过分

离的鞍状周期轨道逃逸。在任何一种情况下，在混沌吸引子消失后，系统变得单稳，因此在大多数初始条件下

都能观察到周期性的强直棘波活动。

4 总结

在神经生理学实验中已经观察到强直性刺突的双稳定性 (Lechner 等，1996)。在此，我们发现水蛭振荡中
间神经元模型中存在张力尖峰的双稳定性。我们已经证明这个模型 (1) 可以证明两种类型的紧张刺激活动共
存时的双稳定性。在控制参数变化的情况下，一个主音尖峰模态始终保持周期性，而另一个主音尖峰模态则经

历了从周期性到混沌的复杂演化，出现了倍周期分岔的级联现象。

这种级联是通往混沌的典型路线之一。在各种神经元模型中经常观察到周期加倍级联（Terman, 1992;
Feudel 等, 2000; Rowat and Elson, 2004; Wang, 1993; Rinzel and Ermentrout, 1989）。所考虑的模型的一个
区别是，混沌吸引子代表了周期性强直突发活动的一个共存的替代物。Terman（1992）、Feudel 等（2000）、
Rowat 和 Elson（2004）、Wang（1993）以及 Rinzel 和 Ermentrout（1989）中描述的周期加倍级联也是从强
直棘波过渡到爆发的一个特征。

庞特里亚金的平均法为我们提供了共存振荡模式情况下的双稳态现象的清晰的几何解释。我们在此提出

的机制与同一模型（Shilnikov 等人，2005a，b）中报告的双稳态不同，在该模型中，周期性的强直棘波和突
发活动是并存的。与 Shilnikov 等人（2004, 2005b）考虑的双稳定性相似，该系统有几个周期性轨道，其中两
个直接对应于稳定的周期性轨道和不稳定的鞍型周期性轨道。在我们以前的工作中（Shilnikov 等人，2004），
不稳定的周期性轨道分离了两个共存模式的吸引盆地：强直尖峰周期性轨道和爆裂制度。在这里，它以类似的

方式分离了两种模式，只是它有一个强直尖峰制度与另一个尖峰制度共存，而不是与爆裂制度共存。

5 Appendix

The initial conditions for the two tonic spiking regimes presented in Fig. 3 are provided in the form (V ,
mK2, hNa) as follows:
(A) V shift

K2 = −0.026V , for (A2) and (A3) the initial conditions are (−0.0293215, 0.0955228, 0.0997786) and
(0.0259645, 0.356993, 0.197492) respectively;
(B) V shift

K2 = −0.02555V , for (B2) and (B3) the initial conditions are (−0.00893104, 0.103985, 0.0380690) and
(−0.0353596, 0.331244, 0.200898) respectively;
(C) V shift

K2 = −0.0255V , for (C2) and (C3) the initial conditions are (−0.0179769, 0.0986789, 0.0683255) and
(−0.0227637, 0.370310, 0.0182421) respectively;
(D) V shift

K2 = −0.025361V , for (D2) and (D3) (−0.0252204, 0.115693, 0.00855340) and (−0.0376925, 0.297170,
0.524276) respectively.
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