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摘要【ABSTRACT】

我们研究了在脑深部电刺激的闭环数学模型中使用分数阶的比例、积分和微分（PID）控制器的效果。该
控制器的目的是抑制帕金森病神经网络模型的振荡。我们改变了内部参数，如控制器的比例增益，以及外部变

量，如网络的兴奋度。我们发现在大多数情况下分数阶分量使模型对控制器比例增益变化的鲁棒性提高了数

倍。同样，与传统的 PID 情况相比相比，控制器可以被设置为一组固定的增益，并在突触权重变化的更大范
围内保持稳定，否则会导致振荡活动。鲁棒性的增加是分数阶微分特性的结果，它提供了过去活动的内部记

忆痕迹，作为一个负反馈系统发挥作用。分数阶 PID 控制器可以为开发独立的闭环脑深部电刺激系统提供平
台。关键词: 控制理论，分数阶微积分，基底神经节，运动障碍，Lyapunov 稳定性
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1 引言【Introduction】

脑深部刺激（DBS）被广泛用于治疗多种病理状况 [11], [30], [35], [43], [49]。DBS 包括在大脑的一个或不
同部位植入多触点电极以提供短暂的电脉冲。最近的证据显示，闭环系统可以为帕金森病等病症提供更好的

治疗效果 [29], [63]。然而，植入物的条件或神经元群体的内部动态变化会随着时间的推移而改变；这会导致
治疗的有效性降低。因此，重点的是开发技术使闭环系统对内部变化，如电极的电导率变化；或外部变化，如

旨在控制的神经网络的兴奋性变化具有鲁棒性 [14], [21], [23], [31], [47] 。
在 DBS 领域之外，闭环控制理论中还有一个新兴的领域，即使用分数阶动力学组件 [65]。分数阶动力学

使用非整数阶的微分和积分 [8]。分数阶模型被用来研究系统，其中元素的复杂相互作用导致没有特定的时间
常数主导动力学 [6], [39], [60]。与整数阶微分方程相比，分数阶系统的一个特点是它们具有所谓的” 内部记
忆”。内部记忆的痕迹产生于分数阶算子的非局部特性。从控制系统的角度来看，内部记忆轨迹是一种负反馈
机制，对突发变化反应迅速，同时允许长期适应 [7], [36], [81]。此外，越来越多的证据表明，分数阶闭环系统
是控制复杂过程和机械的理想选择 [4], [19], [69], [74]。由于这些特性，我们假设分数阶控制器可以为实现闭环
DBS 系统提供一个灵活和稳健的框架。
在这项工作中，我们实现了一个具有分数阶的比例、积分和微分（PID）控制器，以调节帕金森病 DBS

数学模型中的放电率活动。分数 PID 控制器是经典 PID 控制器的概括，但涉及分数阶整数差分元素 [20]。一
些研究已经表明闭环控制器应用于生物医学问题的有效性，从给药治疗 [5]、[52]、[53]、[67]、[68]，到与异常活
动有关的大脑动态紊乱如癫痫和帕金森病 [26]、[28]、[48]、[62]、[73]。使用分数阶 PID 控制器已被证明可以
提供比普通情况下更好的性能 [27], [69]。在这项工作中，我们表明，与整数阶控制器相比，分数阶控制器在更
大的突触范围和控制器参数范围内抑制了病态振荡行为。此外，我们表明，该控制器对突触参数的随机变化具

有鲁棒性，从而允许在内部条件的变化下对振荡进行动态控制。由于分数阶控制器的特性与振荡的性质无关，

我们认为这种方法可用于实现帕金森病和其他病理状况的稳定 DBS 治疗。
该手稿结构如下：第 2 节提供了本工作中使用的分数阶微积分的定义。第 3 节描述了数学模型和分数阶

PID 控制器的设计。第 4 节介绍了带有分数 PID 控制器的数学模型的基于 Lyapunov 的稳定性分析。第 5 节
展示了用于计算分数积分和分数微分的数值方法。第 6 节介绍了在这项工作中获得的结果。最后，第 7 节提
出了讨论，并指出了潜在的实施途径。
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2 分数微积分的定义

分数阶微分和积分有多种定义。其中一些只适用于一部分情况，而不适用于另一些。因为我们在这项工作

中需要计算微分和积分，所以我们决定使用适用于两个算子的 Riemann-Liouville 定义 [9], [44]。
令 f : (0,∞) → R 为一个连续函数。则对于 α > 0, α ∈ R，α 阶的 Riemann-Liouville 算子可以表示为：

RL
0 Iαt f(t) =

1

Γ(α)

dm

dtm

∫ t

0

f(η)(t− η)α−1dη, t > 0 (1)

其中 Γ(·) 为 Gamma 函数，若 α ∈ Z, 则上述积分的定义与经典情况相同。
我们令 β>0，m=[β]+1。则 β 阶的 Riemann-Liouville 算子为：

RL
0 Dβ

t f(t) =
1

Γ(m− β)

dm

dtm

∫ t

0

f(η)(t− η)m−β−1dη, t > 0 (2)

若 β ∈ Z, 则上述微分的定义与经典情况相同。Gamma 函数定义为：

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1 exp(−t)dt (3)
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3 帕金森病的基底神经节数学模型

帕金森病的特征是运动障碍，被认为是由基底神经节内的神经元活动在 β 范围内（约 12.5Hz 至 30Hz）
的异常放电率振荡引起的 [12], [33], [51], [56], [64]。DBS 包括在丘脑腹侧、苍白球内段（GP）或丘脑下核
（STN）植入多触点电极，以恒定的高频率施加短时刺激 [25]，[50]。刺激的参数通常是固定的，只有少数的手
动调整 [2]、[10]、[41]、[42]、[58]、[64]。我们的研究基于以前发表的研究帕金森病的模型 [33], [54], [56]。该
模型实例化了基底神经节的回路，在 GP、STN、纹状体和皮层之建立连接（见公式（4）和图 1）。该模型由
以下公式给出：

τs
d

dt
STN(t) =− STN(t) + Fs (−ωgsGP (t− δgs) + ωcsvs + u(t))

τg
d

dt
GP (t) =−GP (t) + Fg (−ωsgSTN (t− δsg)− ωggGP (t− δgg) + ωggvg)

(4)

其中 STN(t) 和 GP(t) 分别为 STN 和 GP 的放电率。函数 Fs 和 Fg 如下：

Fs =
Ms

1 +
(

Ms−Bs

Bs

)
e(

−4x
Ms

)

Fg =
Mg

1 +
(

Mg−Bg

Bg

)
e

(
−4x
Mg

) (5)

其中 x 是输入，如公式（4）所示。其余的参数在表 1 中描述。

表 1: 网络模型参数

Parameter Value Description
δsg 6 ms STN→GP 延迟
δsg 6 ms GP→STN 延迟
δsg 4 ms GP→GP 延迟
τs 6 ms STN 响应时间
τg 14 ms GP 响应时间
Ms 300 spk/s STN 最大放电率
Bs 17 spk/s STN 静息放电率
Mg 400 spk/s GP 最大放电率
Bg 75 spk/s GP 静息放电率
νs 27 spk/s 皮层对 STN 的输入
νg 2 spk/s 纹状体对 GP 的输入

函数 u(t) 代表控制器的输入。在传统情况下，我们使用由如下公式表示的 PID 控制器：

u(t) = KP e(t) +KI

∫ t

0

e(τ)dτ +KD
d

dt
e(t) (6)

其中 KP、KI 和 KD 分别是比例、积分和微分部分的增益。误差函数被定义为：

e(t) = STNd − LFP (t) (7)
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图 1: 基底神经节模型和闭环控制系统
放电率网络模型由纹状体、皮层、苍白球（GP）和丘脑下核（STN）组成。控制器由监测 GP 的局部场电位
（LFP）电极和 SNT 的刺激电极 u（t）组成。通过计算误差函数 e(t)，控制器被设定为将 STN 的放电率维持
在一个设定点（STNd）。反馈是用比例、积分和微分控制器计算的，具有分数阶的积分（α）和微分（β）。该

模型的动力依赖于突触权重（ωgs, ωsg，ωgg，ωxg，ωcs）和传播延迟（δgg, δgs, δsg）。标有 → 的突触是兴奋
性的，标有  的是抑制性的。
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其中 STNd 是 STN 的目标放电率。函数 LFP 代表 GP 中的局部场电位，它接收来自 STN 和纹状体的输入。
由于在该模型中，纹状体提供了一个恒定的输入，因此我们将其简化为：

LFP (t) = ωsgSTN (t− δsg) (8)

它是 STN 的加权延迟放电（见公式（4））。控制器的输出在这之后被注入 STN 中。
帕金森病的情况我们将其设置为 STN 和 GP、纹状体和 GP、以及皮层和 STN 之间的突触权重发生变

化 [33]，见表 2。

表 2: 健康和疾病状态下的突触权重

Parameter Healthy Disease Connections
ωgs 1.12 10.7 GP→STN
ωsg 19.0 20.0 STN→GP
ωgg 6.60 12.3 GP→GP
ωcs 2.42 9.2 Cortex→STN
ωxg 15.1 139.4 Striatum→GP

在本研究中，我们将传统的 PID 控制器概括为一个分数阶控制器，其特点是阶数 α 用于积分；β 用于微

分，那么公式（6）的结果为：

u(t) = KP e(t) +KRL
I0

Iαt e(t) +KRL
D Dβ

t e(t) (9)

其中算子 RL
0 Iαt and RL

0 Dβ
t 分别代表 Riemann-Liouville 意义上的分式积分和分式微分。指数 α 和 β 分

别是积分和微分的阶数 [59], [60]。如果 α=β=1, 此时该控制器与公式（6）相同。最后，公式（4）中给出的
控制系统与公式（9）中给出的分数 PID 控制器的形式为：

τs
d
dt
STN(t) = −STN(t) + Fs

(
−ωgsGP (t− δgs) + ωcsvs +KP e(t) +KRL

I0
Iαt e(t) +KRL

D0
Dβ

t e(t).
)

τg
d
dt
GP (t) = −GP (t) + Fg (−ωsgSTN (t− δsg)− ωggGP (t− δgg) + ωggvg)

(10)

根据分数微积分的基本特性 [60]，误差的分数积分和微分结果为：

RL
0 Iαt e(t) =

STNdt
α

Γ(α)α
− 1

Γ(α)
d
dt

∫ t

a
e(η)(t− η)α−1dη

RL
0 Dβ

t e(t) =
STNd

Γ(1−β)tβ
− 1

Γ(m−β)
d
dt

∫ t

a
e(η)

(t−η)β
dη

(11)
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4 基于 Lyapunov 的稳定性分析

在这一节中，我们将提出一个基于 Lyapunov 的稳定性分析，该分析是对公式（4）中给出的系统与公
式（9）中给出的分数 PID 控制器的分析。我们令 δ=maxδgs,δsg,δgg，对于 t>0，xt ∈ C[[−δ, 0],R] 定义为
xt(γ) = x(t+ γ),−δ ≤ γ ≤ 0。我们令

f (t, φt, ϕt) = −φ(t) + Fs

(
−ωgsϕt + ωcsvs +KP e(t) +KRL

I Iαt e(t) +KRL
D Dβ

t e(t)
)

g (t, φt, ϕt) = −ϕ(t) + Fg (ωsgφt − ωggϕs − ωxgvg)
(12)

(STN(t),GP(t)) 是（7）的解，其初始数据为：{
STN (t; 0, φ0, ϕ0) = φ0(t), −δ ≤ t ≤ 0

GP (t; 0, φ0, ϕ0) = ϕ0(t), −δ ≤ t ≤ 0
(13)

其中 φ0，ϕ0 为区间 [-δ,0] 上的连续函数，我们把 GPd 表示为 STNd 所对应的状态。考虑类 Lyapunov
函数：

V (t, STN,GP ) = |STN − STNd|+ |GP −GPd| (14)

我们将评估连续函数 V 相对于公式（4）中给出的系统的微分，定义为：

D+
4 V (t, φ(t), ϕ(t)) = limh→0+ sup 1

δ
[V (t+ h, φ(t) + hf (t, φt, ϕt) , ϕ(t) + hg (t, φt, ϕt))− V (t, φ(t), ϕ(t))]

(15)
对于 sigmoid 激活函数 Fs 和 Fg。存在正常数 Ls 和 Lg（见 [34]）使得

|Fs(x)− Fs(y)| ≤ Ls|x− y|
|Fg(x)− Fg(y)| ≤ Lg|x− y|

(16)

对于任意 x，y∈ R，x̸=y，我们仍然有 Fg(0) = Bg ≥ 0, Fs(0) = Bs ≥ 0

则对于 t≥0,对于任意 φ ∈ C[[t−δ,R]，ϕ ∈ C[[t−δ,R]使得 V (t+γ, φ(t+γ), ϕ(t+γ)) < V (t, φ(t), ϕ(t)), γ ∈
[−δ, 0)，我们可以得到：

D+
7 V (t, φ(t), ϕ(t)) ≤

(
−1

τ
+A

)
V (t, φ(t), ϕ(t)) (17)

其中 − 1
τ
= min

{
1
τs
, 1
τg

}
A = max

{
ωgsLs

τs
+

ωggLg

τg
, ωsg

(
1

τs
Ls

(
KP +KI

Ic
Γ(α)

+KD
Dc

Γ(m− β)

)
+

1

τg
Lg

)}
(18)

其中 Ic 和 Dc 为常数，将允许估计和控制来自分数积分和分数微分项的参考增益。

若 1
τ
≥ A, then D+

4 V (t, φ(t), ϕ(t)) ≤ 0，根据延迟系统理论 [32]，状态（STNd, GPd）稳定。此外，如果

有一个 c>0 使得 1
τ
− A ≥ c > 0，那么我们有 D+

4 V (t, φ(t), ϕ(t)) ≤ −cV (t, φ(t), ϕ(t))，这将保证指数稳定性。

分数阶系统的类似结果在 [70], [71], [72] 中提出。请注意，对于这样的系统，Mittag-Leffler 稳定性的概念包含
了指数稳定性的概念。

基于 Lyapunov的稳定性分析表明，STN(t)和 GP(t)的行为可以被控制和同步。然而，条件 1
τ
−A ≥ c > 0

是非常严格的。此外，为了评估在控制器中添加分数阶积分和微分元素以及减少 A 的效果，下一节将对不同
的 α 和 β 值进行数值模拟。
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5 分数阶微分和积分的数值解法

Riemann-Liouville 定义用于分析微积分，Grunwald-Letnikov 通常用于数值微积分 [57], [60]，这个定义
被表述为

GL
0 Dθ

t f(t) = lim
h→0

1

hθ

t/h∑
j=0

(−1)j

(
θ

j

)
f(t− jh) (19)

其中 j 是时间增量，GL
0 Dθ

t 是 Grunwald-Letnikov 意义上的分数算子，其中 θ ∈ R 。阶数 θ<0 时，该式
是分数积分，θ>0 时，该式为分数微分。对于二项式系数的计算，我们可以使用欧拉的伽马函数和阶乘之间的
关系，定义为： (

θ

j

)
=

Γ(θ + 1)

Γ(j + 1)Γ(θ − j + 1)
(20)

那么分数微分方程可以表示为：

GL
0 Dθ

t f(t) = g(f(t), t) (21)

在 cθ0=1 条件下，该方程可以通过数值求解为 [79]：

f (tk) = f (tk−1)h
θ −

∑k
j=1 c

θ
jf (tk−j) (22)

cθj =

(
1− 1 + θ

j

)
cθj−1 (23)

其中 h 是时间步长，当 θ 为负数时代表分数积分 [17]，[39]。公式（22）的第二部分被称为内部记忆轨迹。
我们在 Matlab（Natick, MA）中实现了整个系统。所有的模拟脚本都可以在 www.utsa.edu/SantamariaLab
和 github.com/SantamariaLab 上找到。
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6 结果【Results】

在任何闭环 DBS 系统中，一个普遍的难点是实现算法根据植入物的条件或被监测的神经网络的活动的变
化来改变刺激的参数。在这里，我们采取了一种不同的策略，即使用分数阶控制器。分数阶控制器提供了以

前活动的内在负反馈过程，从而生成了复杂系统的高度灵活的调节器。为了测试分数阶控制器是否可以适用

于闭环 DBS，我们对正常和帕金森病状态下的基底神经节网络进行了建模研究 [16]。神经网络的正常状态是
STN和 GP有一个稳定的放电率（图 2A，t<0）。突触参数的变化（表 2）导致这两个区域在 β 范围内（12Hz）
出现病理性的振荡放电率活动（图 2A，t>0）。我们首先实现了一个以增益 KP 为特征的比例控制器，其中

KI=KD=0。我们对 KP 的值进行参数空间扫描，以确定比例控制器抑制振荡的范围。如果在 2.5 s 长模拟的
最后 0.2s 内，STN 的放电率仍然处于在目标放电率（22 Hz）的 10% 以内，则认为系统处于受控状态。结果
显示 KP 的数值范围为 (15,55)，这与之前的建模报告 [55] 一致。在这些值之外，控制器就会失效，STN 放电
重新产生震荡（未显示）。

图 2: 帕金森病及其控制模型
A）在改变突触参数之前（t<0）和之后（t>0），丘脑下核（STN）和苍白球（GP）的放电率与时间的关系，这
会导致病态振荡行为，见表 2。B）与 A 中相同的模拟，但 PID 控制器一直处于激活状态，设置为控制 STN
的放电率。控制增益设置为：Kp = 15,Ki = 115,Kd = 0.15

然后我们研究了将控制器的积分和微分元素 KI ̸=0和 KD̸=0分别纳入的效果。如方法中所述，我们没有使
用经典的一阶微分和积分，而是使用了分数阶的积分和微分算子，其特征是它们的阶数 α和 β。对于 α = β =

1
(
PIDα=1

β=1

)
，该控制器与公式（6）和（9）传统整数阶 PID相同。对于 PIDα=1

β=1，在条件KD=0和KP=15下，KI

的参数搜索范围是 (0,856)，结果为控制器减少了振荡。对于类似分析，在条件 KI=0和 KP=15下，KD 范围为

(0,0.19)。为了表征 PIDα=1
β=1 控制器的综合使用，我们选择了一个参考增益 (KI = 115,KD = 0.15,KP = 15)。

这组增益能够抑制 STN 和 GP 目标放电率的振荡行为（图 2B）。之后我们再次确定了增益的范围，但现在固
定了 KI=115 与 KD=0.15。这种分析导致了 KI 范围的扩大，变为 (0,1967)，与此同时，KDd 的范围是不变
的。因此 PIDα=1

β=1 控制器的微分增益范围较小，积分分量的参数范围较大，与被控制的振荡的缓慢性质相一

致。
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当确定了 PID 控制器的特征之后，我们研究了改变积分和微分部分的分数顺序 α 和 β 时对 KI 和 KD

范围的影响。我们首先在固定 KD=0.15、KP=15、β=1 的情况下尝试描述 KI 的特征。如前所述，α=1 的
值会产生第一个积分，它是对系统中总活动的一种测量。第二个积分提供了关于这个活动的积累方向的信息。

因此，介于 1 和 2 之间的分数积分提供了关于总活动和其作为时间函数的总体轨迹的混合信息。由于这些特
性，我们把 α 的值从 1 变化到 1.9。这一分析导致 KI 的范围扩大到 (0,17,000)，是 PIDα=1

β=1) 情况下最大值

的 8.6 倍（图 3A）。

图 3: 分数阶 PID 的结果为增加了可用于控制病态振荡的增益范围
A）可以控制振荡的积分增益（Ki）的最大值与分数积分的阶数（α）的关系。其中 Ki=15，Kd=0。B）可以
控制振荡的微分增益的最大值（Kd）与分数微分的阶数（β）。Kp=15，Ki=0

与我们对分式积分的论证类似，0 和 1 之间的分式微分提供了过去和瞬间活动的混合信息。正弦的分数
微分是 Dβ sin(t) = sin(2πft+ απ/2)，这提供了一个来自监测信号的相位提前量，可以用来预测系统的行为。

我们在条件 KI = 115 and α = 1 进行了与分数积分情况下相同的分析。我们的结果显示，随着 β 值的减少，

可以控制振荡的 KD 的最大范围扩大到 KD=22，与 PIDα=1
β=1 控制器相比，范围增加了 11 倍（图 3B）。使用

分数 PIDα<1
β>1 的综合分析表明，与传统情况相比，运行增益的范围增加了数倍。

理解我们结果的另一种形式是，使用 PIDα<1
β>1 时，增益范围内鲁棒性的增加是由于所谓的内部记忆轨迹。



6 结果【RESULTS】 第十四页

内部记忆轨迹（公式（21））是一个负反馈函数，在时间上以幂律形式衰减，是为分数算子提供非局部性的特征。
为了说明内在记忆轨迹在控制系统方面的功能，我们分析了两个除了 KD 的值其他参数都相同的模拟，α=1.5
和 β=0.5，KI=5788。在这种情况下，KD=2.55，系统处于控制状态，而在另一种情况下，KD=3.35，系统
振荡（图 4A）。绘制控制器的积分和微分元素的记忆轨迹显示，正如预期的那样，积分部分跟踪缓慢移动的
动态，而微分则跟踪快速变化（图 4B）。在分数微分的情况下，对帕金森病症发病的反应导致记忆轨迹增加，
然后向动力学提供负反馈，从而降低 STN 的放电率。然而，控制性模拟和振荡性模拟之间的区别是，在振荡
性中，当放电率恢复到目标值时，较大的 KD 导致记忆轨迹的过度补偿，然后导致比控制性案例中更大的振

荡（图 4A 和 B 中的  ）。这也可以从每种情况的相位平面图（图 4C 和 D）中看出。对于受控情况，振荡
被吸引子捕获，它会缓慢地移动到目标值。然而，在振荡的情况下，系统没有被吸引器捕获，并从目标值中逃

脱。这种动态非常类似于我们以前报道的分数阶动力学在神经元中产生动作电位序列的影响的建模研究 [75]。
总之，这些分析表明，PIDα<1

β>1 控制器对增益设置的鲁棒性比 PIDα=1
β=1 的情况要好几倍。

图 4: 分数阶控制器的内部记忆轨迹在帕金森病模型中抑制震荡的功能
两个相同参数为 α=1.5 和 β=0.5，KI=5788 的模拟，黑色为 KD=2.55 的情况，灰色为 KD=3.35 的情况。符
号是为了标记其他面板中描述的事件。B）比较 A 中所述情况的积分和微分成分的记忆轨迹。C）微分的记忆
轨迹和 STN 放电活动之间的前 100 毫秒的相平面。D) 衍生的记忆轨迹和 STN 活动之间的完整相平面。

在表明 PIDα<1
β>1 增加了控制器增益的范围后，我们测试了在改变网络模型的突触参数时抑制振荡的 l 鲁

棒性。在网络模型中，振荡行为是由于 GP→STN（ωsg）、STN→GP（ωsg）和 GP→GP（ωgg）之间的突触

权重增加引起的。其他突触参数的变化并没有导致振荡行为的发生。为了探索突触参数空间，我们生成了三种

突触权重的 760 个组合，随机分布在疾病状态值的 0 到 200% 之间（表 2）。我们对积分 α=(1,1.3,1.5,1.7) 和
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微分 β=(0.3,0.5,0.7,1) 的每个组合进行了 760 次模拟。每次模拟包括在健康的突触集上运行模型 2.5 秒，然
后在疾病状态下再运行 2.5 秒。和以前一样，我们确定了每个条件下的分数阶控制器的模拟控制。这一分析
表明，ωgs 和 ωsg 的值决定了模拟是否处于控制状态（图 5A）。ωgg 的值对模拟的控制没有贡献，除了自我

抑制非常强以至于关闭了 GP 的活动的情况（未显示）。由于这在生理上是不现实的，这些模拟被放弃了。在
PIDα=1

β=1 的情况下，收敛的模拟比例为 0.57，相反，PIDα=0.5
β=1.3 的模拟比例增加到 0.82。事实上，对整个数据

集的分析表明，对突触权重变化的最大稳健性是在 α=1.3 和 β=[0.5,1] 时实现的。在 α ≥1.7 之后，模拟没有
收敛（图 5B）。这一分析表明，分数阶控制器可以扩大控制振荡的鲁棒性，因为在固定的增益集上，网络动态
的变化会导致振荡的发生。

图 5: PID 控制器中的分数秩序特性提高了对突触权重变化的鲁棒性
A) 左图，760 个模拟中的散点图，这些模拟是由传统控制器 PIDα=1

β=1 控制的。每个模拟都有一个突触权重的

随机值（ωsg，ωsg，ωgg），与引起帕金森氏振荡的值相比，最高为 200%。ωgg 的值没有显示出来，因为它们与

模拟的结果没有关联。右图是运行相同的 760 次模拟的散点图，分数控制器的阶数不同, 为 PIDα=0.5
β=1.3。B) 左

图，在控制器中每个分数阶数组合的模拟比例的表面图，积分为 α=(1,1.3,1.5,1.7)，微分为 β=(0.3,0.5,0.7,1)，
被控制。右图，左图的数据的二维投影。
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7 讨论【Discussion】

在本文中，我们提出了一个数学建模研究，以测试在 DBS中使用分数阶控制器的优势。我们的主要结果是
PIDα<1

β>1 控制器对增益变化的鲁棒性是传统 PIDα=1
β=1 控制器的数倍。同样，当固定控制器的增益时，PIDα<1

β>1

能够在突触参数变化的较大范围内控制振荡。分数积分和微分的一般特性提供了传统整数值积分或微分不可

能提供的关于监测的生物标志物信号（病理性振荡）的混合信息。

学界对使用闭环 DBS治疗帕金森病的兴趣越来越大。最近的报告显示，闭环疗法比开环疗法更有效 [13]、
[14]、[21]、[22]、[23]、[24]、[31]、[37]、[45]、[46]、[47]、[63]、[78] 。难点在于开发能够检测生物标志物并有效
抑制振荡活动的适应性算法。监测震颤或移动困难并不能很好地预测病理性振荡；相反，我们可以监测基底神

经节内的信号，特别是 GP中的 LFP。我们的模型使用从 STN进入 GP的延迟突触输入作为对 LFP的测量。
然而，根据模型中使用的生物细节水平，这种测量可能具有不同的特点。我们的模型使用了放电率用于触发闭

环信号；然而，似乎也可以使用孤立的动作电位来触发闭环信号。在任何情况下，使用灵活的算法是实现这些

设备的一个挑战。学界已经提出了很多不同的算法，如线性反馈控制、遗传算法和其他启发式过程 [15]、[18]、
[22]、[61]、[66]、[80]。我们的方法是具有创新性的，因为我们没有把重点放在不断修改 PID 控制器的增益上，
而是使用了分数阶的组件，它本质上具有处理非线性系统的数学框架。其优点是，我们的 PIDα<1

β>1 可以在广

泛的突触参数范围内控制帕金森氏症振荡的发生，这表明这样的系统可以处理慢性治疗期间预期的生理变化。

虽然在研究分数阶控制器的特性方面已经做了很多工作，但这类系统的实施有技术上的障碍。在计算方

面，这些算法要求很高。分数阶积分或微分需要考虑到所有以前的历史；因此，随着时间的推移，计算需求会

增加。这可以通过定义一个滚动窗口来限制，在这个窗口中计算这两个函数。另一种方法，也可能是对 DBS
最重要的方法，是实现电子电路。小数分化可以通过使用小数电容来实现 [76]。人们正在努力开发不同材料的
分数电容器 [1], [3], [40]。最近，分数电容仿真器已经被开发出来，可以被纳入 PID 控制器 [76], [77]。随着这
些技术的出现，那么它们将允许以分数元件提供的灵活性来实现低功率集成电路。
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