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摘要

本文考虑了胰脏 β 细胞的放电活动的一类微分方程。结果表明，对于不同的参数值，这些方程必须同时得

到爆发解 (Bursting solution)和连续的峰值解 (Spiking)。我们还考虑了随参数变化时，每次爆发的峰尖数量如何
变化。这种转变可能是连续的，在这种情况下，爆发解的周期先显著增大后减小。因此，微小的扰动可能引起爆

发解的宏观变化。由于 Smale horseshoe的存在，这种转变也可能造成混沌动力学的出现。

第 1章 引言

本文中，我们研究了胰腺 β 细胞放电活动数学模型解的定性行为。胰腺 β 细胞负责胰岛素的分泌。Atwater
等 [2]发现，在一定水平的葡萄糖浓度下，β细胞的膜电位经历持续的爆发型振荡。此外，在较高的葡萄糖浓度下，
爆发变成了持续的尖峰或跳动。Chay和 Keizer给出了这一现象的第一个理论模型 [4]。该模型由五个 Hodgkin-
Huxley型一阶非线性微分方程组成。后来，Chay[3]将该模型简化为三个方程的一阶系统。原始和简化的 Chay
和 Keizer模型都显示了许多在实验中观察到的定性特征。特别地，这些模型包含一个参数KCa，它随着葡萄糖

浓度的增加而增加。对 Chay和 Keizer[4]、Chay[3]和 Chay和 Rinzel[5]的数值研究表明，这两种模型都表现出
爆发解，并且，在较高的 kca值下，这些爆发解引起连续的峰值。数值计算和实验结果表明，从爆发到连续尖峰
是一个混沌的过渡过程。

在 [12]中，Rinzel描述了爆发产生的几种数学机制。我们考虑一种这样的机制;这包括简化的 Chay和 Keizer
模型。参考 Rinzel[13]。我们通过理论分析和数值方法证明，当方程中的参数变化时，这种类型的模型可能会产
生混沌解。混沌解在数学上是由于 Smale horseshoe的存在而产生的。

我们考虑的方程是常微分方程的自治系统。根据 Rinzel[12]，如果方程的解是一个周期解，其行为在近稳态
行为 (被动阶段)和峰状振荡序列 (主动阶段)之间交替，则该方程的解是爆发的。图 12显示了一个爆裂解决方案
的例子。方程组由快子系统和慢子系统组成。如果我们把慢子系统的变量看作参数，那么快动力学将有一个稳

定休息点的分支和一个稳定周期解的分支。然后，爆发解将是相空间中的一个闭合轨道，在被动相空间中，它通

过稳定休息点的分支。快速尖峰序列对应于经过周期解分支附近的闭合轨道。

我们发现如果存在一个稳定的且总是位于周期解的分支附近闭合轨道，则系统会产生连续的峰尖。

我们证明了这些模型一定会引起爆裂解，并且对于其他参数KCa 的值一定会引起连续的爆裂解。

我们还研究了每次脉冲峰值的数量如何随着慢子系统参数的变化而变化。我们看到，根据慢动力学的结构，

这可以以两种不同的方式发生。一种可能是平稳过渡;对于所有的参数值，都存在一个稳定的周期解，其在相空
间中的轨迹随着参数的变化而连续变化。这种转变的有趣之处在于，随着峰值数量的变化，每次爆发的周期也

会增大。因此，缓慢动力学的微小扰动会引起爆破解的宏观变化，见图 13。

从 n 到 n + 1 个峰尖的转换不必是连续的; 在这个转变过程中，可能会形成斯梅尔马蹄形。我们在第 6
章 (参见命题 6.4.2 后面的注释 2) 中表明，马蹄的存在意味着，如果 ak 是任意双无限的整数序列，其中 ak ∈
{n, n+ 1} ,−∞ < k < +∞，那么必然存在一个方程的突发解，使得第 k个突发模式中的峰值数为 ak。

我们解决这个问题的方法相当几何化。通过证明某 Poincaré返回映射具有不动点，证明了爆发解的存在性。
混沌解的存在证明了 Poincaré映射产生了 Smale马蹄形。为了定义 Poincaré映射并证明它具有正确的性质，需
要在相空间中定义各种几何对象。重要的是要了解相空间中的轨迹是如何从一个几何对象映射到另一个几何对

象的，以及轨迹可以通过几何对象的哪一边离开或进入。



这类几何论证已被其他人用于研究由刺激膜模型引起的奇异摄动问题 (Singular Perturbation Problems)，见
Cronin[6]。研究了慢子系统独立对快子系统起强迫作用的模型的非周期解和混沌解。对于这样的模型，Ermentrout
和 Kopell[8]和 Alexander, Doedel和 Othmer[1]讨论了从 n到 n+ 1个峰值的转变。

本文的大纲如下。在第 2章中，我们精确地陈述了我们需要爆裂解决方案的假设。在第 3章中，我们定义了
相空间中的基本几何对象。第 4章证明了爆破解的存在性。在第 5章中，我们证明了对于一定的参数值，系统必
然会出现连续的峰值。在第 6章中，我们研究了从 n到 n+1个峰值的转换。为此，我们必须引入圈数 (Winding
number)的概念。这对应于每次爆发解的尖峰数量。在第 7章中我们用数值计算来支持我们的分析结果。

第 2章 假设

考虑具有以下形式的常微分方程：

v′ = f1(u, v, y),

u′ = f2(u, v, y),

y′ = ϵg(v, w, y, k).

(2.1)

其中 ϵ是一个小正参数，f1，f2以及 g均为光滑函数。将 y视作慢变量，令 f(v, w, y) = (f1, f2)
T，通过快子系

统，可表示： (
v

w

)′

= f(v, w, y) (FS)

在 (FS)中，y被视作了一个参数。

为了保持符号的可管理性，我们引入了以下约定。我们的第一个假设是 (FS)的休息点集是三维 (v, w, Y)相
空间中的 S形曲线 L。我们用 UB表示上面的分支，用 MB表示中间的分支，用 LB表示下面的分支。字母 l、

L和L 将被保留给任何以某种方式与 LB相关的对象。对于MB和 UB也有类似的声明。L 的左膝和右膝在我

们的分析中也起着核心作用。字母 λ和 ρ将分别保留为与左右膝盖相关的任何对象。

我们选择了这样的假设，对于一个特定的系统，它们可以很容易地用一个标准的常微分方程求解器进行数

值验证。前五个假设与二维系统 (FS)有关，后两个假设与 g(v, w, y, k)的零集有关。下面列出的假设是证明爆发

解存在的必要假设。当我们考虑到连续的尖刺和马蹄形的存在时，将给出进一步的假设。

在下文中，请读者参阅图 1。

(A1) 休息点 (FS)由像空间中光滑，S型曲线L 构成。即，存在 λ < ρ，使得：

(a) 若 y < λ，(FS)有一个精确休息点，用 ly 表示。

(b) 若 y > ρ，(FS)有一个精确休息点，用 uy 表示。

(c) 若 λ < y < ρ，(FS)有三个精确休息点，分别表示为 ly，my 和 uy。

(d) 当 y = λ“左膝”休息点表示为Kλ，而当 y = ρ时 “右膝”休息点表示为Kρ.
(e) 上述所有点的交集形成了一条光滑曲线，记为L。

(A2) 每个休息点 ly 作为 (FS)的解均是一个吸引子。每个休息点my 是一个非退化鞍点。记my 不稳定流形上的

两条轨迹为M+
y (t)和M−

y (t)。

(A3) 存在 h ∈ (λ, ρ)，使得M+
y (t)同宿于mh；也即是说， lim

t→±∞
M+

y (t) = mh。如果 y ∈ (λ, ρ)，则 lim
t→∞

M−
y (t) = ly，

若 y ∈ (λ, h)，则 lim
t→+∞

M+
y (t) = ly。

(A4) 存在 δ0 > 0，使得如果 h < y < ρ + δ0，那么快子系统 (FS)存在一个渐近稳定的周期解 Py(t)。该解围绕

uy，但不会围绕 ly 或my。这些轨迹的交集定义了解的一个连续分支，当 y → h时，该分支在M+
h (t)处终

止。设P 为这些周期解的交集。



注：在图 2 中，我们说明了参数 y 的三个不同值对应于 (FS) 的相平面，以演示当 y 经过临界值 y = h 时

M+
y (t)的轨迹如何变化。在每幅图中， lim

t→∞
M−

y (t) = ly。在图 2(a)中，假设 λ < y < h，此时 lim
t→∞

M+
y (t) = ly。

在图 2(b)中，y = h，M+
y (t)是一条同宿轨。最后在图 2(c)中，h < y < ρ，M+

y (t)在 t → ∞时接近周期轨道
Py(t)。

我们现在需要一个假设，它可以让我们得出这样的结论:对于 0 < ϵ ≪ 1，方程 (2.1)的解经过靠近右膝的
地方必然经过靠近周期解的分支，而 (2.1)的解经过靠近左膝的地方必然经过靠近下支的地方。在下面的内容中，
ω(γ0)将是 ϵ = 0时 (2.1)通过 γ0 的解的极限集。
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(A5) 存在Kρ的邻域Uρ，使得若 γ0 = (v0, y0, w0 ∈ Uρ)，则有 ω(γ0) = my0，ω(γ0) = ly0 或 ω(γ0) = py0。存在

Kλ的邻域 Uλ使得如果 γ0 ∈ Ky，则有 ω(γ0) = my0
，ω(γ0) = ly0

或 ω(γ0) = uy0

最后的假设与慢动力学相关。

(A6) 存在 kρ < kλ 使得若 kρ < k < kλ 则存在一个光滑函数 v = h(w, y, k)，当且仅当 v = h(w, y, k)

时，使得 g(v, w, y, k) = 0 成立。另外，当且仅当 v > h(w, y, k) 时，有 g(v, w, y, k) < 0。若 Mk =

{(u,w, y) : v = h(w, y, k)}，对于 yk ∈ (λ, ρ)，则Mk ∩ L = myk
。

注：这个假设意味着对于 k ∈ (kρ, kλ)ϵ > 0，方程 (2.1)有一个精确的不动点，为中间分支上的点myk
。

(A7) 若 kρ < k < kλ，则 LB ⊂ M−
k 。另外，存在唯一 kh ∈ (kρ, kλ)，使得 ykh

= h。若 kρ ≤ k ≤ kh，则

P ⊂ M+
k 。

注：最后一个假设说明当 k ∈ (kρ, kλ)，ϵ > 0及 (u, y, w)位于下方分支时，y′ = ϵg(v, y, w, k) > 0。此外，当

kρ < k < kh，ϵ > 0及 (u, y, w)在P 附近，则 y′ < 0。注意当 k = kh，ϵ > 0时，则系统 (2.1)的不动点为mh。

它是系统 (2.1)在 ϵ = 0时的同宿点。

注：(1)对于引言中提到的 β-细胞模型，如果我们对变量做出适当的解释，这些假设至少可以在数值上得到
验证。这里，v对应细胞内外的电位差，w对应钾离子通道状态变量，y与钙离子浓度有关。在原始的 β-细胞模
型的变量中，系统 (2.1)产生了“Z型”曲线，而不是我们的“S型”曲线。参数 k对应导言中提到的 kCa。

(2)注意，我们没有对休息点 uy 做任何假设。这是因为我们在后面几节中考虑的周期解和混沌解从不接近

上分支 (Upper Branch)。例如，有可能存在 y > h，使得 y > y时休息点 uy 是稳定的，并且当参数 y减少到 y以

后，会发生 Hopf分岔。这就是系统 (7.1.1)所出现的现象。

(3)类爆发解存在的根本原因如下 (见图 3(a))。假设 γ(t)是当 0 < ϵ≪ 1，k ∈ (kρ, kh)时系统 (2.1)的解，假
设 γ(t)靠近下分支。因为 y′ > 0靠近下支，γ(t)将缓慢地向右移动，向上移动到下支。这与爆炸的被动阶段相

对应。γ(t)将向上移动较低的分支，直到推过右膝。在这一点上，快速动力学接管了 γ(t)快速地接近周期解的

分支P。因为 y′ > 0在周期解附近，γ(t)会绕一圈，慢慢向左移动。这对应于脉冲序列或爆发的活跃阶段。峰

值将持续，直到 γ(t)被推到同斜轨迹的左侧。在这一点上，γ(t)经过同斜轨迹后的行为是不清楚的。然而，合

理的预期是，最终快速动力学迫使 γ(t)返回到较低的分支，整个过程重新开始。寻找混沌解的一个关键步骤是

理解 γ(t)通过同斜轨迹时的行为。我们看到 γ(t)一定在某一点，靠近 (A2)中定义的不稳定轨迹M+
k 或M−

k 中

的一种一支。如图 3(b)所示。

第 3章 碉堡、管子等

我们现在在相空间中定义各种邻域。这些邻域可以让我们跟踪它们在相空间中循环时的轨迹。基本的想法

是在左右膝上放“药丸盒”，在较低和中间的分支上放“管子”，在周期解上放环形区域。当然，必须谨慎地定

义这些邻域，以便它们能够正确地结合在一起。此外，我们必须确保轨迹以适当的方式进入和退出它们。在本节

中，我们假设 kρ < k < kh。

药盒和药管将是单位立方体的同胚像：

C = {(x, s, z) : |x| ≤ 1, |s| ≤ 1, |z| ≤ 1} .
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1 右膝和下分支

表示 C的开边：

CL = int{(x, s, z) ∈ C : s = −1}, CR = int{(x, s, z) ∈ C : s = +1},
CBT = int{(x, s, z) ∈ C : z = −1}, CT = int{(x, s, z) ∈ C : z = +1},
CBK = int{(x, s, z) ∈ C : x = −1}, CF = int{(x, s, z) ∈ C : x = +1}.

令 E3 为的 (v, w, y)像空间。定义 πy : E3 → E1 为 πy(v, w, y) = y所定义的投影映射。

定义 3.1

♣

假设 U ∈ R3 及 Φ : U → E3。当满足以下条件时，我们说 Φ是从 U 到 E3 的 y-同胚:
(a) Φ是从 U 到其相的同胚。

(b) 若 (x1, s1, z1) ∈ U，(x2, s2, z2) ∈ U，s1 ≤ s2 则：

(πy ◦ Φ)(x1, s1, z1) ≤ (πy ◦ Φ)(x2, s2, z2)

本节中考虑的所有映射都是 y-同胚。条件 (b)是自然的，因为 y是慢变量，当 ϵ = 0时被视为参数。接下来，

δ将是一个小的正常数，它的大小可能会变小。

1 右膝和下分支

下面两个命题很容易从上一节的假设中推导出来。在第一个命题中，我们定义右膝的邻域 Nρ。在第二个命

题中，我们定义下分支的邻域NL。它的吸引力在于，对于 ϵ = 0，(2.1)的解位于 ∂NL上的必须在正向时间内进

入NL。这些集合是这样构造的，NL的右边包含在Nρ的左边的内部。当 ϵ很小时，位于NL中的轨迹最终必须

通过 Nρ的顶部进入 Nρ。见图 4。
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2 左膝

命题 3.1

♠

存在一个 y-同胚 Φ : C → E3，使得：

(a) Kρ ∈ int (Φρ(C)).
(b) Φρ(C) ⊂ M− ∩ {(v, w, y) : y < ρ+ δ0}，其中 δ0 在 (A4)被定义.
(c) 若 ε = 0 及 γ(t) 是系统 (2.1) 在 γ (t0) ∈ int (Φρ(C)) 条件下的解, 则 γ(t) 尽可能从 Φρ (CT ) 穿过

Φρ(C)。若 γ(t)不离开 Φρ(C),则 ω(γ(t)) ⊂ P , P 为 (A4)中所定义的解的流形。
(d) 若 ε = 0，γ(t)是系统 (2.1)在条件 γ (t0) ∈ ∂Φρ(C)下的解,那么 γ′ (t0)不切于 ∂Φρ(C)。

令Nρ = Φρ(C)，Tρ = Φρ(CT )，Lρ = Φρ(CL)，及 yρ = (πy ◦Φρ)(CL)。注意 yρ是很好定义的，因为 Φρ是

一个 y-同胚。

我们的下一个结果是根据前面的命题和常微分方程解对参数的连续依赖。它指出，如果 ϵ足够小，那么方程

(2.1)的任何解经过 Nρ的左侧 Lρ必须进入 Nρ，然后通过顶部 Tρ离开 Nρ。

推论 3.1

♡

若 ϵ > 0足够小，且 γ(t)是系统 (2.1)在 γ(t0) ∈ Lρ 时的一个解，则存在 t1 > t0 使得对于 t0 < t < t1，

γ(t1) ∈ Tρ 有 γ(t) ∈ Nρ.

我们现在考虑下方分支。从这些假设很容易得出以下结果：

命题 3.2

♠

存在 y-同胚 Φ : U → E3 使得 NL = ΦL(C):
(a) 对于 λ− δ ≤ y ≤ yρ有 ly ∈ NL;
(b) NL ⊂ M−;
(c) (πy ◦ ΦL)(CL) = λ− δ

(d) (πy ◦ ΦL)(CR) = yρ且 ΦL(CL) ⊂ Lρ;
(e) 若 ϵ = 0，γ(t)是系统 (2.1)在 γ(0) ∈ ∂(NL) ∩ {(u,w, y) : λ− δ < y < yρ}条件下的一个解，则 γ(t)

随着时间推移横切的进入 NL.

推论 3.2

♡

若 ϵ > 0足够小，且 γ(t)是系统 (2.1)在 γ(t0) ∈ NL 时的一个解，则存在 t1 ≥ t0 使得对于 t0 < t < t1，

γ(t1) ∈ ΦL(CR) ⊂ Lρ时有 γ(t) ∈ NL.

结合推论 3.1和 3.2有以下结果：

推论 3.3

♡

若 ϵ > 0足够小，且 γ(t)是系统 (2.1)在 γ(t0) ∈ NL 时的一个解，则存在 t2 > t1 > t0 使得当 t1 < t <

t2, γ(t2) ∈ Tρ 时，对于 t ∈ (t0, t1)，γ(t1) ∈ Lρ, γ(t) ∈ Nρ时有 γ(t) ∈ NL.

2 左膝

我们现在定义左膝的邻域，方法与我们对右膝所做的类似。下面的结果很容易由我们的假设得出。
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3 中间分支

命题 3.3

♠

存在 y-同胚 Φλ : C → E3 使得 Nλ = Φλ(C):
(a) Kλ ∈ Nλ;
(b) Nλ ⊂ M+;
(c) 若 ϵ = 0，γ(t)是系统 (2.1)在 γ(t0) ∈ ∂Nλ 时的一个解，则 λ′(t0)不切于 ∂Nλ;
(d) 若 ϵ = 0，γ(t)是系统 (2.1)在 γ(t0) ∈ Nλ时的一个解，对于 t > t0，γ(t)仅可从 Φλ(CBT )通过Nλ。

在这种情况下，存在 t1 > t0，使得 γ(t1) ∈ NL。

设 Bλ = Φλ(CBT )，Rλ = Φλ(CR)，yλ = (π ◦ Φλ)(CR)。

下一个结果由前一个命题和解对参数的连续依赖得到。

推论 3.4

♡

若 ϵ > 0足够小，且 γ(t)是系统 (2.1)在 γ(t0) ∈ Rλ 时的一个解，则存在 t2 > t1 > t0 使得当 t ∈ (t0, t1)，

γ(t1) ∈ Bλ, γ(t2) ∈ NL时有 γ(t) ∈ Nλ.

3 中间分支

现在我们构造一个“管导”NM，对于某些 δ1 > 0，该管道包含了 yλ ≦ y ≦ h+ δ1 的中间分支。重要的是

要跟踪 NM 轨迹的哪一边可能离开或消失，以及轨迹离开 NM 后会去哪里。

命题 3.4

♠

存在一个 δ1 > 0，以及一个 y-同胚 ΦP : C → E3使得如果有NM = ΦM (C)，且 γ(t)是 ϵ = 0条件下系统

(2.1)的一个解，则有：
(a) my ∈ NM for yλ ≦ y ≦ h+ δ1;
(b) NM ⊂M+;
(c) ΦM (CL) ⊂ Rλ 及 (πy ◦ ΦM ) (CR) = h+ δ1;
(d) 若 γ (t0) ∈ ΦM (CT ) ∪ ΦM (CBT ),则 γ(t)随时间推进横切进入 NM。

(e) 若 γ (t0) ∈ ΦM (CF ) ∪ ΦM (CBK),则 γ(t)随时间推移横切的进入 NM。另外，存在 t1 > t0 使得当

t ∈ (t0, t1),或 γ (t1) ∈ NM ,或 γ (t1) ∈ NL，有 γ(t) /∈ NM 成立。

(f) 若 h < y ≦ h+ δ1,则每个周期解 py(t)进入 NM 并且穿过 ΦM (CBK)。

证明 在整个证明过程中，我们考虑 ϵ = 0时系统 (2.1)的解。我们改变坐标，使靠近中间分支时，系统 (2.1)变
为以下形式：

p′ = λ1(y)p+ g1(p, q, y),

q′ = −λ2(y)q + g2(p, q, y),

y′ = 0

(3.1)

这些方程对 |p| ≦ δ, |q| ≦ δ, |yλ| ≦ h + δ 成立。这里 λ1(y)和 −λ2(y)分别是 (FS)的正特征值和负特征值在其余
点my 处线性化。函数 g1(p, q, y)和 g2(p, q, y)都是 o(|p|+ |q|)且满足:

(a) 对于 |q| ≦ δ，及 yλ ≦ y ≦ h+ δ时有 g1(0, q, y) = 0;
(b) 对于 |p| ≦ δ，及 yλ ≦ y ≦ h+ δ时有 g2(p, 0, y) = 0.

因此，my1
处的局域稳定流形，yλ ≦ y1 ≦ h+δ由 {(p, q, y) : p = 0, y = y1}给出，局域不稳定流形由 {(p, q, y) : q = 0, y = y1}
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4 周期解

给出。my 的不稳定流形由两个轨迹组成，如在第 2章中，我们用M+
y (t)和M−

y (t)表示。我们假设局部坐标的

选择使得当 yλ ≦ y ≦ h+ δ时，

M−
y (0) = (−δ, 0, y) and M+

y (0) = (δ, 0, y).

假设 q1, q2, δ1 是满足条件max {q1, q2, δ1} ≦ δ的正常数。考虑矩形邻域：

R ≡ R (q1, q2, δ1) = {(p, q, y) : |p| ≦ δ,−q2 ≦ q ≦ q1, yλ < y < h+ δ1}

我们表示 R的边为：
RF = {(p, q, y) ∈ R : p = −δ,−q2 < q < q1}

RB = {(p, q, y) ∈ R : p = δ,−q2 < q < q1}

RT = {(p, q, y) ∈ R : |p| < δ, q = q1}

RB◦T = {(p, q, y) ∈ R : |p| < δ, q = −q2}

如果必要的话，选择更小的 δ，我们可假设 R ∈ M+，轨迹经过 RT ∪RB◦T 进入 R，且通过 RF ∪RB 离开。注

意M−
y (t)经过 RF 离开 R，M+

y (t)经过 RB 离开 R。

令 ΦM : C → R3 是一个 y-同胚使得 ΦM (C) = R(q1, q2δ1), ΦM (CT ) = RT , ΦM (CBT ) = RB◦T , ΦM (CF ) =

RF , ΦM (CBK) = RB。这个映射满足命题中 (a)-(d)的条件。我们现在证明，可以选择常数 q1, q2 和 δ1，使 ΦM

满足 (e)和 (f)。

为了验证 (e)，我们必须证明每个离开 R的轨迹最终要么返回 R，要么进入NL。请注意，轨迹只能通过 RF

或RB 离开 R。假设 y ∈ [yλ, h+ δ1]和 γq(t)是 ϵ = 0和 γq(0) = (−δ, q, y) ∈ RF 时系统 (2.1)的解。因为当 t→ ∞
时，有 γ0(t) =M−

y (t) → ly，因此，如果 |q|足够小，那么 γq(t) ∈ NL对于某些 t > 0成立。因此，如果 ql和 q2

足够小，那么每个离开 RF 的轨迹最终都必须进入 NL。

我们现在考虑由 RB 离开 R 的轨迹。对于 y ∈ [yλ, h + δ1]，令 γq(t) 现在是当满足条件 ϵ = 0 和 γq(0) =

(δ, q, y) ∈ RB 时系统 (2.1)的解。如果 y ∈ [yλ, h)，则 γ0(t) =M+
y (t) → ly。由此得出，对于给定 δ1, q0可以进行

选择使得如果 yλ < y < h− δ1 并且 |q| < q0，然后对于某些 t ≧ 0有 γq(t) ∈ NL。

现在假设 |y − h| < δ1. 若 q, δ1 均足够小，然后 γq(0)靠近M+
h (0)。对于 t > 0，无论常数 q1, q2, δ1 如何选

择，轨道M+
h (0)均会回到R. 不难发现常数 q1, q2, δ1可以选择为满足条件 |y−h| < δ1及−q1 < q < q2的值，则

γq(t)一定会回到 R。参考图 5，这验证了推论中的 (e)。

最后，考虑周期解 py(t)。这些轨道在当 y → h时接近M+
h (t)。回忆一下M+

h (t)经过 RB = ΦM (CBK)离开

R。因此选择 δ1 值小一些，如果必要的话，我们可以保证如果 h < y < h+ δ1，则周期解 py(t)经过 RB。 ■

我们通过考虑当 ϵ > 0时接近MB的 (2.1)解来结束本节。

推论 3.5

♡

若 ϵ足够小，γ(t)是对于某些 t0, γ(t0) ∈ NM 时系统 (2.1)的一个解，那么存在 t1 > t0 使得 γ(t1) ∈ NL。

另外，γ(t)可通过 ΦM (CF ),ΦM (CBK),ΦM (CL)等离开 NM .

证明 因为 y′ < 0在NM，γ(t)必须离开NM。由前面的命题，解对参数的连续依赖，以及 y′ < 0在NM 中，由

此得出，如果 ϵ足够小，那么 γ(t)只能通过 ΦM (CF ),ΦM (CBK),ΦM (CL)离开 NM。若 γ(t)通过 ΦM (CL)离

开 NM，那么从推论 3.4可知，对于某些 t1 > t0, γ(t1) ∈ NL离开 NM。若 γ(t)通过 ΦM (CF )∪ΦM (CBK)离开

NM，那么根据前面的命题，要么 γ(t)返回到 NM，要么对于 t1 > t0，回到 γ(t1) ∈ NL。然而，对于 ϵ > 0, γ(t)
当然只能在不穿过 NL 的情况下有限次数的返回 NM。 ■
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4 周期解

回顾 (A4)，每个周期解 Py(t)作为 (FS)的解是渐近稳定的。因此，对于每个 y ∈ (h, ρ+ δ0)，在 (v,w)相空
间中存在一个紧密邻域 Py(t)是吸引的。由于这个原因，下面的命题很容易得出。对于结果的表述，我们设：

A =

{
(x, s, z) :

1

2
≦ x2 + z2 ≦ 2,−1 ≦ s ≦ 1

}
ΣP = {(x, s, z) ∈ A : x = 0, z < 0}

AL = {(x, s, z) ∈ A : s = −1}

AR = {(x, s, z) ∈ A : s = +1}

AB = {(x, s, z) ∈ ∂A : |s| < 1}

ΣL = AL ∩ ΣP

命题 3.5

♠

存在一个 y-同胚 ΦP : A→ E3使得如果有 Np = ΦP (A)，γ(t)是 ϵ = 0条件下系统 (2.1)的一个解，则有：
(a) NP ⊂M+;
(b) 若 γ (t0) ∈ ΦP (AB),则 γ(t)随时间推进横切进入 NP。

(c) (πy ◦ ΦP ) (AL) = h+ δ1,且 (πy ◦ ΦP ) (AR) = ρ+ δ0;
(d) ΦP (ΣL) ⊂ ΦM (CBK).

我们之所以选择 ΦP 使得命题 3.5(d) 成立，是因为命题 3.4(f)。由连续相关可知，如果 ϵ 足够小，则位于

ΦP (AL)的 (2.1)的每一个解一定会进入NM。此外，如果 ϵ > 0，则 y′ < 0在NP。因此，如果 ϵ足够小，则位于

NP 的 (2.1)的每一个解一定会通过 ΦP (AL)进入NM。通过选择小的 ϵ，我们可以保证当轨迹进入NM 时，它是

在 y坐标满足 y > h的点上进入的。这是因为命题 3.5(c)。我们在下一个推论中总结最后一段。

推论 3.6

♡

若 ϵ足够小，γ(t)是 γ(t0) ∈ NP 时系统 (2.1)的一个解，那么存在 t2 > t1 > t0 使得在满足以下条件时：

t0 ≦ t ≦ t1, γ (t1) ∈ ΦP (AL)，γ(t) ∈ M+ for t ∈ (t0, t2), 以及 γ (t2) ∈ NM，γ(t) ∈ NP 成立。另外，

πy (γ (t2)) > h。



第 4章 爆发解的存在性

我们现在用一个不动点论证来证明，如果 kλ < k < kh 且 ϵ足够小，必然存在 (2.1)的周期解。这与爆发解
(Bursting solution)相对应。我们证明，当 ϵ足够小时，命题 3.1定义的集合 Tρ被流连续映射到它自己当中。周期

解的存在性由布鲁尔不动点定理 (Brouwer fixed point theorem)得到。参见图 6。

固定 γ0 ∈ Tρ, 令 γε(t)在 γ(0) = γ0 条件下 (2.1)的解。若 ε = 0, 则当 t → ∞，γ(t)靠近其中一个周期解
py(t)。因此，若 ε足够小，那么 γ (t1) ∈ NP 对于一些 t1 > 0成立. 现在我们利用推论 3.3，3.5，3.6说明，存
在 ε0 使得若 0 < ε < ε0, 那么也会存在 t4 > t3 > t2 > t1 使得 γ (t2) ∈ NM , γ (t3) ∈ NL, 及 γ (t4) ∈ Tρ. 令
Γ (γ0) = γ (t4). 那么可以确定的是, ε0 可以不依赖于 γ0 得到,并且 Γ是连续的。因此，Γ必有一个不动点. 当然，
这个不动点对应于 (2.1)的周期解。

第 5章 连续尖峰

在这一节中，我们考虑连续峰值的存在性。回想一下，这对应于 (2.1)的稳定周期解，它总是位于流形P

附近.对于我们的结果，有必要对 (2.1)中的非线性函数做两个额外的假设。第一个假设与 (FS)的周期解 py(t)有

关。由于 (FS)是二维的，每个解 py(t)只能有一个 Floquet乘子，即 βy，这不是单位。我们假设，在 (A4)中，每
个轨迹 py(t)是渐近稳定的。因此，|βy| ≦ 1。我们现在做以下额外的假设。



(A8) 存在 α, h < α < ρ,使得若 h < α < ρ,则 |βy| < 1成立。

这一假设使我们可以得出这样的结论:二维不变流形P 在 ϵ很小时出现摄动。

对于我们第二个额外的假设，回顾在 (A6)中所定义的概念：

(A9) kh < h < kλ, ∂g
∂k(v,w,y,k) > 0处于同宿轨道M+

y (y)的邻域中

注：最后一个假设在引言中提到的 β 细胞模型中是满足的。对于那些模型， ∂g
∂k>0 是处处成立的。

在 (A7)中，我们假设如果 k = kh，则P ∈M+
k 。特别是，对于所有 t, pα(t) ∈M+

kh
。选择 k0 ∈ (kh, kλ]，则

如果 k ∈ [kh, k0]，那么对于所有 t, pα(t) ∈M+
k 。接下来我们现在可以陈述这一章的主要结果。

定理 5.1

♡假设 kh < k < k0。若 ϵ足够小，则 (2.1)出现连续峰尖。

注：保证定理 5.1成立的 ϵ的范围依赖于 k的选择。

证明 给定 k ∈ (kh, k0)，对于 δ < (α − h)/10，令 Sδ = {(v, w, y) : h+ δ < y < α− δ}。我们利用假设 (A8)和
Fenichel[9]得出结论，当 ϵ足够小时，P ∩ Sδ 摄动变为光滑的二维不变流形，我们用Pϵ 表示。常数 δ 将在后

面指定。我们将证明 δ可以被选择使得如果 ϵ足够小那么一定存在一个周期解，它位于Pϵ。证明将使用一个不

动点论证。为了建立等式，我们首先考虑 ϵ = 0的情况。

令 Σ是一个包含每个点 py(0), h+ δ < y < α− δ的二维截面，且它横截于 ϵ = 0时由 (2.1)所求得的流。假设
Py(0)连续依赖于 y。因此是Σ∩P上的连续曲线。若 ϵ很小，则Σ是一些函数 ψε : [−1, 2] → Σ的同胚相。令 πy

是第三章所定义的投影映射。可以假设 πy (ψε(−1)) = h+δ, πy (ψε(0)) = h+2δ, πy (ψε(1)) = α−2δ, πy (ψε(2)) =

α− δ,且若 −2 < s1 < s2 < 1,有 πy (ψε (s1)) < πy (ψ (s2)).。

令 γε,s(t)是 γε,s(0) = ψε(s)条件下系统 (2.1)的解。若 ϵ则对于每一个 s ∈ [−1, 2], γ0,s(t)是周期的。因此，

存在 ts 使得 γ0,s(t) /∈ Σ 对于 0 < t < ts 且 γ0,s (ts) = γ0,s(0) ∈ Σ。若 ε 很小，且 0 ≦ s ≦ 1, 存在 tε,s 使得

γε,s(t) /∈ Σ对于 0 < t < tε,s 且 γε,s (tε,s) ∈ Σ. 当然了，当 ε → 0，tε,s → ts。另外，因为Pε 是一个不变量，

γε,s (tε,s) ∈ Pε ∩ Σ。因此，对于 s ∈ [0, 1],Φε(s) = ψ−1
ε (γε,s (tε,s))是从 [0, 1]到 [−1, 2]很好的一个连续映射。

我们将证明对于很小的 ϵ，Φϵ是一个不动点。即存在 s0 ∈ [0, 1]使得 γε,s0 (tε,s0) = ψε (s0) = γε,s0(0)成立。这也

就说明了 γε,s0(t)一定是一个周期解。为了证明 Φϵ确实有一个不动点，我们将证明若 ϵ很小，则有 Φϵ(0) > 0及

Φϵ(1) > 1成立。这等价于证明 δ可以被选择使得 ϵ足够小：

(a) πy (γϵ,0(tϵ,0)) > h+ 2δ,

(b) πy (γϵ,1(tϵ,1)) < α− 2δ.
(5.1)

为证明 (5.1)( b )，我们假设若 k ∈ [kh, k0]，对于所有的 t，有 pα(t) ∈M+
k 成立。这说明对于 δ足够小，则

对于所有的 t，均有 pα−2δ(t) ∈ {(v, w, y) : g(v, w, y, k) < 0}成立。因此，若 γε,1(t) = (vε,1(t), wε,1(t), yε,1(t))且

ϵ足够小，则 y′ε,1(t) < 0 for |t| < 2tε,1。因此 πy (γε,1 (tε,1)) = yε,1 (tε,1) < yε,1(0) = α− 2δ。

仍需证明 (5.1)( a )。我们必须小心我们的符号因为轨迹 γε,0(t)和常数 tε,0 依赖于参数 ε和 δ。我们现在表

示：

γ(ε, δ, t) = (v(ε, δ, t), w(ε, δ, t), y(ε, δ, t))

对于 γε,0(t), t(ε, δ)及 tε,0. 注意 γ(0, δ, t) = ph+2δ(t). 因此，轨道 γ(0, δ, t)靠近同宿轨道M+
h (t)当满足条件 δ → 0,

t(0, δ) → ∞当 δ → 0时。则 (5.1)( a )将从以下结果得出。
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引理 5.1

♡

选定 k ∈ (kh, k0)。可选择 δ0使得 0 < δ < δ0成立，则存在 ϵ(δ)使得若 0 < ϵ < ϵ(δ)成立，则 y(ϵ, δ, t(ϵ, δ)) >

y(ϵ, δ, 0)。

从 (2.1)的最后一个方程中我们发现，如果我们可以选择 ϵ和 δ，以下式子成立：∫ t(ε,δ)

0

g(γ(ε, δ, t), k)dt > 0. (5.2)

在接下来的式子中，我们令 kδ 等于 ykδ
= h+ 2δ。这里我们使用 (A6)中定义的表示法。然后:∫ t(ε,δ)

0

g(γ(ε, δ, t), k)dt = A(δ) +B(δ) + C(ε, δ) (5.3)

其中：

A(δ) =

∫ t(0,δ)

0

g (ph+2δ(t), kδ) dt

B(δ) =

∫ t(0,δ)

0

[g (ph+2δ(t), k)− g (ph+2δ(t), kδ)] dt

C(ε, δ) =

∫ t(ε,δ)

0

g(γ(ε, δ, t), k)dt−
∫ t(0,δ)

0

g (ph+2δ(t), k) dt

我们认为 A(δ)是一致有界的。也就是说，存在一个常数 k0 使得:

|A(δ)| < K0, δ. (5.4)

为证明 (5.4)，回想一下轨迹 ph+2δ(t)在当 δ → 0时接近同斜轨道M+
h (t)。因此，若能证明

∫∞
−∞ g

(
M+

h (t), kh
)
dt

是有界的，则 (5.4)自然成立。最后一种说法成立是因为当 |t| → ∞, g (mh, kh) = 0，M+
h (t) → mh且以指数增长

形式收敛，g是一个光滑函数。

接下来，我们考虑 B(δ)，通过平均值定理：

B(δ) =

∫ t(0,δ)

0

∂g

∂k
(ph+2δ(t), η(t)) (k − kδ) dt (5.5)

对于一些函数 η(t) ∈ (kδ, k) , t ∈ (0, t(0, δ))，由假设 (A9)，我们可选择 η0 使得：

∂g

∂k
(ph+2δ(t), η(t)) > η0 对于t ∈ (0, t(0, δ)). (5.6)

假设 δ0 使得 0 < δ < δ0，有：

kδ <
k + kh

2
. (5.7)

因此，如果 0 < δ < δ0，则

B(δ) > η0

(
k − kh

2

)
t(0, δ). (5.8)

回想一下，当 δ → 0时，t(0, δ) → ∞。我们假设 δ0 使得：

η0

(
k − kh

2

)
t(0, δ) > 4K0, δ ∈ (0, δ0). (5.9)

现在选定 δ ∈ (0, δ0)并考虑 C(ε, δ)。注意对于均匀分布的 t ∈ (0, t(ε, δ))当 ϵ → 0时，γ(ε, δ, t) → ph+2δ(t)

as ε→ 0。另外当 ϵ→ 0时，t(ε, δ) → t(0, δ)。因此，存在 ϵ(δ)使得若 0 < ε < ε(δ)，有以下式子成立：

|C(ε, δ)| ≦ η0

(
k − kh

4

)
t(0, δ) (5.10)

结合式子 (5.3)，(5.4)，(5.8)，(5.9)，(5.10)，可得出结论式 (5.2)成立。

这就完成了引理 5.3的证明，引理 5.3又意味着 ϵ和 δ可以被选择，因此 (5.1)(a)成立。由前面的注释可知，
这证明了在Pϵ上一定存在一个周期解。根据假设 (A8)以及Pϵ上的流是 2维的，不难发现，事实上，Pϵ上一
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定存在着一个稳定的周期解。 ■

第 6章 从第 n个到 n+1个尖峰的转变

1 引入

在本节中我们假设 kρ < k < kh。在第 4章中我们证明了，在这种情况下，对于 ϵ足够小，一定存在一个爆

发解。所谓爆发解的一次爆发，我们指的是解的一个周期。很容易看出，当 ϵ趋于 0时，每次爆发的峰值数量就
变得无界了。这是因为爆裂解在周期解P 的分支附近花费了越来越多的时间。我们考虑了当 ϵ减少时，每次爆

发的峰值数量是如何增加的。要做到这一点，我们必须首先为每个爆发解定义圈数的概念。这与每次爆发的峰

值数量相对应。它等于解在一个周期内绕上分支的次数。实际上，(2.1)的解 γ(t)有两种途径绕上分支;要么 γ(t)

靠近其中一个周期解 py(t) 要么它靠近其中一个轨迹 M+
y (t)。定位斯梅尔马蹄铁的关键是要了解圈数是如何随

着 ϵ的变化而变化的。我们证明了只有当 γ(t)经过左膝 kλ附近时，圈数才会发生变化。这意味着在增加一个脉

冲的过程中，每个脉冲的宽度都会增加。为了使它精确，我们首先需要理解所有经过左膝附近轨迹的集合。

2 左膝的”稳定流形”

考虑 ϵ = 0时的系统 (2.1)，对于 y ∈ (λ, ρ)，my 是在稳定流形中有两个轨迹的鞍点。设WM 是所有这些轨

迹的并集。WM 是一个不变的二维流形;它在中间分支的中心稳定流形中。因为剩下的每一个点 my, λ < y < ρ

都是双曲的，对于小的 ϵ，WM 会出现摄动到一个不变的二维流形，我们用WM (ϵ)表示。见 Fenichel[9]。

注意，WM 将 NM 划分为两个封闭区域。因此，如果 ϵ足够小，那么WM (ϵ)将 NM 划分为两个封闭区域，

我们用 N+
M 和 N−

M 表示。我们假设，不失一般性，每个轨迹M+
y (t)通过 N+

M (t)离开 NM，每个轨迹M−
y (t)通

过 N−
M (t)离开 NM。设 Σλ = N+

M ∩ ΦM (CL)。这是 N+
M 的“左侧”，它靠近左膝 kλ。

假设 ϵ足够小，γ(t)是 (2.1)在 γ(t0) ∈WM (ϵ) ∩NM 条件下的解，则由推论 3.5，存在 t1 > t0，使得：

γ(t) ∈ NMfort ∈ (t0, t1) and γ (t1) ∈ ΦM (CF ) ∪ ΦM (CBK) ∪ ΦM (CL) .

因为WM (ε)靠近WM ,及WM ∩ (ΦM (CF ) ∪ ΦM (CBK)) = ∅,我们可得出结论 γ (t1) ∈ ΦM (CL), NM 的左侧.
因此, WM (ε)中的每条轨迹一定与 NM 相交并且从其左侧 ΦM (CL)离开 NM。

3 弯曲数量

在本节中，我们假设 ε > 0足够小。给定 γ0 ∈ NL ∪Nρ，让 γε(t)是 (2.1)的解，γε(0) = γ0。我们现在定义

这个轨迹的圈数 ωε (γ0)相对于 γ0 的意义。

在第三章中，我们知道存在 t2 > t1 > 0，使得 γε(t) ∈ NL ∪ Nρ 对于 0 ≦ t ≦ t1, γε(t) /∈ NL ∪ Nρ for
t1 < t < t2, 其中 γε (t2) ∈ NL ∪ Nρ 成立. 令 Σ = ΦP (ΣP ) ∪ ΦM (CBK) ∪ Σλ, 其中 ΦP (ΣP ) 定义在 3.4 中,
ΦM (CBK)在 3.3有所讨论, Σλ 定义在 §6.2. 令 ωε (γ0)定义为与 Σ在 0 < t < t2 时所相交的次数 γε(t)。注意

γε(t)只能横街的穿过 Σ。因此 ωε (γ0)连续依赖于 ε和 γ0。

在我们的下一个结果中，我们研究圈数如何随着 ε的变化而变化。



4 斯梅尔马蹄铁 (The Smale horseshoe.)

命题 6.1

♠

假设 0 < ε1 < ε2 足够小，γ0 ∈ NL ∪ Nρ 和 ωε1 (γ0) ̸= ωε2 (γ0)。然后存在 varepsilon ∈ (ε1ε2)，使得

γ0 ∈WM (ε)。

证明 因为轨迹 γε(t) 横向穿过 Σ，因此一定存在 ε ∈ (ε1, ε2) 及 t0 > 0 使得 γε (t0) ∈ ∂Σ. 由推论 3.5 及根据

γ(ε) (t0) /∈ ∂ (ΦM (CBK) ∪ ΦP (ΣP ))吸引 NP。因此，γε (t0) ∈ ∂ (Σλ) \∂ (ΦM (CBK)). 从定义来看，最后一组
包含在WM (ε)中，因此证明完毕。 ■

注：

(1) 从我们的结构可以很容易地得出，当圈数变化时，它恰好一一变化。
(2) 当 ε → 0，对于每一个 γ0 ∈ NL ∪Nρωε (γ0) → ∞。只是因为当 ε很小时, γε(t)会在某一时刻任意靠近其
中一个周期解 py(t). 每一个周期解都无限次地穿过 Σ。因此通过 Σ穿过 γε(t)的次数当 ε→ 0时收敛。

(3) 给定 γ0 ∈ NL ∪ Nρ。前面两个注释暗示存在一个正整数 N0，使得对于每个整数 N > N0 存在 εN，使得

γ0 ∈WM (εN )和 ωεN (γ0) = N。

4 斯梅尔马蹄铁 (The Smale horseshoe.)

在引言中，我们指出 Smale马蹄形可能存在于 (2.1)定义的流中。斯梅尔马蹄形是否存在，在很大程度上取
决于慢动力学的结构。我们现在详细阐述这些说法。我们首先证明了一个命题，它给出了流动产生斯梅尔马蹄

形的充分条件。如我们在第 7章中所示，对于一组特定的方程，这个充分条件可以很容易地进行数值检验。在
6.5中，我们通过分析证明了确实存在函数 f1(v, w, y)，f2(v, w, y)和 g(v, w, y, k)满足 (A1)-(A9)，从而满足了这
个条件。在 6.6中，我们讨论了 (2.1)在什么情况下不会产生斯梅尔马蹄形。在这种情况下，增加一个尖刺的过
程将是连续的。

斯梅尔马蹄形将产生于由流定义的某个返回映射。我们现在定义相空间的某些子集，这将允许我们定义和

描述这个映射的重要性质。

考虑在 (A3)中定义的轨道M+
y (t)及M−

y (t)。回顾一下，对于 y ∈ (λ, h), limt→∞M−
y (t) = ly及 limt→∞M+

y (t) =

ly . 因此, M+
y (t)及当 t足够大时M−

y (t)一定位于 NL，也即是说，如果 λ < y < h,则一定存在 t+y 及 t−y 使得当

且仅当 t ≧ t−y 时，M
−
y (t) ∈ NL,并且，当且仅当 t ≧ t+y 时，M

+
y (t) ∈ NL。若 y = h, limt→∞M−

h (t) = ly 也成

立。选择 th，使得当且仅当 t ≧ th 时M−
h (t) ∈ NL。

我们现在假设轨迹当 y → λ时，轨迹M+
y (t)和M−

y (t)合并形成一个轨迹Mλ(t)。这个假设可能与我们之前

的假设不一致，但是我们感兴趣的所有解都与 y = λ的集合无关。因此，我们可以在不改变感兴趣的解的情况

下，当 δ足够小，y < λ+ δ集合中以一种平滑的方式重新定义流。选择 tλ 使得当且仅当 t ≧ tλ 时Mλ(t) ∈ NL

成立。注意 tλ = limy↘λ t
+
y = limy↘λ t

−
y。

现在让 S等于点的并集：

(a) M+
y

(
t+y
)
for λ < y < h;

(b) M−
y

(
t−y
)
for λ < y < h;

(c) Mλ (tλ);
(d) M−

y (th).

注意 S ⊂ ∂NL，为方便起见，我们假设 S ⊂ ΦL (CT ) ≡ NT，这里我们使用 3.1中定义的符号。由于 S 是一个
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4 斯梅尔马蹄铁 (The Smale horseshoe.)

圆的同胚，所以存在一个从单位圆 S1 到 NT 的 y同胚 ΦS，使得 ΦS

(
S1
)
= S。令：

A =
{
(x, s) : 1

2 < x2 + s2 < 2
}
, D =

{
(x, s) : x2 + s2 < 2

}
,

D1 =
{
(x, s) : x2 + s2 < 1

2

}
, Hr = {(x, s) ∈ D : s < r}.

(6.1)

很显然，我们可将 ΦS 扩充到一个 y-同胚 ΦH : D → NT。令 D = ΦH(D), D1 = ΦH (D1) ,H = ΦH(A ),对于
|r| < 1

2 ,Hr = ΦH (Hr)。

这些集合如图 7所示。注意 H 是 S 在 NT 中的一个开邻域。

引理 6.1

♡若 ϵ足够小，(2.1)所确定的流定义了一个连续映射 Φϵ : D → H .

证明 给定 γ0 ∈ D，令 γ(t)是 γ(0) = γ0 条件下 (2.1)的解，我们需要证明存在 t0 > 0使得对于 0 < t < t0 以及

γ(0) ∈ H 有 γ(t) /∈ D成立。

从第 3章的讨论中，我们知道存在 t0 > 0使得对于 0 < t < t0及 γ(0) ∈ ∂NL，有 γ(t) /∈ ∂NL。只需要证明，

如果 ϵ足够小，则 γ(t0) ∈ H。然而，当 γ(t)离开中间分支的邻域NM 时，它必须如此接近 λ ≦ y ≦ h时其中一

个轨迹M+
y 或M−

y 。通过选择命题 3.4证明中的常数 q0和 δ1为很小的值，我们可以看出这是正确的。对于每一

个轨道M+
y ，λ < y < h及M−

y ，λ < y ≦ h,均通过H 进入NL。因为H 是开的，它遵循如果 ϵ足够小，γ(t)一

定通过 H 进入 NL。映射 Φϵ如图 8所示。 ■

我们现在给出 Φϵ产生斯梅尔马蹄形的充分条件。参见图 10。下面我们总是假设 ϵ足够小。
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4 斯梅尔马蹄铁 (The Smale horseshoe.)

命题 6.2

♠
假设存在 γ1 ∈ D1 及 γ2 ∈ D2 使得 |ωε(γ1)− ωε(γ2)| > 2成立。则出现 Smale horseshoe。

证明 这个结果的证明被分解为许多步骤。接下来,我们定义若存在连续函数 C : [0, 1] → D,使得 C 是 C 的相，

则 C是D上的一条曲线。若存在一个连续函数 C : [0, 1] → clD，使得 C是 C 的相，并且 s ∈ (0, 1)，C (0) ∈ ∂D，

C (1) ∈ ∂D时有 C (s) ∈ D。

设 C = ImC (s), 0 ≦ s ≦ 1是D中的任意曲线，使 C (0) = γ1和 C (1) = γ2。因为 ωε (γ1) ̸= ωε (γ2)，一定存

在 s1 ∈ (0, 1)使得 C (s1) ∈WM (ε)。这是由一个类似命题 6.1证明的论证得出的。此外，ωε(C (s))每次最多只能

更改一个，因为 s是可变的。加上假设 |ωε (γ1)− ωε (γ2)| > 2，意味着存在 s1和 s2，使 i = 1, 2，C (si) ∈WM (ε)

和 ωε (C (s1)) = ωε (C (s1)) + 2。

现在我们已经证明了WM (ε)与 D相交于至少两个不同的点。而WM (ε)是一个与 D横向相交的二维流形。

因此，WM (ε)必须与 D相交在至少两条与 D相交的曲线上。我们用 C1 和 C2 来表示这些曲线。它们具有这样

的性质: C (si) ∈ Ci, i = 1, 2，并且圈数沿每条曲线是恒定的。

设 M 是 D 的子集，它被 C1, C2 和 ∂D 包围。见图 9。我们称映射 Φε : M → H 满足 Smale 马蹄形的必
要条件。为了证明这一点，我们设 Ĉ = Image Ĉ (s), 0 ≦ s ≦ 1为 D 中的任意曲线，且该曲线满足 Ĉ (0) ∈ C1，

Ĉ (1) ∈ C2，Ĉ (s) ∈M 对于 0 ≦ s ≦ 1成立。那么 Φε(Ĉ)是一条位于H 中的曲线。H 在拓扑上是一个环。因为∣∣∣ωε(Ĉ (0))− ωε(Ĉ )
∣∣∣ = 2，因此 Φε(Ĉ )是一条绕 H(在明显意义上)两次的曲线。参见图 9。由于 Ĉ 是M 中的一

条任意曲线，它连接 C1 和 C2，因此可以得出 Φε(M)与M 相交形成 Smale马蹄形，证毕。 ■
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4 斯梅尔马蹄铁 (The Smale horseshoe.)

注 1：通过额外的假设，我们可以证明刚才描述的马蹄形是双曲线的。保证这一点的充分的附加假设如下。
这些假设都与快子系统 (FS)的解有关。

(H1) 下支上不动点 ly 的特征值在 λ < y < ρ时形成两个连续函数 λ1(y)和 λ2(y)。这些函数可以选择使每个 y

满足条件 λ2(y) < λ1(y) < 0。此外，每个轨迹M+
y (t)和M−

y (t), λ < y < h趋近于与 ly 对应的特征向量相

切。

(H2) 在Kρ附近，快系统 (FS)的特征值可以参数化为一条曲线 (v(s), w(s), y(s))，使得 (v(0), w(0), y(0)) = Kρ。

之前做出的假设已经说明 y′(0) = 0，现在我们需要 y′′(0) ̸= 0。

(H3) 同宿轨 M+
y (t)产生于中间分支的中心稳定流形和中心不稳定流形的横向交点。注意，每个流形都是二维

的。中间支路中心不稳定流形为 λ < y < ρ时轨迹M+
y (t)和M−

y (t)的并集。中心稳定流形为 6.2中描述
的流形WM。

有了这些假设，我们就能够在相空间的每个“部分”附近定义局部坐标。也就是说，(H1)允许我们定义靠近
下分支的局部坐标，(H2)允许我们定义靠近右膝Kρ的局部坐标，(A8)允许我们定义靠近P 的局部坐标，(A2)
允许我们定义靠近中间分支的局部坐标。(H3)允许我们仔细地跟踪经过同宿轨道M+

h (t)附近的轨迹。有了这些

局部坐标，我们就可以计算返回映射 Φϵ的线性化DΦϵ。正是这种线性化映射的性质，使我们能够得出斯梅尔马

蹄形是双曲线的结论。详见 Guckenheimer and Holmes[10，第 241页]。

刚才描述的分析是非常抽象的，将在后面的文章中详细介绍。

注 2: 假设 Φϵ 产生了双曲马蹄形，并且假设 Λ是 Φϵ 的最大不变集。众所周知，在 Λ上，在拓扑上等价于

两个符号的双无限序列集合上的偏移映射。我们现在讨论这意味着 (2.1)的爆发解的性质。

集合Λ包含在一个形式为M∩Φε(M)的集合中，其中M与命题证明中的一样。现在M∩Φε(M) =M1∪M2 ⊂
H，其中M1 ∩M2 = ∅。见图 10。由于 H 位于M−

y (t)和M+
y (t), λ < y < h,进入 NL 的轨迹附近。我们可以

选择 M1 和 M2，使 M1 位于接近 M−
y (t) 轨迹进入 NL 的地方，而 M2 位于接近 M+

y (t) 轨迹进入 NL 的地方。
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5 产生斯梅尔马蹄铁的非线性特征

这意味着如果 γ1 和 γ2 是 Λ中的两个点，使得 Φε (γ1)M1，Φε (γ2)M2，那么 ωε (γ2) = ωε (γ1) + 1。另一种说

法是，如果 γ1(t)和 γ2(t)是 (2.1)的解，γ1(0) = γ1 和 γ2(0) = γ2，并且 t1, t2 被选择，以便 γ1 (t1) = Φε (γ1),
γ2 (t2) = Φε (γ2)，那么 γ1(t)在其爆发期间，0 < t < t1，比 γ2(t)在其爆发期间，0 < t < t2 少一个尖峰。

设 n 为正整数，如果 Φε (γ1) ∈ M1，则 ωε (γ1) = n，并且设 Γ 是所有双无限序列 {ai} 的集合，其中
ai ∈ {n, n + 1}。设 σ : Λ → Γ 是由 σ (γ0) = {ai} 定义的映射，其中 ai = n if Φi

ε (γ0) ∈ M1 和 ai = n + 1

if Φi
ε (γ0) ∈ M2。该映射是一个双射。因此，如果 {ai} 是 Γ 的任何元素，则在 Λ 中存在一个点 γ0 ∈ Λ 使得

σ(γ0) = {ai}，设 γ(t)是 γ(0) = γ0 时系统 (2.)的解，选择 {ti}使得 γ(ti) = Φi
ϵ(γ0)。我们之前的讨论已经说明

ωε(γ(ti)) = ai，或者在区间 ti−1 < t < ti 中第 i个爆发的尖峰数量为 ai。

注 3. 如果 |ωε(γ1)− ωε(γ1)| = 2，我们可以认为这个命题仍然有效。如果满足 (H1)-(H3)，情况确实如此。即
使对于 γ1, γ1 ∈ D, |ωε(γ1)− ωε(γ1)| ≦ 1也有可能存在 Smale马蹄形。第七章有一个例子数值证明了该说法

注 4. 假设存在 γ1, γ1 ∈ D，使得 |ωε(γ1)− ωε(γ1)| = k > 2,当M 被选中时，Φϵ(M)绕 H k次。因此，Φϵ

会形成至少绕 k − 1圈的斯梅尔马蹄形。第 7章中给出了一个关于 k = 4的例子。

5 产生斯梅尔马蹄铁的非线性特征

我们现在证明，可以选择 (2.1)中的非线性，以便相应的映射产生斯梅尔马蹄形。事实上，我们将证明以下
更强的结果。对于这个结果，我们假设 g(v, w, y), g(v, w, y, k)对于某个固定的 k ∈ (kρ, kh)。

命题 6.3

♠

假设对于给定的 k，假设函数 f1(v, w, y), f2(v, w, y)满足条件 (A1)−A(5). 存在满足条件 (A6)和 (A7)函

数 g(v, w, y)，使得若 ϵ足够小时，|ωε(γ1)− ωε(γ1)| = k对于 γ1, γ2 ∈ D1 均成立。
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6 从 n到 n+1尖峰的平滑过渡

证明 回想一下，我们在第 3 章中定义的集合 NL、Nρ 和 Tρ。我们假设 g(v, w, y) = 1 在 NL ∩ Nρ。每一个

经过 D1 中的一点的轨迹一定进入 NL，然后进入 Nρ，然后通过 Tρ 离开 Nρ。固定 γ1 ∈ D1，γ2 ∈ D1，设

γi = (vi(t), wi(t), yi(t))为 (2.1)的解并且满足条件 γi(0) = γi, i = 1, 2.。选择 tl和 t2，使对于 i = 1, 2，0 < t < ti,
γi(ti) ∈ Tρ, γi(t) ̸= Tρ。假设 yi = πy(γi(ti))。我们假设 y1 ̸= y2。要做到这一点，可能需要改变 γ1和 γ2或调整

Tρ。不失一般性，我们假设 y1 < y2。

我们现在沿着 γ1(t)和 γ2(t)向前移动。每一个轨迹都会进入 Np，即周期解的邻域。假设 i = 1, 2, γi(t)在

t = t̂i处进入 Np。通过适当地选择 g(v, w, y)，我们可以假设对于 δ > 0:

max
{
y1(t) : t1 < t < t̂1

}
≡ y0 < y0 + 2δ = y2(t̂2).

下面我们假设:
g(v, w, y) = −τ in Np ∩ {(v, w, y) : y > y0 + δ} ,

其中 τ 是一个需要确定的小正常数，在该区域之外，我们假设 g(v, w, y)用于使得令 (A6)及 (A7)成立。特别地，
我们假设 g固定在区域 {(v, w, y) : y ≦ y0}。因此我们就很好的定义了 ωε(γ1)。我们的结果表明，可调节 τ 使得

ωε(γ2) > ωε(γ1) + k成立。

令 t0 = t̂2+ δ/ϵτ。则有以下式子成立: y2(t0) = y0+ δ, y2(t) > y0+ δ, t̂2 < t < t0。因为当 τ → 0，有 t0 → ∞
成立，我们或许可以选择足够小的 τ 使得 t̂2 < t < t0, γ2(t)绕 NP 尽可能多次。因此，通过选择较小的 τ，我们

可以假设 ωε(γ2)是任意大的。特别地，我们可以选择 τ 足够小使得 ωε(γ2) > ωε(γ1) + k。证毕。 ■

6 从 n到 n+1尖峰的平滑过渡

我们现在讨论 (2.1)有可能不产生斯梅尔马蹄形的一种方式。在本例中，从 n到 n+1个尖峰的转换是连续的。
当调整 ϵ时，总存在一个 (2.1)稳定的周期解，它随 ϵ连续变化。随着 ϵ的变化，爆发解的周期增加。这是因为

周期解沿中间支路向上移动的时间越来越长。当周期解沿着中间的分支一路向上，直到它到达接近左膝的地方，

此时在 ϵ的值处出现新的尖峰。我们希望在 (2.1)中给出非线性的条件，以保证这种情况的发生。下面我们假设
快动力学特征 f1和 f2是固定的。我们证明，如果选择 g，将发生平滑转变，使被动相位的慢动力学比主动相位

的慢动力学慢得多。

对于 |r| < 1/2，设Hr 为 (6.1)中定义的集合。假设对于每个 r, Φϵ(Hr) ∈ Hr。这意味着 Φϵ在每个Hr 中有

一个不动点。当然，这个不动点对应于 (2.1)的周期解或爆发解。对于 r 接近 − 1
2，该爆发解 (Bursting Solution)

必须沿靠近左膝的中间分支向上流动。因此，它对应于一个长周期的破裂解。我们现在找到了在慢动力学上保

证对于 |r| < 1/2，有 Φϵ(Hr) ∈ Hr。在这种情况下，我们并不认为 Φϵ 会产生 Smale horseshoe。

这一分析的基本思想如下。对于 h ∈ Hr，设 γ(h)(t)是 (2.1)在 γ(h)(0) = h处的解。当 γ(Hr)经过较低的

分支时，它的大小以指数速率收缩。之后，当它经过中间的分支附近时，它会以指数速度伸展。为了使Hr 映射

到它自身，我们必须使靠近下分支的收缩大于靠近中分支的拉伸。这可以通过选择靠近较低分支的慢动力学速

率远小于靠近中间分支的慢动力学速率来实现。

为了简化讨论，我们假设 (2.1)在靠近下分支和中分支的地方是线性的。也就是说，在NL中，我们假设 (2.1)
由以下式子给出：

v′ = −λ1(v − vl),

w′ = −λ2(w − wl),

y′ = ϵ1,

(6.2)
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6 从 n到 n+1尖峰的平滑过渡

而在 NM 中，(2.1)由以下式子给出：
v′ = −λ1(v − vm),

w′ = −λ2(w − wm),

y′ = ϵ2.

(6.3)

我们还认为 NL和 NM 是矩形盒子。也就是说，存在 (vl, wl)，(vm, wm)，以及 beta > 0，使得：

NL = {(v, w, y) : |v − vl| ≦ β, |w − wl| ≦ β, λ− δ ≦ y ≦ yρ} ,

NM = {(v, w, y) : |v − vm| ≦ β, |w − wm| ≦ β, yλ ≦ y ≦ h+ δ1} .

选择 r0 ∈ (λ, h)使得 Hr ⊂ {(v, w, y) : λ− δ ≦ y ≦ r0}成立。

现在我们跟踪Hr 随时间发展，直到其穿过 Lρ。选定 γ0 = (v0, w0, y0) ∈ Hr,且令 γ(t) = γ (h0) (t)。选择 t0

使得 γ (t0) ∈ Lρ。从 (6.2),以及对 Lρ的定义可知 y (t0) = y0 + ε1t0 = yρ,或 t0 = (yρ − y0) /ε1. 从 (6.2)式中我们
可知：

|v (t0)− vl| = |v(0)− vl| e−λ1t0 ≦ β exp

[
−λ1

(
yρ − y0
ε1

)]
,

|w (t0)− wl| = |w(0)− wl| e−λ2t0 ≦ β exp

[
−λ2

(
yρ − y0
ε1

)]
.

那么若 γ0 ∈ Hr，有 λ− δ ≦ y0 ≦ r0 成立。假设，不失一般性 λ1 < λ2，有下列式子成立：

β exp

[
−λ2

(
yρ − λ+ δ

ε1

)]
≦ ∥(v (t0) , w (t0))− (vl, wl)∥

≦ 2β exp

[
−λ1

(
yρ − r0
ε1

)]
.

(6.4)

这给了我们一个 γ(Hr)的估计值，说明了当它经过较低的分支附近时收缩了多少。

现在，我们希望估算当 γ (Hr) 经过中间分支附近时拉伸了多少。回想一下，我们试图在参数上找到条件，

以便 Φε (Hr) ⊂ Hr。我们要做的是及时向后跟踪 Hr，并估计当它经过 NM 时，向后流动收缩了多少。修正

γ0 = (v0, w0, y0) ∈ Hr，让 γ(t)作为 (2.1)的解，γ(0) = γ0。和前面一样，我们假设 λ− δ < y0 < r0，γ0 ∈ Hr.
选择 t2 < t1 < 0使得 γ(t) /∈ NL ∪NM 对于 t ∈ (t1, 0)成立, γ (t1) ∈ ∂NM , γ(t) ∈ NM 对于 t ∈ (t2, t1)成立,以
及有 γ (t2) ∈ ∂NM。令 γ (t1) = (v1, w1, y1)以及 γ (t2) = (v2, w2, y2)。对于 t ∈ (t1, 0) , γ(t)由快动力学确定。我

们假设 ε足够小使得 λ− δ < y1 < r0 成立。

当 t = t2，随时间发展，γ(t)进入 NM。根据推论 3.6可知，h < y2 < h+ δ1. 因此，若 δ2 = δ + δ1,则有下
式成立：

h− r0 < y2 − y1 < h− λ+ δ2. (6.5)

不失一般性，假设在 t = t2 时，γ(t)由边 v = vm + β 进入 NM，并且在 t = t1 时，经过边 w = wm + β 离

开 NM。

由 (6.1)可知，当 t ∈ (t1, t2)，γ(t)由以下式子给出：

(a) v(t) = βe−γ1(t−t2) + vm,

(b) w(t) = (w2 − wm) eγ2(t−t2) + wm,

(c) y(t) = y2 − ε2 (t− t2) .

(6.6)

因此，(6.5)和 (6.6)(c)说明：
h− r0
ε2

< t1 − t2 =
y2 − y1
ε2

<
h− λ+ δ2

ε2
. (6.7)
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由 (6.6)(b)我们可以得出结论：

|w2 − wm| exp
[
γ2 (h− r0)

ε2

]
< |w (t1)− wm| < |w2 − wm| exp

[
γ2 (h− λ+ δ2)

ε2

]
.

因为 |w (t1)− wm| = β，可得出以下结论：

β exp

(
−γ2 (h− λ+ δ2)

ε2

)
< |w2 − wm| < β exp

(
−γ2 (h− r0)

ε2

)
. (6.8)

这给出了 γ (Hr)经过 NM 时的大小边界。另一方面 (6.2)给出了 γ (Hr)经过 NL 向前时间收缩的估计。我

们假设 γ (Hr)经过从 NL到 NM 的参数变化量是 O(1)。因此如果我们要求 Φε (Hr) ⊂ Hr,则必须存在一个足够
大的常数 C,

exp

[
−λ1

(
yρ − r0
ε1

)]
< C exp

(
−γ2 (h− λ+ δ2)

ε2

)
. (6.9)

回想一下，如果 Φϵ(Hr) ∈ Hr 对于每个 r ∈ (− 1
2 ,

1
2 )都成立将发生平稳过渡。因此，我们期望在 ϵ1 ≪ ϵ2时发生

平稳过渡。在这种情况下，我们不期望 Smale horseshoe的存在。另一方面，我们在上一节中证明，如果主动相
的慢动力学 ϵ2 远小于被动相的慢动力学 ϵ1，则存在 Smale horseshoe。

注：假设 kρ < k < kh且 k − kρ很小。那么 (2.1)的不动点将位于较低的分支附近。如果 (kh − k)很小，则

不动点靠近周期解P 的中间支路和支路。这意味着如果 k − kρ 很小，则被动相位 (下支路)的慢速动力学小于
主动相位的慢速动力学。另一方面，如果 (kh − k)较小，则主动相位的慢速动力学将小于被动相位的慢速动力

学。这些考虑使我们预测，如果 k − kρ很小，那么从 n到 n+ 1个尖峰的转换将是连续的。如果 (kh − k)很小，

那么从斯梅尔马蹄形的意义上讲，这种转变将是混乱的。在下一节中，我们将用数字演示这正是所发生的情况。

7 数值结果

我们现在描述我们所执行的数值计算的结果，以检验前几节的结果。我们考虑的系统是:

v′ = y − .5(v + .5)− 2w(v + .7)−m∞(v)(v − 1),

w′ = 1.15(w∞(v)− w)τ(v),

y′ = ϵ(k − v),

(6.10)

其中：

w∞(v) =
1

2

[
1 + tanh

(
v − .1

.145

)]
m∞(v) =

1

2

[
1 + tanh

(
v + .01

.15

)]
τ(v) = cosh

(
v − .1

.29

) (6.11)

Morris和 Lecar[11]介绍了该系统作为藤壶肌肉纤维电活动的模型。我们可以从数值上验证，该系统满足基本假
设 (A1)-(A9)和 (H1)-(H3)。见 Rinzel and Ermentrout[14]。在图 11中，我们显示了快速子系统的休息打印集以及
沿着每个周期解的 v坐标的最大值和最小值。稳定休息点和周期解用实心曲线绘制，不稳定解用虚线曲线绘制。

这个分岔图是使用 AUTO[7]绘制的。注意，在这些方程中：

kh ≈ −.186 and kρ = −.245. (6.12)

由上一节的注 (Remark)可预期从 n到 n + 1的跃迁在 k − kρ 很小的情况下是连续的，在 kh − k很小的情况下

是混沌的。

在图 12中，我们显示了 k = −.22时 (6.10)三个解的 v分量。这些计算表明 (6.10)在从两个峰值到三个峰值

22



7 数值结果

的转变中产生了混沌动力学现象。图 12(a)给出了 (6.10)解的 v分量，其中 ϵ = .007，初始数据为：

(v(0), 2(0), y(0)) = (−.2, .015, .059).

在本例中，每次爆发有两个峰值。在图 12(b)中，我们用 ϵ = .006和相同的初始数据求解 (6.10)。现在每次爆发
有三个尖峰。在图 12(c)中，我们用 ϵ = .006368和相同的初始数据求解 (6.10)。注意，在第一个爆发中有三个峰
值，在第二个爆发中有两个。此外，在每个爆发中都有一个广阔的高原区域。为了验证 (6.10)对于 ϵ在 .006和

.007之间的某些值会产生斯梅尔马蹄形，我们在数值上计算了与 6中考虑的类似的 Poincaré映射。Poincaré映射
定义如下。令：

Σ = {(v, w, y) : v = −.2}

及

M = {(v, w, y) : v = −.2, 0 < w < .007, .059 < y < .061} (6.13)

对于m ∈ M ,令 γε(t)是 γ(0) = m条件下 (6.10)的解. 令 Φε(m) = γε (t0),其中 t0 使得 γε (t0) ∈ Σ,及 γε(t) /∈ Σ

对于 0 < t < t0 成立. 在图 12(d)中，我们发现矩形M 和M 在 Φε for ε = .006368下的像为 v = −.2时。注意
Φε(M)必须靠近中间分支的不稳定流形。图 12(d)中的虚线曲线不是数值计算的点。相反，它们只是通过数值计
算得到的实体曲线的扩展。Σ中的点通过靠近左膝来映射 Φε 的参数值范围非常狭窄。

在图 13中，我们显示了 k = −.24时 (6.10)四个解的 v分量。我们的计算表明，从两个到三个峰值的转变是

连续的。在这四个解决方案中，我们都用初始数据求 (2.1)的解：

(v(0), w(0), y(0)) = (−.2, .004, .07)

该点离下分支非常近。图 13(a)、图 13(b)、图 13(c)、图 13(d)中 ϵ的值分别为 .005、.004123、.004122、.004。

数值计算表明，每一个解都迅速接近稳定的周期解。从图 13(b)和图 13(c)可以看出，在从两个峰值到三个峰值
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的转变过程中，数值解处于激发态的时间增加了。这是因为相空间中相应的轨迹在靠近中间支路的地方花费了

更多的时间。我们的最后一个例子演示了 6.5 节中所描述的结果。在那一节中，我们证明了如果主动相的慢动

力学远远小于被动相的慢动力学，那么 (2.1)可能会产生具有大圈数的 Smale马蹄铁。我们考虑 (6.10)的方程组，
最后一个方程用以下式子代替：

y′ = −ε[.22 + v]

[(
1 + δ

2

)
−
(
δ − 1

2

)
tanh

(
v + .23

.005

)]
. (6.14)

其中，δ = .1.

参数 δ 测量的是主动相位的慢动态速率除以被动相位的慢动态速率的比值。在下分支上，v < −.23，所以
tanh((v + .23)/.005) ≈ −1。因此，在下面的分支上，y′ ≈ −ϵ(.22 + v)。另一方面，在活性阶段，v > .23。因

此,tanh((v + .23)/.005) ≈ +1,所以 y′ ≈ −δϵ(.22 + v)。如果取 δ = .1那么我们应该期望系统产生混沌。

在图 14中，我们设 ϵ = .0585，并考虑本节前面描述的映射 Φϵ。图 14显示了线段部分的相：

l = {(v, w, y) : v = −.2, w = .03, .03 < y < .075}. (6.15)
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注意 Φϵ(l)绕了四圈。通过进一步的计算表明，Φϵ 产生了一个绕四圈的 Smale horseshoe。

在图 15(a)中，我们展示了当 ϵ = .0585和初始条件为以下取值时候方程解的 v分量:

(v(0), w(0), y(0)) = (−.2, .015, .05900043). (6.16)

注意，每次爆发的峰值数量在 4、5和 6之间变化。此外，一些爆发具有高原区域 (Plateau Region)，而另一些则
没有。

上述系统的数值解对参数的变化极为敏感。例如，如果我们取以下初始条件而不是 (6.16)中的条件：

(v(0), w(0), y(0)) = (−.2, .015, .059000429).

则解的 v分量如图 15(b)所示。图 15(a)和图 15(b)之间唯一显著的区别位于最后一个尖峰。
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