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在体内记录的大脑节律，如伽马振荡，振幅和频率都是众所周知的可变的。它们的特征是被称为爆发的高振

幅的瞬态周期。有人认为，尽管伽马和其他节律的爆发寿命很短，而且是随机出现的，但它们可以有效地促进工

作记忆或交流任务。发作异常也与运动和精神障碍等有关。因此，了解单细胞和连接参数如何影响突发统计和相

应的大脑状态是至关重要的。为了解决这个问题，我们考虑了一个通用的金字塔神经元间网络 Gamma (PING)
类型的随机循环网络。使用随机平均方法，我们推导了振幅过程的相位和包络的动力学，发现它们只依赖于两

个元参数，这两个元参数结合了所有的模型参数。这使我们能够确定健康可变性的最佳参数体系，具有与在体

内看到的相似的统计数据;在这种情况下，振荡和爆发是由突触噪声支持的。然后利用第一次通过时间分析，推
导出节律包络的概率密度和平均爆发持续时间。我们的分析使我们能够将突发属性，例如持续时间和频率内容，

与系统参数联系起来。我们的一般方法可以扩展到不同的频带、网络拓扑和额外的种群。它提供了非常需要的

关于节律突发统计的生物物理决定因素的见解，以及需要改变什么来用病理统计纠正节律。

在 30-100赫兹范围内的大脑活动的快速振荡，被称为伽马节律，在许多大脑区域和物种中都被观察到，无论是
在体外还是在体内 [1 - 4]。它们要么是自主发生，要么是由外界刺激诱发的 [5-9]。它们在知觉、认知、结合、工
作记忆或区域间交流等几个主要的神经过程中扮演着重要的角色，因此受到了广泛的关注 [10-15]。为了完成这
样的任务，一般认为伽马节律应该是振幅和频率相对恒定的相干振荡，特别是在振荡作为时钟信号 [16,17]与有
规律的神经元放电的理论中 [18,19]。

然而，一些特别关注猴子初级视觉皮层伽马范围振荡的研究报告称，这种节律是宽频的，而不是连贯的，并

表现出被恰当地称为“伽马爆发”的短暂同步增强时期。潜在的神经元峰值活动也相当不规则。这些大振荡振

幅的爆发与振荡振幅低的几乎不同步的时期交替出现。频率显示出很大的变异性，这是节律相位的显著噪声的

结果。此外，伽马暴的发生时间和持续时间是随机的，这使得这种节律更接近于宽带过滤的噪声，而不是结构良

好的几乎周期性的信号 [20-22]。
尽管这种突发的节律具有随机性，但与更有规律的振荡相比，它们已被证明与某些任务的表现有更好的相

关性。事实上，最近的一项研究检查了猴子执行工作记忆任务时的局部场电位 (LFP)和前额叶皮层的峰值活动，
并报告说工作记忆是通过伽马爆发而不是持续的活动来表现的 [23]。另一项研究测量了小鼠在执行一项基于奖
励的空间工作记忆任务时，鼻内-海马回路的神经元活动，结果显示伽马暴有助于任务的成功执行 [24]。最近，在
区域间同步和通信的背景下，计算得出了这种伽玛暴的貌似合理的作用 [25,26]。
目前还没有理论将网络的特性与爆发节律的特性联系起来。在这里，我们为循环兴奋-抑制网络提供了这样

一个一般理论。我们展示了突发统计数据如何与单细胞和网络参数相关，从而与不同的振荡机制相关。除了阐

明爆发是如何产生的以及如何用于神经计算之外，该理论还提供了急需的关于如何修改系统以纠正与病理相关

的不良爆发统计的见解。处理这种宽频振荡的动力学的一个有用的框架是幅相分解。该框架中的振幅反映了网

络同步的水平，其中振幅的弱值反映了很少或没有同步，而强值反映了较高的网络同步。相位，取决于振幅到一

个很好的近似，包含了振荡的时间结构的所有信息。

振幅-相位分解已在许多计算研究中被用于处理相位同步 [27]、区域间相位通信 (通常称为相干通信或 CTC)
[26,28]以及更普遍的大脑电路之间不同类型的交叉频率耦合 (CFC)[29]。在理论层面上，对这种分解的研究在过
去几十年里一直在进行，特别是在单神经元和种群水平上具有不同程度相干性的振荡 [30-34]。这样的研究属于
描述随机振荡的更广泛的努力，在许多科学领域，包括非线性化学振荡和种群生物学中，有时被称为“准循环”

(见文献 [35,36])。对于宽带伽马振荡的情况，最近的研究 [37-39]从网络的发射速率水平描述中提取了节律振幅
快速变化的缓慢演化包络的一般动力学。这个包络线可以被看作是近似地连接了快节律的峰值。他们还提取了

节律快速变化阶段的动态。突发被看作是包络线超过某种阈值的时期。这为伽马节律波动的性质提供了洞察，尽

管它不允许研究噪声强度的作用。

在这里，我们首先直接将节律的包络和相位的动力学与所有生物物理参数 (包括突触噪声强度) 联系起来。
在此基础上，我们开发了包络的首次通过时间分析，以量化作为参数函数的平均爆发持续时间。这使我们能够

发现健康振幅和频率变化的“最佳”动力学机制，其统计数据与在某些体内数据中看到的相似。下面，我们使用

术语“振幅”来表示快速变量的大小，以区别于其缓慢演变的“包络”。



具体来说，我们关注一个已知的简单的兴奋-抑制循环网络的脉冲神经元自耦合显示伽马振荡，并研究其产
生爆发行为的能力。我们发现了控制突发统计的两个主参数，提供了对突发生成和“错误”突发统计的纠正非

常需要的洞察。我们的简单模型也可以解释在其他频带 (如 beta)中观察到的脑脉冲，从而构成了研究脑脉冲节
律的一般框架。

我们首先从噪声种群射击率模型出发，讨论了微观模型的选择及其相关公式。然后，我们推导出节律的振幅

和相位的噪声动力学 (在方法中有详细内容)，确定伽马暴感兴趣的动力学体制，并执行第一次通过时间 (Fokker-
Planck)分析来表征突发统计信息。包络相位动力学与全网络模拟的比较验证了我们的方法。然后我们讨论了生
物物理参数的不同组合是如何在健康和病理节律变异性的基础上进行的。

结果
我们的出发点是邢等人 [20]的工作。他们表明，对于突发伽马节律的特定情况，对于相互连接的兴奋性 (E)和
抑制性 (I)种群，来自猕猴视觉皮层的 LFP可以用经典的Wilson-Cowan (WC)速率模型的简化版本很好地模拟。
经典的WC模型 (1972)[40]解释了这种 EI网络中的振荡，包括了超过阈值的分级响应神经元。我们的目标是在
理论和数值上描述包括噪声在内的系统参数对爆破的影响。然而，Xing等 [20]中纳入WC模型的噪声并没有像
最近的理论工作那样根据系统大小 (即神经元数量)适当缩放。此外，他们的神经元的放电速率-输入特性是一个
阶跃函数。这种强非线性相当于单一神经元功能的不太现实的双态 (活跃-不活跃)描述，并阻碍了分析工作。因
此，我们希望使用他们的WC模型的改进版本，更接近经典的模型，让我们能够在第一时间制定出一个理论。这
需要平滑的非线性和适当缩放的噪声。我们的方法应用于其他 LFP数据，包括来自人类的数据，目前正在进行，
并将出现在其他地方。因此，我们首先讨论为什么我们关注准周期，然后展示具有双态神经元的网络模拟，为我

们将使用的WC模型奠定基础。这是因为具有两态神经元的网络已被证明与WC模型具有平滑非线性和系统大
小相关的噪声很好地近似 (Wallace et al[41])。然后我们继续分析该模型的爆发节律特性。

随机 gamma带宽活动的网络模型. 已经提出了两种主要的计算模型来解释可变性，特别是在体内看到

的伽马节律的快速时间去解释相关的爆发。第一种观点认为，宽带伽马节律源自同步混沌，这是一种不依赖于噪

声，而是依赖于网络的非线性特性和外部刺激的随机形式。这需要多个 PING或 ING(神经元间网络伽马)电路，同
时存在强大的远程兴奋性连接 [42,43]。第二种类型涉及一个稳定平衡的 PING或 ING电路，即没有噪声，所有的
发射速率都是恒定的;因此，工作状态必须接近振荡同步的起始点。这种变异性来自于电路中的噪声 [20,26,44]。
我们考虑了后一种类型的简单模型，即 [41]中的随机峰值神经元网络，其中噪声是由于单个神经元的静止和活
跃状态之间的概率跃迁造成的。当网络有无限数量的细胞时，这种噪声就消失了。这种噪声反映了峰值的概率

本质，其概率与神经输入成正比，这模拟了自发和输入驱动的神经活动的生物物理现实。

这个简单的网络再现了在活体和更现实的网络中看到的种群同步爆发和不规则的单个神经元放电等特征。

此外，平均场分析表明，这样的网络是著名的威尔逊-考恩 (Wilson-Cowan)发射速率模型的随机版本 [40]。像活
动或 LFPs这样的平均量可以用解析方程来描述 (参见方法章)，这对于复杂的网络模型通常是不可能的。这个随
机的威尔逊-考恩模型，就像更复杂的生物物理网络模型 [26]一样，表现出两种振荡机制。在瞬态同步状态下，需
要有噪声才能看到振荡，即噪声引起振荡。在这种情况下，振荡出现在被称为“突发”的网络同步的瞬态阶段，

具有不同的生命周期 (图 1)。相反，在高同步情况下，对于小噪声不显示突发;高相干振荡发生在没有噪声的情
况下。网络同步的水平总是很高，而非同步的时期是非常罕见的。此外，该模型可以在多个频带 (beta、gamma
和高 gamma) 中产生振荡，并显示出其他非振荡动力学，如异步状态。模型的直接模拟使用精确的吉莱斯皮算
法 [46]。有了瞬态同步状态下的参数，就可以提取兴奋性种群和抑制性种群的活动及其对应的 LFPs(见图 1下部
分)。

局部场电位（LFP）可以由随机线性方程描述. 在分析之前，通常根据感兴趣的频带对体内记录的活

性进行过滤。过滤后的活动被认为是 LFPs[47,48]的衡量标准。类似的方法可以应用于直接从图 1(底部)中提取
的网络活动。这里使用的滤波首先从任何时变的活动中去除平均值，以保留由噪声引起的部分;体内的宽带伽马
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活动实际上被比作滤过的噪声 [20 - 22]。然后使用带通滤波器对零平均活度进行滤波，带通滤波器在伽马带限内
具有较低和较高的截止频率 (图 1(下))。
通过推导活动的随机部分的动力学，可以得到类似的解析结果。从平均场分析 [41,49,50]中，兴奋性和抑制

性活性的动力学可以通过随机 Wilson-Cowan方程得到，其中对于每个兴奋性 (E)和抑制性 (I)种群 (方法部分)
都有一个 (非线性)方程。E总体的行为与 I总体的行为是耦合的，反之亦然。对这些方程 (即Wilson-Cowan方
程)的无噪声类似物的线性稳定性分析表明，许多参数导致稳定的固定平衡 (如下所示)。振荡体系对应于系统对
应的特征值为复共轭的参数范围。如果特征值的实部为负，则确定性方程存在阻尼振荡;相应的随机威尔逊-考
恩网络在暂态同步状态 (也称为准循环状态)下运行，在这种状态下，振荡 (尽管是不规则的)由噪声维持。这种
方法很受欢迎，而且已经有人认为它是频率特定的、分层的皮质 [51,52]和丘脑-皮质 [53]相互作用的基础，尽
管其复杂性有所降低。本研究中的分析处理可以很好地作为在更基本的水平上理解这些大规模相互作用的起点。

反之，如果特征值的实部为正，则非线性确定性方程表现出几乎恒定振幅和频率的相干振荡;此时随机网络处于
高同步状态，噪声的影响相对较小。从数学上讲，随着参数的改变，从暂态到高同步状态的转变对应于 Hopf分
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岔。

线性噪声近似 (LNA)进一步给出了 LFPs的随机非线性动力学的线性近似 [41,45,49,50]:
dṼE(t)

dt
= A11ṼE(t) + A12ṼI(t) + σEηE(t) (1)

dṼI(t)

dt
= A21ṼE(t) + A22ṼI(t) + σIηI(t) (2)

ṼE 和 ṼI 分别代表兴奋性和抑制性 LFPs，它们的时间演化相互依赖。系数 Ai,j(i, j = 1, 2)和噪声强度 σE

和 σI 都取决于原始非线性系统 (在方法中有描述)的单细胞参数和连通性参数。输入 ηE 和 ηI 是两个独立的零

平均高斯白噪声。LFPs是经过过滤的活动的零均值版本，在这里也可以被视为驱动循环 E-I网络 [20]的两个白
噪声的过滤版本，其中过滤参数为 Ai,j 所代表的参数。

直接用两个耦合线性随机方程模拟的 LFPs的振幅是随机波动的 [38]。频率也是如此，在伽马波段也表现出
可变性;毫不奇怪，E和 I相是随机的。更仔细的观察发现，接近恒定相位的周期对应于高 LFP振幅 (伽马暴)的
周期 [38]。这种噪声滤波信号在活体 [20-22]中表现出记录的 LFPs的随机性和爆发结构。此外，对这些信号的
分析研究 (方法)揭示了诸如来自 E细胞和 I细胞的 LFPs比值近似恒定以及相位差近似恒定等特性 [38]。

直接从全微观非线性网络的模拟中提取的 LFPs也具有相同的性质。图 2展示了这个全非线性网络的 LFP的
包络和相位的性质，仅使用两个方程 (式 1和 2)进行线性逼近，以及相应的理论预测。这为我们在下面所做的建
模假设提供了指导，以推导出包络相位动力学。很明显，全非线性网络的包络线和相位特性与从线性随机动力

学模拟得到的结果很一致 (图 2(a,b))。LFP中出现的频率在伽马波段有一个平均值 (图 2(c,d));它们的分布与从全
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非线性网络模拟中提取的节律分布一致。线性系统和非线性系统的 LFP包络分布也很一致 (图 2(e,f))。因此，使
用简单线性随机方程生成的 LFP在统计上类似于从完整的非线性兴奋-抑制网络中提取的 LFP，而后者本身也类
似于在活体中记录的 LFP。注意，我们没有考虑单一的 LFP度量，即通常所做的兴奋性 LFP和抑制性 LFP的总
和，这里为了完整性，将这两个量分别进行分析;如图 2(a,b)所示，它们由它们的比值和相位差联系在一起。

包络和相位方程. 我们考虑了瞬态同步状态下 LFP动力学的耦合随机方程。目的是推导方程式控制方程 1和
2中描述的兴奋性和抑制性 LFPs的包膜和阶段的时间演化。我们对 LFP的性质做了三个假设 (图 2):

1. 兴奋性和抑制性 LFP包膜的比值分布近似为高斯分布 [38]，如图 2(a)所示。相反，假设一个恒定的比率，
其值等于相关高斯分布的平均值。之所以做出这样的选择，是因为在 PING模型中，在振荡周期中发射的
E和 I细胞的数量几乎成正比。这已在对一个更复杂的网络的计算研究中观察到，在体内也一样。

2. 兴奋振荡和抑制振荡之间的相位差也近似于高斯 [38]，如图 2(b)所示。假设相位差恒定，并使其等于相应
高斯分布的平均值。这种选择是基于这样一个事实:在每个振荡周期中，抑制性神经元在兴奋性神经元之后
触发一个小的延迟时间 (这个延迟时间小于振荡周期)，这是 PING模型的一个已知特性 (图 1底部)[41,56]。

3. 兴奋性和抑制性 LFPs的频率有适度的变异性，但也近似于高斯分布 (图 2(c,d));我们选择这些分布的均值
作为 LFP的均值频率。
不失一般性，我们寻求一种正弦形式的兴奋性 LFP的表达式，它具有包络 ZE(t)和相位 ϕE(t)，下面定义

恒定的平均频率 ω0。利用上述三个假设，可以直接从这个表达式推导出抑制性 LFP的动力学。兴奋性和抑制性
LFPs之间的包络比和相位差是由线性随机方程式 1和 2计算出来的:

α ≡

〈
Env|ṼI(t)|
Env|ṼE(t)|

〉
and δ ≡

〈
Arg|ṼE(t)| −Arg|ṼI(t)|

〉
(3)

其中 ⟨·⟩可视作方程 1和方程 2中随机过程的时间平均。包络环境被定义为与 LFP相关的解析信号的幅度 (见方
法)。同样，Arg|ṼI(t)|是解析信号的相位角。我们选择使用形式中的兴奋性 LFP:

VE(t) = ZE(t)cos(ω0t+ ϕE(t)). (4)

我们寻找函数 ZE(t)和 ϕE(t)，方法是将方程 4代入方程 3，首先得到它们的抑制性对应项，然后将它们代
入方程 1和方程 2，最后应用随机平均法 (SAM)(见方法中的描述)。这将产生包络线和相位的以下动力学 (见公
式 35):

dZE(t) =

(
−vZE(t) +

D

2ZE(t)
dt

)
+

√
DdW1(t) (5)

dϕE(t) =

√
D

dZE(t)
dW2t (6)

其中:

v = −A11 +A22

2
, ω0 =

1

2

√
−(A11 −A22)2 − 4A12A21 and D = −A12

2ω2
0

(
−A12σ

2
I +A21σ

2
E

)
因此 W1(t)和 W2(t)为独立的布朗运动 (它们的时间导数为高斯白噪声)，v 为无噪声的方程 1和 2的特征值实
部的绝对值，ω0为峰值频率。包络方程中的有效噪声强度D取决于控制 E和 I种群的线性随机动力学的网络系
数，特别是两个噪声强度。在暂态同步状态下，D要么为正 (A12 总是负的，A21 总是正的)，要么为零 (如果这
两个强度都为零)。

对这些动力学的考察表明，包络和相位的时间演化都是由噪声驱动的。当 D = 0时，包络衰减为零，相位

保持不变。这再次与这个描述中的伽玛带 LFPs接近滤波噪声的想法一致。特别地，包络方程强调了噪声对 LFP
动力学中爆发的出现的重要性。

有趣的是，在这个近似中，LFP的包络的动力学与相位的动力学并不耦合;反之则不然，因为相位演化取决
于包络。相经历了包络相关强度的布朗运动。与 [38]相比，我们的包络相位分解通过 ν和 D直接引用所有网络
参数，并清楚地显示了噪声对 LFP动力学的重要性。因此，通过我们的描述，可以更容易地研究不同的网络参
数如何有效地塑造 lfp的爆发结构。此外，我们的方法在理论上不需要像 [38]中那样的限制 v/ω0 << 1。事实上，
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我们对 v/ω0 值甚至接近 1的方法进行了测试，发现与对应的方程式 1和方程式 2(未显示)很好地一致。
方程 5 在统计文献中是众所周知的，它与瑞利过程有关，瑞利过程描述了具有均匀分布相 [57,58] 的周期

高斯过程的包络。它在随机机械和地震振动理论中也有应用，在那里它模拟了由噪声维持的阻尼谐振子的包络

[59]。方程 5,6分别表示具有 v和D参见 [57]参数的二维独立 Ornstein-Uhlenbeck过程的包络线和相。包络方程
和相位方程的解耦允许推导某些统计性质，如包络方程和相位 [59]的联合概率。抑制性 LFP的动力学可以很容
易地从等式 3-4中恢复 (见方法中的等式 [22])。从这些包络相位方程得到的 LFPs的数值模拟显示出与等式 1和
等式 2中由加性噪声驱动的线性模型模拟的 LFPs相似的统计特性 (见图 3和方法)。

从实验的角度来看，了解这个过程在不同包络值附近花费的时间比例是很有意义的。这可以通过计算过程

的概率密度来获得，无论是理论上的 (如果可能的话)，还是使用过程的数值模拟的近似形式。包络的密度实际上
可以解析计算为 Fokker-Planck方程 41的平稳密度，该方程由方程 5得到，即方法部分的方程 42:

P (ZE) =

(
2v

D
ZEexp

(
− v

D
Z2
E

))
(7)

该噪声包络过程的平稳密度的峰值 R位于:

R ≡
√

D

2v
(8)

峰值 R是最可能的包络幅度值，下面将使用它来衡量网络同步的程度。R值越低，说明网络同步性差，不
能形成强振荡;相反，R值越高意味着网络同步性越强，导致循环电路振荡越强。我们可以使用更标准的网络振
荡强度测量，如光谱相干度测量;一般来说，我们期望这些测量值在这个暂态同步系统中与 R成正比。但我们关
注的是与包络爆发直接相关的测量方法。

因此，我们提供了瞬态同步状态下伽马振荡的包络相位动力学的推导，它明确地包含了对原始全非线性模

型的所有参数的依赖关系。通过改变突触系数或突触时间常数，包络相位模型能够在其他频带中表现出瞬时振

荡，进而表现出爆发。

包络动力学表明不同类型的波动放大. 我们的包络相方程通过 ν和 D依赖于网络参数，它们是 lfp原
始网络模型的所有参数的函数。我们首先研究这些参数如何导致不同的网络动态。我们的目标是通过一次改变

连接参数中的两个，同时保持其他两个和所有其他参数不变，来理解这种依赖关系。在控制循环连接强度的参
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数平面 (Wee, Wii)中，我们确定了两个容易分离的状态:暂态同步和高同步 (图 4左)。控制前馈连性的参数平面
(Wei, Wie)给出了一个更复杂的可能跃迁数组，并涉及到第三种状态:异步非振荡状态。从暂态同步可以发生两
种类型的过渡:一种是通过 Hopf分岔到高同步状态 (平衡让路给周期性活动模式)，另一种是异步状态 (图 4右)。

R的值控制了包络波动的幅度，而包络波动又反映了驱动 E-I系统的白噪声波动的不同程度放大。这也反映
了网络内部噪声与确定性振荡之间的竞争。我们可以通过在恒定的有效噪声强度 D下降低 ν的值 (取决于 A11
和 A22)来增加 R，或者在恒定的 ν时增加 D的值，或者在降低 ν的同时增加 D。

在第一种情况下，ν的减少增加了振荡的阻尼时间，即振荡的寿命更长。这种情况既影响波动的放大，即爆
发规模，也影响这些放大的持续时间，即爆发持续时间;没有波动，节律就会消失。在计算研究和体内另一个频
带 [54,60]中都观察到了这种包膜放大。在我们的模型中实现这一场景的一个简单方法是增加循环激励。这降低
了 ν的值，而 D没有显著改变;这可以从 ν明显依赖于Wee，而 D通过 ω0 依赖于Wee 的事实中看出 (见公式 6
和方法中的表达式)。
第二种情况对应于另一种类型的扩增，因为它不改变 ν;因此，它保持了放大持续时间不变。我们不详细说

明这种类型的放大;它的复杂性需要一种超出我们研究范围的精细处理方法。我们验证了反馈抑制可以导致恒定
ν时 D的增加 (我们在这里不详细说明;但是 D的表达式明显依赖于Wei到 A12，见下式 6和方法)。第三种情况
是前两种情况的结合。

第一个情况对我们的目的很有吸引力，因为它产生的节律类似于在健康和患病状态下看到的节律。我们考

虑了参数空间循环平面 (图 4左)的一条水平线上的四个点，它们越来越靠近暂态和高同步态之间的过渡区。随
着 R的增加，网络同步也会增加 (图 5)，尽管对于我们选择的参数来说，节律的峰值频率保持在 85Hz左右。远
离过渡，即对于较低的 R值，缺乏同步 (图 5(a))。包络值的密度具有较低的方差 (图 5(a)嵌入)。但这种密度和爆
发持续时间的模式可能太小，无法通过相干振荡支持可靠的通信。爆发的概念本身是妥协的，因为它很难从周

围的小波动中提取。此外，在精神分裂症患者 (阴性症状)中也观察到类似的同步性缺失 [61-63]，这是这种病理
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的共同标记之一。

如果工作点离过渡太近，对应于较高的 R值，则会导致强同步 (图 5(d))。包络分布的宽度意味着底层振幅
值的高变异性 (图 5(内嵌))。爆发持续时间可以超过 1秒。然而，有人认为，这种过度的同步可能导致同一信息
的重复，并阻碍其他信息的传输 [64]。这也会破坏在同步程度较低时观察到的灵活的信息路由 [26]。此外，如此
长的爆发持续时间与在活体观察到的伽马带活动的快速时间去相关相反。它们与过度兴奋或缺乏抑制导致的功

能障碍有关，这导致持续的高包膜振幅，如癫痫 [67-69]或注意缺陷多动障碍 (ADHD)[70]。

在这两个极端之间，我们展示了两个工作点，中间值为 R(图 5(b,c))。我们发现适度的包络值和爆发持续时
间 (图 5(b,c))。这表明在过度同步和缺乏同步之间存在一个最佳的大脑状态。在这里和下面，我们用“最优”这
个词来描述一个参数范围，而不是一组特定的参数值，它们的突发统计数据类似于从健康的猴子记录中看到的

统计数据。事实上我们可以提出三个状态的瞬态同步机制:noise-dominated在低 R, oscillation-dominated状态在
高 R,和一个 oscillation-noise状态的中间值 R .我们可以分配病态与缺乏同步 noise-dominated状态有关的过度
同步 oscillation-dominated状态,oscillation-noise状态和健康的状态。振荡-噪声体系涵盖了一系列参数，这一事
实与不同的健康受试者可以表现出不同的伽马振幅调制有关。

沿着 (Wie, Wei)参数空间的垂直线 (图 4右)，两个与过渡线距离相对相同的点会产生峰值频率显著不同的
节律 (未显示)。然而，振幅调制是相似的。这些点可能对应不同的大脑状态，如清醒或麻醉，如 [20]报告。我们
的包络相位方程提供了一个简单的解释，以生物物理学的角度，假设基本的 E-I连接，大脑节律的不同振幅调制
如何与不同的大脑状态相关。

gamma爆发的动力学和数值特征. Burst extraction. 我们将伽马暴发正式定义为包络过程维持在特定

阈值以上的周期。因此，相应的突发持续时间是进程花费在该阈值以上的时间。在体内记录的爆发持续时间的

平均值很短 (约为 100毫秒量级)。我们的包络过程不与相位过程耦合，原则上允许推导平均突发持续时间，即从
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阈值到阈值的平均首次通过次数 (MFPT)。我们的推导 (见方法中的公式 51)根据网络参数给出了以下近似的平
均突发持续时间:

T =

(
1

2v

)[
exp(−1

2
(
b

R
)2)− exp(−1

2
(
c

R
)2)

] [
Ei(−

1

2
(
c

R
)2)− Ei(−

1

2
(
b

R
)2)

]
,

其中 b ≈ 0.59R，并且：

c = R

(√
π

2
+

√
4− π

2

)
.

在式子中，Ei 是指数积分函数，b是阈值，c是该过程在爆发期间可以达到的典型最大值的估计值。

选择 b和 c的值来揭示突发特征，而不考虑波动的幅度和持续时间尺度，就像我们在这里所做的那样，要
求这些值与 r成正比。这允许使用随包络波动的平均大小缩放的阈值和最大值来提取突发和估计突发持续时间。
还有其他的选择，但是在这个选择中，突发持续时间的实质性变化由仅 ν值控制 (在上一节末尾讨论的第一个情
况)。这种选择也适用于第二种情况，即 D增加而 ν保持不变，以及两者协变的情况。

在数值上，选择一个阈值进行爆发提取被称为 Pepisode技术 [48,71 - 73]。这种技术的优点是很容易检测到爆
发。然而，它也有一些局限性。第一个限制是阈值的选择在数量上影响结果。第二个限制来自于这样一个事实，

因为包络过程是一个有噪声的信号，有规律地发生快速波动，超过阈值的时间过短，因此不能被认为是有意义

的突发。这种快速的波动会产生虚假的爆发，考虑到它们会导致爆发持续时间的有偏差的指数分布。为了解决

第一点，我们避免选择一个相对于波动的典型大小过小的阈值，从而避免大多数假爆发，或者选择一个过高的

阈值，从而排除几个相关爆发。

在选择阈值 b之后，我们通过实现第二个“阈值”，或者更确切地说，第二个准则来处理第二个限制:只有当
一个波动的包络超过至少两个振荡周期的包络过程的平均值时，它才被认为是一个突发。这消除了人为的短爆

发，只保留适当的爆发。进一步的测试表明，改变阈值只会定量而不是定性地修改我们的结果。例如，增加 (减
少)b会略微减少 (增加)突发持续时间密度的模式。
在以往的研究中，伽马爆发提取都是使用 LFP的时频分析完成的。这涉及到对 LFP平滑版本的功率进行阈

值处理。这些分析的优点是它们返回 LFP的爆发持续时间和峰值频率内容。这通常允许计算爆发持续时间和爆
发峰值频率的边际分布。从这些分布，可以计算平均爆发持续时间和平均爆发峰值频率。在这里，使用我们的标

准的突发提取自然会返回一个持续时间范围。此外，为了获得相关峰值频率的范围，我们使用相应的 LFP历元
计算每个突发的相应峰值频率。有了这组爆发持续时间和它们对应的峰值频率，我们就可以计算爆发持续时间、

它们对应的峰值频率和它们相关的平均值的边际分布。

Burst duration and peak frequency: mean and variability. 在体内观察到的平均爆发持续时间通常很短 (平均不到
100毫秒)，但其确切值取决于大脑状态和动物实验对象，以及用于提取爆发的方法的准确性 [20,21]。在数据中
观察到的正常平均爆发持续时间范围为 (60-150毫秒)[20,21]。从边际分布和式 51计算的平均突发持续时间在参
数空间中不同，因此我们研究中感兴趣的 4个 R值 (图 6)也不同。我们观察到，随着瞬态和高同步状态之间的过
渡接近，平均值会增加 (图 4和插图)。相位参数中四个点的精确值分别为 35.00ms(a)、74.50ms(b)、112.25ms(c)
和 514.60ms(d)(见图 6中的绿色和红色竖柱，分别由突发持续时间边际分布和公式 51计算)。(b)和 (c)中计算的
持续时间在体内范围内。(a)中计算的 35.00ms的持续时间太短，相应的包膜扩增与活体记录相比太弱。如此短
的持续时间在健康受试者中未见过，但在精神疾病如精神分裂症中见过。此外，在 (d)中观察到的 514.60ms的
持续时间太长，相应的过度包膜扩增不是健康受试者的特征。

在我们的分析中得到的突发峰值频率由它们的边际分布 (这里没有显示)来表征。与爆发持续时间分布不同，
爆发峰值频率分布近似于高斯分布。另外，与爆发持续时间不同的是，从爆发峰值频率分布中提取的平均值在

四种情况下大致相同 (约为 85Hz)。然而，目视检查表明，当从瞬态到高同步的过渡接近时，突发峰值频率变异
性降低;这可以从它们的分布中得到证实 (图 6)。事实上，爆发峰值频率变化是数据中伽马暴发的一个重要标志。
我们将可变性 (峰值频率偏差)定义为伽马暴的绝对峰值频率与平均峰值频率之间的差值，即所有伽马暴的平均
值 [20]。然后，我们从长时间序列中数值计算峰值频率偏差值的分布，并通过一个标准偏差量化该分布的扩散。
后一个偏差是突发峰值频率变异性的度量。我们计算了空间参数中四个点的标准差。当我们接近两种政权之间

的过渡时，它们的值就会减少。这些标准差的准确值分别为 SD1=19.1 Hz(a)，SD2=8.1Hz(b)，SD3=5.4Hz(c) 和
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SD4 =1.6Hz(d)。我们将这些值与记录数据中的观测值进行了比较，发现 (b)和 (c)情况具有较好的一致性。

举例来说，平均爆发持续时间和爆发峰值频率变异性测量值分别为 65ms和 SD=8.8Hz。这些值与我们在 (b)
中的情况相对接近，其中平均爆发持续时间和爆发峰值频率变异性分别为 74.50ms和 SD=8.1Hz。此外，来自清
醒和麻醉猴子的数据表明 [20]，变异性随着平均爆发持续时间的增加而减少。这表明，在麻醉猴子和清醒猴子的
平均爆发持续时间分别从 62毫秒增加到 65毫秒后，爆发峰值频率变异性从 SD=9Hz轻微下降到 SD=8.8Hz。这
支持了我们计算出的突发峰值频率变异性 (SD=5.4ms)的相对弱点，而在我们分析的情况 (c)中，平均突发持续
时间 (112.25ms)的值相对较高。因此，在 (b)和 (c)的情况下，更有可能在体内观察到突发峰值频率的变化。对
于 (a)情况，突发峰值频率变异性 SD=19.1Hz过高。相比之下，案例 (d)显示变异性减小 SD=1.6 Hz，接近高相
干振荡过程。这种规律性与在活体 [21]中观察到的伽玛带振荡的随机性质不一致。
Joint distribution of burst duration and peak frequency. 接下来，我们研究在给定振荡频率和特定持续时间下爆发

发生的次数。这是使用突发持续时间和峰值频率的联合分布 [20、21]完成的。在相同的四个 R值上研究了这样
的分布 (图 7)。第一种情况 (图 7(a))没有显示出任何接近于在数据中观察到的结构，因为爆发太短，频率相当高。
在图 7(d)中，联合分布显示了对应于平均突发持续时间 514ms和峰值频率在 85Hz左右的模式。然而，与此过
程相关的爆发峰值频率的缺乏可变性和过度的爆发持续时间使其失去作为在体内观察到的健康随机伽马振荡模

型的资格。

其余的情况 (图 7(b,c))是观测到的 gamma振荡的很好的近似 [20,21]。它们分别显示了与平均爆发持续时间
和峰值频率相对应的模式，这与之前的计算和实验研究结果相似 [20,21,26]。因此，我们得出结论，存在一个最
佳参数范围，重现在体内观察到的爆发持续时间和相应的峰值频率变化。这个区域与之前定义的振荡-噪声区域
相一致。这表明，需要内在网络噪声和无噪声不动点动力学的混合物来产生观测到的伽马振荡。事实上，其他两

种模式 (噪声主导和振荡主导)都无法在活体中重现数据。
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式 51平均爆发持续时间的理论表达式，通过它直接依赖于 R(注意前因子 1/ν)，可以部分解释这些正常的，
也许是最佳的大脑状态。事实上，我们指出，在我们的模型中选择最优状态首先对应于选择 ν，使其逆处于或接
近于在体内看到的平均爆发持续时间的范围 (60-150ms)。然后，我们需要确保 D的值足够大，使得扩增强度 R
的值足够高 (而且 D相对于 ν的值不能太小，因为 D接近于零的值会使 R减少到零)。在我们的例子中，R的四
个递增值的 (1/ν)值分别为 15.43ms, 54.9ms, 90.90ms和 263.15ms, D的值在 0.06附近几乎恒定，但相对于 ν的值
并不小。(a)和 (d)中 (1/ν)的值明显超出了所考虑的范围。另外，论文 [20]的 (1/ν)值是 66.67毫秒，在这里发现
的正常范围内。

讨论
通过考虑具有兴奋性和抑制性细胞类型基本特性的 PING场景中的简单神经网络，我们得到了在体内看到的宽
带伽马振荡 LFP的包络相位表示，进而得到了一般的噪声节律。通过对兴奋性和抑制性 LFP动力学的数值模拟，
我们观察到它们的包络比、相位差以及各自的峰值频率都近似服从高斯分布。这使得我们可以将这些 LFP连接
在一起，并且只考虑兴奋性 LFP作为网络 LFP。我们进一步应用随机平均法 (SAM)，根据原始微观网络的参数，
提取 LFP振幅的慢包络和 LFP相应相位的演化方程。频率在 LFP中的分布也可以从相位动力学推导出来。包络
相位方程依赖于所有单神经元和网络参数，并且与基于 LFP时间序列希尔伯特变换的解析信号技术提取的量一
致。

在某些条件下，包络相位方程产生的动力学类似于在体内记录的 LFPs。因此，该模型为研究节律的 LFP提
供了一个合适的理论框架，也为我们在所有网络参数方面描述突发动态的最终目标提供了一个合适的理论框架。

我们为后一个目的遵循了我们的提法。虽然许多参数控制 E-I动力学，但令人惊讶的是，这些参数的组合很少真
正决定包络线和相动力学。我们研究了包络过程如何在与连通性相关的参数子空间中演化。具体地说，我们在
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暂态同步和高同步状态分岔下面的子空间中选择了四个点，这似乎与伽马暴最为相关。我们发现噪声扰动的放

大——在包络线的大偏移中可见，即爆发——和相应的爆发持续时间随着跃迁的接近而增加。

在过渡期附近，包膜扩增及其持续时间变得过度，可能与癫痫和 ADHD[74]等疾病有关。远离过渡，这个
过程看起来更像噪声，包络显示出微弱的放大和非常短的生命周期。在后一种情况下，缺乏同步伴随的是伽马

频率的频谱功率降低，有时在精神分裂症 [74]等神经疾病患者中观察到这种情况。在这两点之间，另外两个参
数集产生适度的放大和持续时间。这些提供了与在体内观察到的调制更好的匹配。这表明在参数空间中存在一

个最优区域，健康的动力学存在于此。

非正常放大作为伽马突发的机制. 我们证明了爆发生成可以通过改变 Wee 依赖 ν，通过改变 Wei 依赖

D。体内伽马爆发的最佳区域的概念首先要求 ν的逆处于或接近健康范围 (60-150毫秒)。但这是不够的，因为 D
的值接近于零将导致 R的值接近于零，因此放大很小;进一步减少 ν以恢复一些扩增，然后导致超出健康范围的
爆发持续时间。因此，D的值对于突发的产生也非常重要。ν和 D参数似乎影响不同类型的扩增，但具体是哪些
类型呢?

虽然这个问题的完整答案超出了我们论文的范围，但我们指出，通过接近跃迁 (在我们的“第一种情形”中
通过减少 [v])而获得的包膜过程中的放大类似于所谓的“正常放大”。由于线性无噪声动力学的特征值的实部很
小，导致了正态放大。非常接近于跃迁，特征值的实部的绝对值，即 [v]，趋近于零。因此，扩增的规模为 [v]

−1/2(公
式 8)，而扩增的持续时间与 [v]

−1(公式 51)成正比。因此，爆发伴随着爆炸的放大和非常长的持续时间发生。神经
网络中的这种放大主要是由神经元之间的相互激励引起的，这是由于强大的循环激励系数 (图 4);回想一下，随
着Wee 的增加，ν趋于零，因为随着Wee 的增加，A11 为正，而 A22 < 0。相反，在远离跃迁的地方，[v]并不

小，因此，相应的正常扩增及其生命周期更小。

中间的两点对应充分的正常放大 (不太弱也不太强)。这表明强烈的正常扩增与体内数据不一致。此外，D的
值必须足以避免非常微弱的放大。

有趣的是，在固定 ν(第二种情况)下增加 D所看到的放大可能产生与实验所看到的一致的爆发，只要 ν的
值在上述的中间范围内。在这些条件下增加 D具有在不增加爆发持续时间的情况下增加爆发强度的优点。这更
符合所谓的非正常扩增 [75-78]。这种扩增被认为在猫初级视觉皮层 (V1)的选择性扩增中起着重要作用 [77,80]。
它也被称为平衡放大，因为它与通过反馈抑制来稳定强循环激励有关 [80]。这可能是一个健康的大脑使用的主
要放大来产生伽马节律的爆发，也许也可能是 gamma节律，只要 ν被正确设置为产生正常的放大。因此，这两
种类型的扩增可能是健康状况的基础。

使用 SAM对更复杂的神经网络进行包络相分解. 我们的研究使用了一个没有固有电压动态的神经元

网络，并忽略了额外的兴奋性 (AMPA和 NMDA)和抑制性 (GABA-A)突触受体动态 [81]。此外，由于有限尺寸
效应，噪声是网络的固有属性。但是，在活体的真实神经网络中的噪声也来自于突触输入的持续轰击，包括那些

起源于网络外的输入。我们的方法可以应用于这种详细的峰值网络，因为已经提取了这些网络的近似线性动力

学。例如，动态平均场 (DMF)技术可以应用到更详细的现实模型 [82-84]。DMF通过与我们的兴奋性和抑制性
随机方程 (方法)相近的随机非线性方程，充分逼近了复杂网络的时间动态 (式 11和 12)。这种随机非线性方程可
以在稳定不动点附近进一步线性化; 由此得到的由噪声维持的线性随机方程为复杂网络动力学提供了一个相当
好的近似 [83,84]。因此，为了在这样的现实网络中研究伽马暴，就可以像我们的研究一样，在瞬态和高同步区
域附近调整参数。用固有噪声描述节奏的神经场理论方法也是如此，其中线性化可以用来研究谱和节奏的出现。

速率动力学也可以推导出基于电导的峰值网络 [86]。这样的动力学可以线性化，我们的包络相位分解可以充
分应用。事实上，对于任何可以用 2D速率方程或 2D活动动力学描述的峰值网络都是如此。我们的方法可以进
一步扩展到具有复杂拓扑结构的网络，如主视觉皮层的二维平面模型 [83,87]，或多个耦合的 E-I网络 [83,84,88]。
由此得到的动力学可用于研究来自纹外皮层的反馈对视觉皮层的影响 [86,87]，大脑节律之间的相位同步 [25,27]，
区域间大脑交流 [12,13,26]，功能连接 [88-90]或更广泛的跨频耦合。

将我们的模型扩展到 beta节律可能涉及到振荡的其他机制起源，如丘脑皮质环。同样，来自纹外皮层的输
入也可能产生突发伽马节律。我们的方法可以应用到假定的电路，只要相关的环路引起阻尼振荡。
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在一个频率范围内的爆发可能是跨频率相互作用的结果，即在一个快速节奏和另一个较慢的节奏之间产生

的反馈结构。我们的建模框架仍然可以使用，如果对应的两个网络的动力学阻尼，即线性化动力学具有具有负

实部和虚值的特征值对应的两个频率。

或者，我们可以进一步发展我们的框架来描述潜在的情况，即在 gamma范围内的准循环是由反馈循环之外
的较慢节奏 (如 beta)驱动的。这可能会导致随机幅相方程，如我们在我们的工作中所描述的，噪声引起的节奏被
时间相关的强迫调制。准周期的平均频率必须明显快于外力。它的平均振幅也必须小于准周期的平均振幅，以

便分析这种驱动情况，否则，外部调制可能会将快节奏拖进或拖出准周期状态。这种分析可以进一步发展，以解

释当这个外部输入接通时发生的瞬态。

对周期性强迫伽马准周期的初步模拟表明，爆发的性质随着外部输入的频率和振幅的变化而变化 (未显示)。
效果还取决于强迫作用是只作用于兴奋性群体，还是只作用于抑制性群体，还是同时作用于两个群体。伽马暴

属性对外部输入参数和网络机制的精确依赖不是一个微不足道的问题，我们在这个方向上的工作有望成为一个

独立的重要部分。

包络相分解的全对全延迟抑制网络. 我们还研究了由随机双态神经元群体 (如图 1所示)产生的宽带节
律，但具有全对全延迟抑制耦合。延迟和 Hopf分岔的接近性是出现准循环的必要条件 [44,91]，并且与 ING机
制不同。与我们基于 PING机制的研究一样，该模型也发生了瞬态同步和高同步之间的转换。我们通过使用希尔
伯特变换提取节奏的包络线进行了数值验证，当过渡从暂态同步侧接近时 (未显示)，在抑制系统中发生了一个
定性相似的爆发幅度和持续时间行为。我们还看到在延迟和抑制耦合强度所跨越的参数空间的子空间中有一个

类似的最优区域，其中爆发持续时间和爆发期间峰值频率的变异性与在体内看到的相似。这进一步支持了我们

的结果的普遍性，在这种意义上，突发统计的基本决定因素再次出现在同步分岔附近的噪声。同样，为了理解

节奏爆发，我们的包络线方法可以应用到已经提出的可线性形式中，在这种情况下，噪声引起的节奏及其光谱，

如 [44、91]和 [92]在时空噪声驱动神经场的情况下。
未来的工作还应该考虑具有长范围兴奋性连接的混沌网络中爆发的统计数据，这些网络产生快速去相关伽

马节律 [44,43]，以观察它们是否表现出与这里讨论的不同的定性特征。虽然我们的方法可以很容易地适用于其
他频段的节律，但它确实依赖于线性化，因此可能无法为大脑节律基础上的所有非线性提供足够的包络和相位

动力学描述。在这些情况下，我们还希望我们的方法能够很好地初步理解所观察到的突发统计信息的参数范围，

以及在这些统计信息超出正常范围时应该做什么。

方法

模型. 我们首先总结了一个最近的噪声伽马活动模型，该模型基于一个神经元的随机脉动的概率为非线性神

经元网络 [41]。这个生物物理上更真实的模型被用来说明伽马暴。然后，我们回顾了该模型与随机Wilson-Cowan
发射速率模型的关系，并展示了它也能根据发射速率而不是峰值事件生成伽马暴。我们的包络相位缩减将从这

个速率模型推导出来。

该网络由完全连接的 NE 兴奋性神经元和 NI 抑制性神经元组成。每个神经元可以以以下两种状态之一存
在:活跃状态 (a)表示动作电位的激发及其伴随的不应期，静止状态 (q)表示神经元处于静止状态。每个神经元都
遵循一个双态马尔可夫过程。神经元的动态是由两种状态之间的跃迁速率所决定的。ith个神经元从活跃状态衰

减到静止状态的转移概率为:
Pi(active → quiescent, intimedt) = αidt

其中 αi，i = E，I 均为常数；因此，这种转移概率不依赖于对神经元的输入。它通常很高，以模拟峰值后电压

重置的很大确定性性质。由静止到活跃的跃迁概率为:

Pi(quiescent → active, intimedt) = βif(si(t))dt
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我们输入：

si(t) =
∑
j

Wijaj(t) + hi.

其中 f 是神经元的输入-输出响应函数，通常为 sigmoid函数，Wij 是从 j型细胞到 i型细胞的突触权重的强
度 (定义为正)，hi为外部输入，

∑
j Wijaj(t)为网络输入，si(t)为对神经元 i的总输入。我们设当神经元 i处于

静止状态时 ai(t) = 0，当神经元 i处于活动状态时 ai(t) = 1。

在网络层面，我们假设兴奋性群体到自身的总突触权重为Wee;在兴奋性群体中，从一个兴奋性细胞到另一个
兴奋性细胞的平均突触重量为Wee/NE。类似的假设也适用于其他连接强度，即抑制性神经元之间的 −Wii/NI，

兴奋性神经元到抑制性神经元的Wie/Ne，抑制性神经元到兴奋性神经元的−Wei/NI。同时，每个兴奋神经元接

收到相同的外部输入 hE ;同样，所有抑制性神经元都接受外部输入 hE。兴奋性神经元的总输入电流 sE 和抑制

性神经元的总输入电流 sI 分别由下式决定:

sE(t) =
Wee

NE
k(t)− Wei

NI
l(t) + hE (9)

sI(t) =
Wie

NE
k(t)− Wii

NI
l(t) + hI (10)

其中 k(t)为活跃的兴奋性神经元数量，l(t)为活跃的抑制性神经元数量。该网络在离散时间下使用 Gillespie算
法 (如 [41])进行模拟。一个典型的模拟结果如图 1所示，其中，尽管存在噪声节奏，单个神经元 (兴奋性和抑制
性)的放电行为接近泊松过程。短命伽马振荡在网络能级产生，特别是在暂态同步体系中 [41]。
在这种形式中，可以用任意时间间隔内发射的高斯统计量近似泊松统计量。这导致兴奋性群体的下列活动

定义为 E(t) = k(t)/NE[41]:
dE(t)

dt
= −αEE(t) + (1− E(t))βEf(sE(t)) + IE(t) (11)

同样地，对于抑制性神经元，有：

dI(t)

dt
= −αII(t) + (1− I(t))βIf(sI(t)) + II(t) (12)

噪声源与时间相关的方差由以下式子决定:

IE(t) =

√
(1− E(t))βEf(sE(t)) + αEE(t)

NE
ηE(t) and II(t) =

√
(1− I(t))βIf(sI(t)) + αII(t)

NI
ηI(t).

这里的 ηE,I(t)为满足以下条件的高斯白噪声:

⟨ηi(t)⟩ = 0, ⟨ηi(t)ηj(t′)⟩ = δijδ(t− t′) i, j = {E, I}

根据线性噪声近似 (LNA)，如果NE 和NI 相当大，但随机效应仍然重要，可以应用进一步的高斯近似。活

动 (k, l)可以表示为按总体规模缩放的确定性成分 (E0,I0)和按总体规模平方根缩放的随机扰动 (ṼE(t), ṼI(t))之

和 [41]。然后,我们有:
E(t) = E0(t) +

1√
NE

ṼE , I(t) = I0(t) +
1√
NI

ṼI(t) (13)

其中 E0(t)和 I0(t)是方程 11和 12的特解：
dE0(t)

dt
= −αEE0(t) + (1− E0(t))βEf(sE0

(t)) (14)

dI0(t)

dt
= −αII0(t) + (1− I0(t))βIf(sI0(t)) (15)

其中:
sE0 = WeeE0 −WeiI0 + hE , sI0 = WieE0 −WiiI0 + hI .

我们关注由噪声引起的振荡，公式 14和 15必须承认一个稳定的平衡或“固定”点 (即其复特征值具有负实
部)。这个不动点是的解:

0 = −aEE
∗
0 + (1− E∗

0 )βEf
(
sE∗

0

)
0 = −αII

∗
0 + (1− I∗0 )βIf

(
sI∗

0

)
.

(16)
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经过一个暂态后，确定性解 (E0(t)，I0(t))收敛到不动点 (E∗
0，I∗0 )，LNA为:

E(t) = E∗
0 +

1√
NE

ṼE(t), I(t) = I∗0 +
1√
NI

ṼI(t) (17)

将等式 17替换为等式 11和 12，保持 O(
√
NE)和 O(

√
NI )阶项，得到平衡点附近波动的动力学:

dṼE(t)

dt
= A11ṼE(t) +A12ṼI(t) + σEηE(t)

dṼI(t)

dt
= A21ṼE(t) +A22ṼI(t) + σIηI(t).

根据原始非线性随机峰值 E-I网络的所有生物物理参数，在平衡附近控制这些波动的七个参数由:

A11 = −αE − βEf
(
sE∗

0

)
+ (1− E∗

0 )WeeβEf
′ (sE∗

0

)
= − αE

1− E∗
0

+ αEE
∗
0

[
1− αEE

∗
0

(1− E∗
0 )βE

]
Wee

A12 = − (1− E∗
0 )WeiβEf

′ (sE∗
0

)
cEI = −cEIαEE

∗
0

[
1− αEE

∗
0

(1− E∗
0 )βE

]
Wei

A21 = (1− I∗0 )WieβIf
′ (sI∗

0

)
c−1
EI = c−1

EIαII
∗
0

[
1− αII

∗
0

(1− I∗0 )βI

]
Wie

A22 = −αI − βIf
(
sI∗

0

)
− (1− I∗0 )WiiβIf

′ (sI∗
0

)
= − αI

1− I∗0
− αII

∗
0

[
1− αII

∗
0

(1− I∗0 )βI

]
Wii

σE =
√

αEE∗
0 + (1− E∗

0 )βEf
(
sE∗

0

)
σI =

√
αII∗0 + (1− I∗0 )βIf

(
sI∗

0

)
cEI =

√
NE

NI
.

(1)

利用不动点方程，噪声强度可改写为 σE =
√
2αEE∗

0 和 σI =
√
2αII∗0。因此，我们得到了由噪声驱动的线

性方程，代表 LFP动力学 ṼE 和 ṼI。改变一个参数，例如 I细胞与 E 细胞Wei的连通性强度，将改变这些参数

中的许多参数以及不动点。接下来我们将看到，这些更改只影响控制动态的两个“主参数”。

线性分析. 我们考虑线性随机等式 1和 2，首先考虑确定性情况 σE = σI = 0。相关的无噪声线性系统表示

为如下矩阵形式:
dV 0(t)

dt
= AV 0(t)

其中：

V 0(t) =

[
V 0
E(t)

V 0
I (t)

]
and A =

[
A11 A12

A21 A22

]

我们寻找一个试解的形式是: [
V 0
E(t)

V 0
I (t)

]
=

[
B̃E

B̃I

]
eλt.

其中 B̃E = BEe
jθE 和 B̃I = BIe

jθI，通过将试解代入线性方程组，得到相关矩阵 A的特征值 λ

B̃E

B̃I

=
A12

A11 − λ
= −A22 − λ

A21

由第二个等式可得：

λ =
1

2
(A11 +A22)±

j

2

√
−(A11 −A22)2 − 4A12A21

将特征根重写为较为简洁的形式：

λ = −v ± jω0 (18)

其中：

−A11 +A22

2
, ω0 =

1

2

√
−(A11 −A22)2 − 4A12A21 and j =

√
−1.
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这就得到了兴奋性和抑制性 LFPs之间的复振幅比和相位差的精确表达式:

BE

BI
=

√
A12

−A21
=

√√√√√CEIαEE∗
0

[
1− αEE∗

0

(1−E∗
0 )βE

]
WEI

C−1
EIαII∗0

[
1− αII∗

0

(1−I∗
0 )βI

]
WIE

≈
√

NIWIE

NEWEI

并且:

δ = θE − θI =

{
arctan( 2ω0

A11−A22
), if A11 −A22 > 0

π + arctan( 2ω0

A11−A22
), otherwise

注意，在没有噪声的情况下，与时间相关的振幅都随特征时间 v−1 指数趋近于零。尽管如此，我们还是可

以像上面那样计算振幅的比率。然而，在噪声存在的情况下，人们可以用分析信号技术从模拟的时间序列中计

算出比值。振幅比和相位差由以下近似法得到:

α =
BI

BE
≈

〈
Env|ṼI(t)|
Env|ṼE(t)|

〉
and δ = θE − θI ≈

〈
Arg|ṼE(t)| −Arg|ṼI(t)|

〉
(19)

其中 ⟨·⟩为方程 1中随机过程时间的平均值.Env被定义为与 LFP相关的解析信号的包络线。例如，VE(t)对应的

解析信号为 VE(t) + jH[VE(t)]，其希尔伯特变换 H定义为:

H[x] =
1

π
P

∫ +∞

−∞

x(τ)

t− τ
dτ (20)

P表示柯西主值。因此，随机信号的包络为Env[VE ] =
√

V 2
E +H2[VE ]。同样，解析信号的相位角定义为Arg[VE ] =

arctan[h[VE ]/[VE ]]。

当特征值的实部为零时，在暂态态和高同步态之间发生转变。这个条件表示为:

v = − αE

1− E∗
0

+ αEE
∗
0

[
1− αEE

∗
0

(1− E∗
0 )βE

]
Wee −

αI

1− I∗0
− αII

∗
0

[
1− αII

∗
0

(1− I∗0 )βI

]
Wii = 0 (21)

我们用这个表达式来绘制图 4(左)。对于图 4(右)，我们首先使用方程 9从自连通性参数转移到 (Wei,Wie)平

面。接下来，我们推导出控制兴奋性和抑制性随机过程本身的包络的时间演化的动力学表达式。

随机平均方法 (SAM). 考虑到恒定的包络比和恒定的相位差 (见结果部分前面的三个假设)，兴奋性和抑制
性 LFPs的表达由下式给出：

VE(t) = ZE(t)cos(ω0t+ ϕE(t)) and V1(t) = αZE(t)cos(ω0t+ ϕE(t)− δ) (22)

我们将这些表达式代入线性随机方程方程 1，用变量 ZE 和 ϕE 将得到的方程重写如下:

ŻE(t) = f1(ZE , ϕE) + g1(ZE , ϕE , ηE , ηI) (23)

ϕ̇E(t) = f2(ZE , ϕE) + g2(ZE , ϕE , ηE , ηI) (24)

其中

f1 (ZE , ϕE) =
ZE

α sin δ
[α (−ω0 sin (ω0t+ ϕE) +A11 cos (ω0t+ ϕE)

+αA12 cos (ω0t+ ϕE − δ)) sin (ω0t+ ϕE − δ))

− (αω0 sin (ω0t+ ϕE − δ) +A21 cos (ω0t+ ϕE)

+αA22 cos (ω0t+ ϕE − δ)) sin (ω0t+ ϕE)]

(25)

f2 (ZE , ϕE) =
1

α sin δ
[α (−ω0 sin (ω0t+ ϕE) +A11 cos (ω0t+ ϕE)

+αA12 cos (ω0t+ ϕE − δ)) cos (ω0t+ ϕE − δ)

− (αω0 sin (ω0t+ ϕE − δ) +A21 cos (ω0t+ ϕE)

+αA22 cos (ω0t+ ϕE − δ)) cos (ω0t+ ϕE)]

(26)
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以及:
g1 (ZE , ϕE , ηE , ηI) =

1

α sin δ
[−σEα sin (ω0t+ ϕE − δ) ηE + σI sin (ω0t+ ϕE) ηI ] (27)

g2 (ZE , ϕE , ηE , ηI) =
1

αZE sin δ
[σI cos (ω0t+ ϕE) ηI − σEα cos (ω0t+ ϕE − δ) ηE ] . (28)

上面的方程可以写成更简洁的形式为:

Ẋ(t) = f(X) + g(X,n), (29)

并且 X =

[
ZE

ϕE

]
, f =

[
f1

f2

]
, g =

[
g1

g2

]
以及 η =

[
ηE

ηI

]
。随机平均法说的是，在一定条件下 (通常满足 f

和 g等正则函数)，上述两个随机微分方程组可以用以下二维马尔可夫过程近似表示 [93]:

dX(t) = m(X)dt+ h(X)dW (t), (30)

其中m是一个 2×1矩阵，h是一个 2×2矩阵，W (t)表示具有单位方差的独立维纳过程的二维向量。同时，m和
h的函数分别如下所示：

m = T av

(
E{f}+

∫ 0

−∞
E

{(
∂g

∂X

)
t

(g)t+τ

}
dτ

)
(31)

hh′ = T av

(∫ ∞

−∞
E
{
(g)t (g

′)t+τ

}
dτ

)
(32)

这里 (′)表示转置，( ∂g
∂X )是一个 2×2的雅可比矩阵。E为期望算子，Tav 为由定义的时间平均算子，表示如下：

T av(.) =
1

T0

∫ t0+T0

t0

(.)dt (33)

其中 T0 = 2π
ω0
为 gamma振荡周期的周期。在计算随机平均公式中的期望时，将 X的元素视为时间常数。经过稍

长的计算，得到 LFP包络线和相位的马尔可夫过程:

dZE(t) =

(
−νZE(t) +

D

2ZE(t)

)
dt+

√
DdW1(t) (34)

dϕE(t) =

√
D

ZE(t)
dW2(t) (35)

其中:
D = −A12

2ω2
0

(−A12σ
2
I +A21σ

2
E). (36)

注意，当兴奋性和/或抑制性噪声强度 σE 和 σI 均为零时，系数 D为零。我们可以称它为包络随机微分方程
漂移部分的噪声诱导系数。

为了便于计算，可以使用两个独立的 Ornstein-Uhlenbeck (OU)过程将上述包络线方程和相位方程重写为:

dE1(t) = −νE1(t)dt+
√
DdW1(t) (37)

dE2(t) = −νE2(t)dt+
√
DdW2(t) (38)

通过 (37)和 (38)式，我们可获取包络及其相：

ZE(t) =
√
E2

1(t) + E2
2(t) ϕE(t) = arctan

(
E2(t)

E1(t)

)
(39)

这些量满足上述ZE和 ϕE的微分方程。包络过程和相过程就是两个具有相同参数的独立Ornstein-Uhlenbeck
过程的包络过程和相过程。我们的模拟实际上使用这两个 OU过程，而不是上面的 ZE-ϕE 方程，以避免出现负

的 ZE 值。利用式 (19)中的比值和相位差因子，得到相应的抑制种群方程。这个比率和相位差被解释为恒定的
平均量;在任何有限的实现中，它们都会围绕这些量波动。
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图 8的概率分布表明，从 SAM得到的动力学在统计上与 LNA等效。这表明我们的 SAM是研究突发伽马振
荡的包络动力学和相位动力学的合适框架。

概率密度和平均首次通过次数 (MFPT). 为简单起见，我们考虑兴奋性总体的包络，并将其记为 z(t)。包
络过程及其初始条件由 (见式 35)给出:

dz(t) =

(
−νz(t) +

D

2z(t)

)
dt+

√
DdW (t)

z(0) = z0.

(40)

在初始条件下，给出了 z(t)的概率密度的相关 Fokker-Planck方程:
∂P (z, t | z0, 0)

∂t
= − ∂

∂z

[
−νz +

D

2z

]
P (z, t | z0, 0) +

D

2

∂2P (z, t | z0, 0)
∂z2

. (41)

在平稳极限下，这就变成了微分方程:

− d

dz

[
−νz +

D

2z

]
P (z) +

D

2

d2P (z)

dz2
= 0.

然后平稳概率函数为：

P (z) =

(
2ν

D

)
z exp

(
− ν

D
z2
)
. (42)

峰值是通过施加得到的：
dP (z)

dz
|z=z∗ = 0 (43)

可得以下结果：

z = z∗ =
D

2v
. (44)

18



注意正文中 z∗ ≡ R。诸如 z(t)的均值和标准差等性质可以很容易地从平稳概率密度函数中计算出来，几十
年来，这些性质被称为瑞利 (Rayleigh)分布的性质 [58]。均值和标准差由下式给出:

E[z] =

√
π

2
z∗ and std[z] =

√
E [z2]− E[z]2 = z∗

(√
4− π

2

)

爆发被定义为包络过程停留在特定阈值以上的一个周期 (见图 9)。导致这种时代密度的完整理论处理——称
为驻留时间——在数学上非常复杂，超出了本文的范围。相反，在这里，我们求助于这些时代的性质的近似推

导，产生对它们的参数依赖性的一些分析见解。可以看出，突发持续时间大致对应于振幅过程从下方跨越阈值

后达到最大值所花费的时间，加上从这个最大值开始直到再次跨越阈值 (但高于阈值)所花费的时间 (见图 9)。这
两个持续时间可以通过它们相关的平均首次通过时间 (MFPT)来明确表示。通常，从初始条件 z0 到振幅过程受

限区间 A的特定边界的MFPT由 [57]给出:

T (z0) = −
∫ ∞

0

t
∂

∂t

∫
A

dzP (z, t | z0, 0) dt (45)

MFPT也满足下面的一阶微分方程 [57]：(
−vz0 +

D

2z0

)
dT (z0)

dz0
+

D

2

d2T (z0)

d2z0
= −1. (46)

在我们的例子中，我们将进程所在的区间定义为 A = [b, c]，其中 b是定义爆发的开始和结束的阈值，而 c
是包膜进程在爆发期间可以达到的“典型”最大值。在包络线趋于最大值时，在 c处施加一个吸收边界条件，导
致 T1(c) = 0，在 b处施加一个反射边界条件，即 T1(z0)

dz0
|z0=b = 0。这将导致向上的“第一个”MFPT得到以下表

达式:

T1 (z0) =
e(−

ν
D b2)

2ν

[
Ei
( ν

D
c2
)
− Ei

( ν

D
z20

)]
− 1

ν
log

(
c

z0

)
(47)

其中 Ei 是积分指数函数定义为 [94]:
Ei(x) = −

∫
ex

x
dx

进一步，将阈值 b赋给阈值以上的初始条件，则第一个MFPT为:

T1(b) =
e(−

ν
D b2)

2ν

[
Ei
( ν

D
c2
)
− Ei

( ν

D
b2
)]

− 1

ν
log
(c
b

)
. (48)

为了计算过程离开最大值并从上面越过阈值的时间间隔，现在在 c处设置一个反射边界条件，我们设该转
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换为 T2(z0)
dz0

|z0=b = 0，在 b处设置一个吸收条件，T2(b) = 0。然后给出相关的“第二个”MFPT:

T2 (z0) =
e(−

ν
D c2)

2ν

[
Ei
( ν

D
b2
)
− Ei

( ν

D
z20

)]
+

1

ν
log
(z0
b

)
. (49)

令 z0 = c，则第二个平均持续为：

T2(c) =
e(−

ν
D c2)

2ν

[
Ei
( ν

D
b2
)
− Ei

( ν

D
c2
)]

+
1

ν
log
(c
b

)
. (50)

因此，大概的爆发持续时间由 T = T1(b) + T2(c)给出，可简化为：

T =

(
1

2ν

)[
exp

(
−1

2

(
b

R

)2
)

− exp

(
−1

2

( c

R

)2)[
Ei

(
−1

2

( c

R

)2)
− Ei

(
−1

2

(
b

R

)2
)]

, (51)

(其中我们常用的关系为 R =
√

D
2v ).

虽然 b和 c的选择是任意的，但我们发现，从直观的选择中可以得出令人满意的平均爆发持续时间估计。具
体来说，我们选择阈值等于包络密度中值 P (z)的一半;这对应于设置 b = R

√
ln(2)/2 ≈ 0.59R。取 c的值作为

P (z)的均值，即 R
√
π/2加上一个标准差 R

√
(4− π)/2:

c = R(

√
π

2
+

4− π

2
).

这种近似分析提供了作为同步参数 R的函数的平均突发持续时间的估计值。人们也可以选择一个不依赖于
R或任何其他参数的阈值，但对于较小的 R值，它将不会产生突发，尽管对较小的包络线的仔细检查显示在较
小的尺度上有突发。
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