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从观察到的活动动力学可以推断出循环峰值网络的拓扑结构吗? 从发射速率、相关性和相关的可测
量量中可以提取出哪些网络连通性的统计参数? 为了解决这些问题，我们分析了小世界神经元网络中
基于电流的突触的活动的距离相关关系，这些突触来源于一个简单的环拓扑结构。我们发现，特别是

阈值下活动的相关系数分布可以区分随机网络和具有距离依赖连通性的网络。这种分布可以通过随机

对的抽样来估计。我们还证明了权重分布的关键作用，最显著的是遵守戴尔斯原则，在不同类型的循

环网络的活动动力学。
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1. 引言

平衡随机网络的集体动力学被广泛研究，假设不

同的神经元模型作为组成的动力单位 (van Vreeswijk
and Sompolinsky 1996, 1998; Brunel and Hakim 1999;
Brunel 2000; Mattia and Del Guidice 2002; Timme et
al 2002; Mattia and Del Guidice 2004; Kumar et al
2008b; Jahnke et al 2008; Kriener et al 2008)。
其中一些模型的共同点是，它们假设随机网络拓

扑具有稀疏连接 ϵ ≈ 0.1 对于一个局部的，但很大的

神经元网络，嵌入到一个“外部”人口，提供非特定的

白噪声驱动到局部网络。这些系统被认为是约 1 毫米
3 体积的皮层网络的最小模型，因为它们可以显示与
在体内观察到的活动状态类似的活动状态，如异步不

规则的峰值。然而，正如最近的报道 (Song et al 2005;
Yoshimura et al 2005; Yoshimura and Callaway 2005)，
局部皮层网络的特征是电路，它是特定的，因此，即使在

小空间尺度上也是非随机的。由于还不可能通过实验

揭示神经元网络的整个耦合结构，因此有必要从其活

动动力学中推断出它的一些特征。例如，研究了处于固

定锁相状态的 N 个耦合相位振荡器的网络。在这些网
络中，通过对不同驾驶条件下的稳态进行轻微扰动并

分析网络响应，可以重构网络耦合矩阵的细节 (即拓扑
和权重)。在这里，我们专注于统计水平上的峰值神经元
网络的网络结构和活动动力学。我们考虑了从严格的

距离依赖连接到随机拓扑的几个抽象模型网络，并通

过数值模拟和定量分析的方法研究了它们的活动动力

学。我们关注的是排列在规则环、随机网络和所谓的小

世界网络上的整合和激活神经元 (Watts 和 Strogatz
1998)。小世界结构似乎是快速和有效的区域间信息传
输的最佳大脑结构，由于低特征路径长度 ℓ，潜在的低

代谢消耗和布线成本。(Chklovskii et al 2002)，同时，
它们可以通过高循环计算 (高聚类系数 C，对于一般
定义 ℓ 和 C，(Watts and Strogatz 1998)，Albert 和
Barabasi(2002))。同样，在区域内水平上，皮层网络可能
具有明显的小世界特征，正如 Sporns和 Zwi(2004)的
模拟所显示的那样，他们假设了局部皮层网络的局部

高斯连接概率和均匀的远程连接概率，这些假设与实

验观察相符 (Hellwig 2000; Stepanyants et al. 2007)。
然而，网络拓扑只是神经元网络耦合的一个方面。在这

里，我们还展示了权重分布的关键作用，特别是关于所

有抑制性神经元只投射超极化突触到它们的突触后目

标，而兴奋性神经元只投射去极化突触的概念。这个

假设有时被称为戴尔原则 (Li and Dayan 1999; Dayan
and Abbott 2001; Hoppensteadt and Izhikevich 1997)。
引人注目的是，这对随机网络的动态状态已经有很强

的影响 (Kriener et al，2008 年)。然而，目前的研究
主要集中在相关系数的距离相关性和总体分布上。特

别是阈值下活动的联合统计，即神经元整合的传入电

流之间的相关性和相干性，已被证明包含有关网络参

数的难以捉摸的信息，例如随机网络中的平均连通性

(Tetzlaff et al 2007)。
本文的结构如下:在第 2节中，我们给出了神经元

模型的细节和整个论文使用的仿真参数的简短描述。

在第 3节中，我们介绍了小世界网络的概念，在第 4节
中，我们讨论了依赖于拓扑的活动动力学的特征。在环

网络和小世界网络中，相邻神经元群体的峰值往往高

度同步，而在随机网络中，种群动态是异步-不规则的。
为了理解种群动态中这种差异的来源，我们分析了神

经元输入在网络拓扑依赖性中的相关性。第 5 节专门
讨论了我们用于计算稀疏环 (第 5.1 节) 和小世界网络
(第 5.2节)中对距离依赖的输入相关性的理论框架。在
第 6 节中，我们最后推导了环网络和随机网络的相关
系数的完整分布。随机网络具有以平均相关系数为中

心的较窄分布，而稀疏环和小世界网络具有重尾分布。

这是因为，如果神经元是拓扑近邻，那么共享一个共

同输入伙伴的概率就很高，而如果它们相距很远，那

么共享一个共同输入伙伴的概率就非常低，从而产生

了几个高相关系数和许多小相关系数的分布。这提供

了一种潜在的方法，通过统计水平上的次阈值活动动

态来区分随机拓扑和具有小世界特征的拓扑。

2. 神经元动力学和突触输入

网络中大小为 N 的神经元被建模为具有基于电
流的突触的渗漏的积分-放电点神经元。膜电位动力学
Vk(t), k ∈ 1�…N 由以下式子确定：

τmV̇k = −Vk(t) +RIk(t) (1)

与膜阻力 R 和膜时间常数 τm 有关。当 Vk(t) 达到阈

值 θ时，会产生脉冲，Vk(t)重置为 Vres，神经元在 τres
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的一段时间内保持不反应。突触输入为：

RIloc,k = τm

N∑
i=1

Jki
∑
l

δ(t− til −∆) (2)

来自局部网络的电流被建模为 δ-电流。只要前突触神
经元 i 在 til 时刻发放动作电位，该神经元会引起具有

以下振幅的后突触电位 (PSP):

Jki =


J 若 i → k 为兴奋性突触,

−gJ 若 i → k 为抑制性突触,

0 若 i → k 无突触链接

(3)

在传输延迟 ∆，这对所有的突触都是一样的。注意，在

这个框架中，两个神经元之间的多个连接和自我连接

被排除在外。除了局部输入外，每个神经元还接收外

部泊松电流 Iext,k 模仿来自其他皮层区域或皮层下区

域的输入。因此，总输入由以下式子表示:

Ik(t) = Iloc,k(t) + Iext,k(t). (4)

2.1. 参数

神经元参数设为 τm = 20ms,R = 80MΩ, J =

0.1mV,∆ = 2ms。放电阈值 θ 为 20 mV，复位电位
Vres = 0mV。在出现尖峰后，神经元在 τref = 2ms内

保持不应反应。若无特别声明，下列参数均保持不变，网

络大小 N = 12, 500, NE = 10, 000, NI = 2, 500. 我们
设置兴奋性神经元在网络中的比例为 = βE/N = 0.8。

连接设置为 ϵ = 0.1，使得每个神经元都能收到 k = ϵN

个输入。因此，对于 g = 4，抑制在局域网络中平衡了

刺激性，而对于 g > 4，局域网络被净抑制所支配。这

里，我们选择 g = 6。外部输入建模为 Kext = ϵNE

独立泊松信号源，频率为 vext。所有网络模拟都使用

NEST 模拟工具 (Gewaltig 和 Diesmann 2007) 进行，
时间分辨率为 h = 0.1ms。有关模拟技术的详细信息，

请参见 Morrison 等人 (2005)。

3. 小世界网络的结构特征

许多现实世界的网络，包括皮层网络 (Watts and
Strogatz 1998; Strogatz 2001; Sporns 2003; Sporns

and Zwi 2004) 拥有所谓的小世界特征。在 Watts 和
Strogatz(1998)最初研究的框架中，小世界网络是由大
小为 N 的环图构建的，其中所有节点都连接到它们的
κ≪ N 个最近的邻居 (“箱体占地面积”)，通过概率
为 pr 的连接随机重新布线 (参见图 1(a)，(b))。Watts
和 Strogatz(1998) 用两种图论度量方法来表征小世界
体系，即高聚类系数 C 和低特征路径长度 ℓ(见图 1(c))。
聚类系数 C 度量连接的传递性，即假设节点 i 和 j 之
间有连接，节点 j 和 k 之间也有连接，那么节点 i 和
k之间也有连接的可能性有多大。另一方面，特征路径
长度 ℓ 量化了从网络中的某个节点到任何其他节点平

均需要多少步。下面我们将分析峰值神经元的小世界

网络。网络可以用 Aki = 1 的邻接矩阵 A 表示，如果
节点 i 连接到 k，则 Aki = 0。我们忽略了自连接，即

对于 k ∈ 1�…N,Akk = 0。在 Watts 和 Strogatz(1998)
的原始论文中，研究了无向网络。神经元之间的连接，

即突触，是一般定向的。我们定义有向网络1的聚类系

数 C 为:

Ci =
∑N

j=1

∑N
k=1AkiAji (Ajk +Akj)(∑N

k=1Aki

)([∑N
k=1Aki

]
− 1
) (5)

其中

C =
1

N

N∑
i=1

Ci (6)

在该定义中，C 度量两个神经元之间有连接的可能性，
假设它们有一个共同的输入神经元，因此它在相邻的

神经元 l 和 k 之间直接与共享输入
∑N

i=1Wki 的数量

直接相关，其中 Wki 是从神经元 i 到神经元 k 的加权
连接 (参见第 2 节)，即：

Wki =


JAki 若i 为兴奋性神经元

−gJAki 若i 为抑制性神经元

0 无突触连接

(7)

网络图的特征路径长度 ℓ 为：

ℓ =
1

N

N∑
i=1

ℓi, ℓi =
1

N − 1

∑
j ̸=i

ℓij , (8)

其中 ℓij 是神经元 i 和 j 之间的最短路径, ℓij =

minn∈Z {(An)ij > 0}(Albert and Barabasi 2002)。聚类

1 聚类系数的值在预期中并不依赖于我们所要求的三元连通性的确切选择。
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系数是图的局部性质，而特征路径长度是一个全局量。

这导致了在连接的逐渐重新布线过程中聚类系数的相

对稳定，因为局部特性几乎不受影响，而随机捷径的

引入极大地降低了平均最短路径长度 (参见图 1(c))。

4. 尖峰小世界网络中的动力学

在环图中，直接相邻的神经元接收到的

输 入 基 本 相 同， 这 可 以 从 较 高 的 聚 类 系 数

C(0) = 3(κ−2)/4(κ−1) ≈ 0.752 看出，这与无向

环网络相同 (Albert and Barabasi 2002)。这导致了临
近神经元群的高相关性和同步放电 (图 2(a))。随着越
来越多的连接重新连接，局部同步减弱，我们观察到

一个过渡到相当异步的全局活动 (图 2(b)，(c))。对
应随机图的聚类系数 C(1) = κ/N = ϵ(ϵ = 0.1)，因为

连接的概率总是 ϵ 对于任意两个神经元，独立于神经

元的邻接性 (Albert 和 Barabasi，2002)。这与在这
些网络中观察到的输入相关性的强度相对应 (Kriener
等，2008 年)。然而，即使网络是随机的 (pr = 1，图
2(c))，种群活动仍然在 1/4∆ 附近显示明显的波动
(传输延迟 ∆ = 2 ms, 见第 2 章)。如果我们违反戴
尔原理，即任何神经元只能去极化或超极化所有突触

后目标，但不能同时去极化或超极化，这些波动就会

急剧减少。我们将后者称为神经元同时投射兴奋性和

抑制性突触的混合场景 (Kriener et al 2008)。Ren 等

2 反之则不然，我们可以在没有高聚类系数的情况下在网络中拥有大量的

共享输入。一个例子是星形图，其中一个中央神经元投射到 N 个其他神
经元，而这些神经元又互不相连。

(2007) 认为，小鼠视觉皮层 2/3 层中约 30% 的锥体
细胞对通过轴突谷氨酸受体介导的抑制中间神经元神

经末梢的兴奋，具有有效的强可靠的短潜伏期抑制偶

联，从而绕过相关中间神经元的树突、体细胞和轴突

干。这些可以被解释为真实神经组织中的杂交样耦合。

所有四个网络的平均速率几乎不受网络的底层

拓扑或权重分布的影响 (参见表 1)，而种群活动
的方差则非常不同。这反映在各自的 Fano 因子

FF[n(t;h)] = Var[n(t;h)]/E[n(t;H)] 的人口峰值计

数 n(t;N)
∑N

i=1 ni(t;h), h = 0.1ms，其中 ni(t;h) =∫ t+h

t
Si(s)ds =

∫
l
δ(s − sil)ds 是神经元 i 在时间点 sl

在区间 [t, t+h)发出的尖峰数量 (参见附录 A)。如果种
群峰值计数 n(t;h) 是独立平稳泊松随机变量 ni(t;H)

带参数 v0h，我们有:

FF[n(t;h)] = Var[n(t;h)]
E[n(t;h)]

=

∑N
i,j=1 Cov [ni(t;h), nj(t;h)]∑N

i=1 E [ni(t;h)]

=
Nv0h

Nv0h
= 1,

(9)

因为对所有 i ̸= j，协方差 Cov[ni(t;h), nj(t);h)] =

E[ni(t;h)nj(t;h)]−E[ni(t;h)]E[nj(t;h)] 都为零，且方

差等于方差的和。如果它大于 1，则表明个体神经元的
峰值活动之间存在正相关关系 (参见附录 A) (Papoulis
1991;Nawrot等 2008;Kriener et al 2008)。我们可以看
到 (参见表 1)，对于符合 dale 的环网络，它的确是最
大的，仍然明显大于符合 dale 的随机网络，对于环和
随机情况的混合网络，它大约是 1。在所有四种情况
下，Fano 因子的数量差异可以用两两穗列相关性的不
同数量来解释 (参见附录 A，第 6 节)。这说明了违反
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Dale 原理如何稳定并实际上启用异步不规则活动，即
使在邻接关系 (即仅无加权连接)表明高度相关活动的
网络中也是如此，就像 Dale 符合环 (图 2(A)) 和小世
界网络 (图 2(b)) 一样。

为了理解不同网络类型中不同相关强度的起源，

以及依赖于权重分布和重连接概率的不同峰值动态和

种群活动，我们将在以下部分中将 Kriener等人 (2008)
介绍的分析扩展到环网络和小世界网络。

5. 射击-噪声框架下的距离相关

我们假设所有尖峰列 Si(t) =
∑

l δ (t− til) 是由

平稳相关泊松过程相对应的点过程的实现的，使得下

式成立：

E [Si(t)Sj(t+ τ)] := ψij(τ) = cij
√
vivjδ(τ), (10)

其中，尖峰列系数 cij ∈ [−1, 1]，平均速率 vi, vj(参
见图 4(d))。穗列既可以来源于本地神经元 i ∈
{1, . . . , N}，也可以来源于外部神经元 i ∈ {N+

1, . . . , N +NKext }，其中我们假设每个神经元从 Kext

神经元接收外部输入，对于所有N 局部神经元，这些输

入是不同的。我们将模型神经元 k 的总突触输入 Ik(t)

描述为线性滤波后的突触前尖峰序列的和 (即尖峰序
列与滤波器核 fki(t)卷积)，也称为脉冲噪声 (Papoulis
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1991;Kriener et al 2008):

Ik(t) =Iloc,k(t) + Iext,k(t) =
N∑
i=1

(Si ∗ fki) (t)

+

N+NKext∑
i=N+1

(Si ∗ fki) (t).
(11)

Ik(t) 可以表示例如加权输入电流，突触输入电流

(fki(t) = 单位突触后电流，PSC)，或游离膜电位
(fki(t) = 单位突触后电位 (PSP)。所有的突触在动力
学上都是相同的，只有强度不同，因此我们可以这样

写:
fki(t) =Wkif(t). (12)

其中 si(t) := (Si ∗ f) (t)，式 (11) 可以重写为：

Ik(t) =
N∑
i=1

Wkisi(t) +

N+NKent∑
i=N+1

Wkisi(t) (13)

输入 Ik, Il 的方差函数为：

Cov [Ik(t)Il(t+ τ)] =

N+NKent∑
i=1

N+NKext∑
j=1

×WkiWlj Cov [si(t)sj(t+ τ)]

(14)
求和运算可以分解为：

Cov [Ik(t)Il(t+ τ)]

=

N+NKent∑
i=1

WkiWli Cov [si(t)si(t+ τ)]

+
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

WkiWlj Cov [si(t)sj(t+ τ)]

(15)

式 (15) 的第一个求和公式 (i) 包含滤波后的输入穗列
的自协方差函数 Cov [si(t)si(t+ τ)] 的贡献，即来自

公共输入神经元 i ∈ {1, . . . , N} (WkiWli ̸= 0,W 2
ki)。式

(15) 的第二个求和公式 (ii) 构成了过滤尖峰列的交叉
方差函数 Cov [si(t)si(t+ τ)]，其中这些尖峰列来自突

触前神经元 i ̸= j, i, j ∈ {1, . . . , N}，其中我们已经考虑
到外部尖峰源是不相关的，因此 Cov [si(t)sj(t+ τ)]对

于所有 τ)] = 0对于所有的 i, j ∈ {N +1, . . . , N +NK

均成立。很明显，在环和小世界拓扑结构中，高度的共

享输入应该在神经元之间输入相关性的空间结构中表

现出来。两个神经元 k 和 l 在环上的位置越近，它们
共享的突触前神经元 i 就越多。这将导致第一个和的

优势，除非在第二个和中占比的穗列协方差的一般强

度太高，而第二个和主导结构放大，因为它对神经元

数量的贡献是二次的。如果由于突触前池的结构重叠

而导致的输入协方差占主导，那么这种输入相关性的

一部分也应该出现在神经元的输出侧，即穗列协方差

cij 也应该是神经元间距离的函数。我们将在下面看到

的确实是这样。

因此，我们将假设所有传入的脉冲序列相关性 cij

一般依赖于神经元 i、j(神经元沿顺时针方向在环上标
记) 的成对距离 Dij = |i−j| 和重连概率 pr。利用

Campbell 的射击噪声定理 (Papoulis 1991;Kriener et
al 2008)，有 (16) 式成立 (如下页所示)：
其中

Et[.] = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

(.)dt.

这里 ϕ(τ) =
∫∞
−∞ f(t)f(t+ τ)dt 代表滤波核 f(t) 的自

相关。

我们现在想推导零时滞输入协方差，即自协方差

ain 和 Ik, Il 的交叉协方差 cin，定义为:

Cov [Ik(t)Il(t)] =:

ain,k (pr) for k = l

cin,kl (Dkl, pr) for k ̸= l
(17)

asi (0)，c
s
ij (0, Dij �pr) 的自协方差和交叉协方差依赖性

中，得到输入相关系数:

Cin (Dkl, pr) =
cin,kl (Dkl, pr)√
ain,k (pr) ain,l (pr)

. (18)

根据 Eq.(16) 的定义，零时滞下的输入自协方差函数
ain�k (pr)，即输入 Ik 的方差显式等于:

ain,k (pr) =
N∑
i=1

W 2
kia

s,loc
i (0)

+

N+NKext∑
i=N+1

W 2
kia

s,ext
i (0)

+
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

WkiWkjc
s
ij (0, Dij , pr)

(19)

而输入电流 cin (Dij �pr) 的互协方差为:

cin,kl (Dkl, pr) =
N∑
i=1

WkiWlia
s,loc
i (0)

+
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

WkiWljc
s
ij (0, Dij , pr) .

(20)
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Et [si(t)] = vi

∫ ∞

−∞
f(t)dt ∀i ∈ {1, . . . , N},

Cov [si(t)sj(t+ τ)] = Et [si(t)sj(t+ τ)]− El [si(t)]Et [sj(t+ τ)]

=:



as.loc
i (τ) = (ψii ∗ ϕ) (τ) if i = j, i ∈ {1, . . . , N}

as,exti (τ) = (ψiii ∗ ϕ) (τ) if i = j, i ∈ {N + 1, . . . , N +NKext }

csij (τ,Dij , pr) = (ψij ∗ ϕ) (τ) if i ̸= j and i, j ∈ {1, . . . , N}

0 otherwise

(16)

为了评估零滞后射击噪声协方差 asi (0) 和

csij (0, Dij �pr)，我们用式 (10),(16) 进行推导:

Cov [si(t), sj(t)]

=

asi (0) = viϕ(0) 若i = j

csij (0, Dij , pr) = cij (Dij , pr)
√
vivjϕ(0) 若i ̸= j

(21)
假设所有 i ∈ {1� . . . , N} 为 vi = v0，其中

v0 表示网络神经元的平均静止速率，vi = v0 对

于所有的 i ∈ {N + 1� . . . , N +NKext} 成立，其
中 vext 表示外部神经元的速率。因此,as, loc

i (0) =

v0ϕ(0), 以及 as, ext
i (0) = vext ϕ(0) 对于所有的神

经元 i ∈ {1, . . . , N}, 及 i ∈ {N + 1, . . . , N+

NKext } 也分别成立。对于交叉协方差函数，我们类
似地有 csij (0, Dij , pr) = v0cij (Dij , pr)ϕ(0)。我们定义

Hk 为炮点噪声方差 as 对输入的方差 ain 的贡献 (参
见图 3(a))。

Hk := as,loc(0)
N∑
i=1

W 2
ki + as,ext(0)

N+NKext∑
i=N+1

W 2
ki, (22)

以 Gkl 作为炮点噪声方差 as 对输入的交叉协方

差 cin 的贡献 (参见图 3(c)):

Gkl (Dkl, pr) := as,loc(0)
N∑
i=1

WkiWli (23)

Lk 作为炮点噪声交叉协方差 cs 对输入的自协方差 ain

的贡献 (参见图 3(b))

Lk (pr) :=
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

WkiWkjc
s
ij (0, Dij , pr) (24)

Mkl 作为炮点噪声交叉协方差 cs 对输入的交叉协方差

cin 的贡献 (参见图 3(d))

Mkl (Dkl, pr) :=
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

WkiWljc
s
ij (0, Dij , pr) . (25)

最后，如果我们假设输入结构同质性，即这些个体贡

献的期望值不依赖于 k和 l，而只依赖于相对距离 Dkl

和重新布线概率 pr，则可以将式 (18) 重写为:

Cin (Dkl, pr) =
cin (Dkl, pr)

ain (pr)

=
G (Dkl, pr) +M (Dkl, pr)

H + L (pr)
,

(26)

接下来的两节将专门讨论环网络和小世界网络的这些

表达式的计算。

5.1. 环形图

首先我们考虑 dale - compliance 环网络的情况，
即 pr = 0。在神经元 k 的局部输入池中，突触前神经

元 i中的 βκ 的一小部分是兴奋性的，并且每一次尖峰

使突触后神经元去极化 Wki = J，而 (1− β)κ 突触前

神经元是抑制性的，每一次尖峰使目标神经元 k 超极

化 Wki = −gJ(参见第 2 节)。此外，每个神经元从外
部神经元池接收 Kext 兴奋性输入，Wki = J。因此，对

于神经元 k ∈ {1, . . . , N} 我们可得到式 (22) 图 3(a)
中的输入变量 Hk = H:

H = as, loc (0)
N∑
i=1

W 2
ki + as, ext (0)

N+NKext∑
i=N+1

W 2
ki

∀k
=
(
κJ2

(
β + g2(1− β)

)
v0 +Kext J

2vext
)
ϕ(0).

(27)
由于箱体足迹的存在，单个经过过滤的 spike串的自协
方差 as(0) 对输入交叉协方差 Gkl (Dkl�0) Eq.(23) 的
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贡献基本与 H 相同，只是按神经元 k 和 l 的两个突触

前神经元池各自的重叠量进行缩放。这种重叠只取决

于 k 和 l 之间的距离 Dkl，如图 3(c) 所示。因此，对
于所有 k, l ∈ {1� . . . , N}:

G (Dkl, 0) = as,loc(0)
N∑
i=1

WkiWli

= Θ [κ−Dkl] (κ−Dkl) J
2
(
β + g2(1− β)

)
v0ϕ(0),

(28)
由于排除了自耦合和抑制神经元相对于车厢足迹的相

对位置，这些轻微的调制，但对于较大的 κ，这些修

正可以忽略不计。Θ[x] 是 Heaviside 阶跃函数，如果
x ≥ 0 则等于 1，如果 x < 0 则等于 0。如果所有来
自局部神经元的脉冲序列都是不相关的泊西尼的，并

且外部驱动是直流电，那么完整的输入协方差来源于

结构 (即共输入)相关系数 Cstruc (Dkl, pr) :=
G(Dkl,pr)

H
，

然后可以写成:

Cstruc (Dkl, 0) = Cin (Dkl, 0)|cs=0 =
cin (Dkl, 0)

ain (0)

∣∣∣∣
cs=0

=
G (Dkl, 0)

H
=

(
1− Dkl

κ

)
Θ [κ−Dkl] .

(29)

然而，穗列相关性 cij(Dij , 0)显示出明显的距离依赖性

衰减，并达到不可忽略的振幅，高达 cij(1, 0) ≈ 0.04(图
4(c))。下面我们将使用 cij(Dij , 0) 的距离依赖性的两

种近似，一种是线性关系，一种是指数关系。我们首先

假设在区间 (0�κ] 上的线性衰减 (图 4(c)，黑色)。这
种选择是由两个假设驱动的。首先，我们假设峰值相

关性的主要来源来自结构输入相关性 Cstruc(Dij,0)，式

(29)，对于单独输入神经元 i, j，即两个输入尖峰序列

Si 和 Sj 之间的相关性强度取决于它们的突触前输入

池的重叠，由它们的神经元间距离 Dij 决定。类似于

前面导致共同输入相关性 G(Dkl, 0)/H, 式 (29) 的推
理，因此，如果 Dij ≥ κ，神经元 i 和 j 之间的输出峰
串相关性将为零。此外，当神经元 i和 j在 k和 l的输
入电流之间的距离为 κ/2、即 Dki < κ/2和 Dlj < κ/2

时，它们才会对 k和 l的输入电流做出贡献。因此，对
于 Si, Sj , i ̸= j 对神经元 k 和 l 的输入协方差的相关
性，必须在 κ + 2κ/2 = 2κ 的范围内。此外，我们假

设公共输入相关函数 Cstruc(Dij,0) 以相同的传输增益

γ := cij(1, 0)/Cstruc(1, 0) 线性传输到 i 和 j 的输出侧。
因此，我们对经过过滤的从神经元 i到 k和从神经元 j
到 l 的输入尖峰序列之间的距离相关函数做了以下的
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ansatz(我们总是用 |kl 表示对 k 和 l 的依赖性):

Cstruc (Dkl, 0) = Cin (Dkl, 0)|cs=0 =
cin (Dkl, 0)

ain (0)

∣∣∣∣
cs=0

=
G (Dkl, 0)

H
=

(
1− Dkl

κ

)
Θ [κ−Dkl] .

(30)
对于 Eq.(19) 中的第三个和，将得到所以 k ∈

1� . . . , N，均有以下式子成立：

Llin
k (0) =

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

WkiWkjc
s, lin
ij (0, Dij , 0)

∀k
=
γJ2

3
(2κ− 1)(κ− 1)(β − g(1− β))2ν0ϕ(0).

(31)

对于式子 (20) 中的第二项，有：

M lin (Dkl, 0) =
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

WkiWljc
s, lin
ij (0, Dij , 0) ,

(32)
这同样只取决于距离，所以我们去掉了 M 的下标。

它在附录 B 中推导出来，由式 (67) 明确给出。用
ansatz Eq.(30) 计算 Llin(0) 和 M lin (DkL�0) 后，绘制
Cin (DkL�0)作为距离的函数，得到如图 4(a)所示曲线。
很明显 (图 4(c))，作为距离的函数，线性拟合过高估
计了峰值序列相关性，相关性传输随着神经元间距离

的增加而降低，即输入相关性 Cin 的强度是非线性的

(De la Rocha et al 2007;Shea-Brown 等人，2008)。这
导致了对于距离 Dkl ≥ κ 的总输入相关性的高估 (图
4(a))。如果我们用一个在 Dkl = κ 处有截止点的衰减

指数函数来拟合神经元 i 和 j 的穗列相关性的距离依
赖性:

cexp
ij (Dij , 0) = γe−ηDijΘ [κ−Dij ] (33)

并将相应的参数 γ 和 η 拟合到由模拟得到的值，即方

程 (31)(32) 中的和。仍然可以简化为简单的术语 (参
见方程 (69)，(70))，在整个距离范围内，与观测到的
输入相关性的对应关系变得非常好 (图 4(b))。我们得
出结论，由于 dale-一致性环网络的结构特性，相邻神
经元的强公共输入相关性 Cstruc 主要导致大小为 ∼ κ

的神经元群的时空相关峰值

然而，我们看到 (参见图 2(d))，如果我们放松戴
尔的原理并考虑混合神经元，环网络中的峰值活动将

变得高度异步不规则。由于兴奋性、抑制性和外部突

触的数量对所有神经元来说都是相同的，因此混合神

经元的 H,Llin(0) 和 M lin(Dkl, 0) 的表达式也是相同

的，但共同的输入相关性变为 (期望值 EW 是关于网

络实现的)。

EW

[
Ghyb (Dkl, 0)

]
ν0ϕ(0)

= Θ [κ−Dkl]

× (κ−Dkl) J
2
(
β2 + g2(1− β)2 − 2gβ(1− β)

) (34)

因此，Ghyb 和 G 的比值对应于随机网络的报告

(Kriener et al 2008)，对于这里使用的参数等于 0.02。
这与混合环网络的平均输入相关性一致 (图 4(e))。因
此，在符合 dale的环网络中，它们的相关性只有大约一
半 (图 4(c))。如果我们假设最高可能的输入相关的相
关传输与 Dale情况 (γ ≈ 0.04)相同，我们估计的穗列
相关数量级为 cij ∼ 10−4。从模拟中测量的平均值确实

给出了该范围的相关性 (图 4(f))，因此，与混合随机网
络 (Kriener et al 2008)的顺序相同。正如我们将在第 6
节中所展示的，输入相关系数 Chyb

in (Dkl, 0)中的分布以

接近零为中心，在零处有一个峰值，并且有负贡献和正

贡献。然而，在符合 dale的环网络中，我们只观察到接
近 1 的正相关系数 (如果我们对所有神经元施加相同
的外部输入，它只能达到 Cin(1, 0) = Cstruc(1, 0) = 1)。

这转移到峰值生成过程中，从而解释了由于混合网络

中公共输入的去相关，两种网络类型中种群峰值计数

的不同 Fano 因素 (参见附录 A 表 1)，以及显著不同
的全局峰值行为。

5.2. 小世界网络

如前所述，聚类系数 C(cf. Eq.(5)) 与两个神经元
l和 k之间的共享输入量 α

∑N
i=1WkiWli 直接相关，因

此也与距离相关的强度有关。当它接近随机图值时，就

像 pr > 0.3 的情况一样，输入相关性也变得类似于相

应的平衡随机网络 (参见图 5)。如果我们通过重新连
接小部分 pr 连接来逐步随机化网络，输入方差 H 不

受影响。然而，由共同输入 G(Dkl, pr) 引起的输入协

方差不仅取决于距离，还取决于 pr。环网络的箱车足

迹在重新布线过程中会被稀释，因此距离 Dkl < κ 不

再意味着两个箱车重叠 (κ−Dkl) 内的所有神经元都投

射到两个或任意一个神经元 k, l (cf.附录 B，图 8(B))。
与此同时，在重新布线过程中，接收车厢外神经元输

入的可能性也会增加。这些贡献与成对距离无关。尽
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管如此，只要 pr < 1，两个具有 Dkl < κ的神经元 k, l
从 (稀释的)箱车重叠区域内的普通神经元中获得输入
的概率总是高于从网络其余部分的普通神经元中获得

突触的概率: 那些未被选择重新布线的输入突触坚持
在箱车的足迹上，同时箱车在随机重新布线过程中重

新获得其突触的一小部分。所以，如果 Dkl < κ 对于

两个神经元 k 和 l 的公共输入有三个不同的来源我们
必须考虑到: 神经元在输入箱卡的重叠, 还有或重新建
立他们的突触 k 和 l(可能在区域在图 8(b) 中的 a 区
域), 那些没有任何突触 k 或 l, 但项目 k 和 l 后重新布
线 (可能在图 8(b) 的区域 c), 和那些在一个神经元的
货车车厢足迹 k 和随机 l 之外的另一个中枢神经元的
货车车厢足迹 (可能在在图 8 (b) 的 b 区域)。这意味
着，在重新连接后，神经元可以由于“b”和“c”区域
的共同输入而相互关联，即使它们的距离比 κ还要远。

这些仅由随机重接线引起的相关性与 k 和 l 之间的距
离无关。所有这些对总公共输入协方差 Gkl(Dkl, pr)的

贡献的概率在附录 B 中详细推导。忽略由排除自连接
所引起的微小改动，对于所有的 k, l ∈ {1, . . . , N}，有：

G (Dkl, pr) = EW

[
N∑
i=1

WkiWlii
s,loc
i (pr)

]

⇒ G (Dkl, pr)

J2 (β + g2(1− β)) ν0ϕ(0)

=


p21 (κ−Dkl) + p22 (N − κ−Dkl)

+2p1p2Dkl 若Dkl < κ

p22(N − 2κ) + 2p1p2κ 其他

(35)
其中 P1(pr), P2(pr) 的推导详见附录 B：

p1 (pr) = (1− pr) +
p2rκ

N − (1− pr)κ
(36)

p2 (pr) =
prκ

N − (1− pr)κ
(37)

由于我们总是假设穗列相关 cij(Dij , pr) 仅仅是

由传递到输出的公共输入相关引起的，即它们
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是 Cstruc(Dij , pr) 的某个函数，为了函数形式

csij(0, Dij , pr)，在 ansatz 中，我们必须考虑的考虑到
这一点。同样，如果 Dkl < 2κ，这些穗序列相关性导

致输入 Ik, Il 的交叉协方差。通过线性距离相关假设，
我们得到下式 (38)(参见附录 B):
并且对于所有的 k, l ∈ {1, . . . , N}，有以下式子成

立：

Llin (pr) = EW

[
N∑
i=1

N∑
j ̸=i

WkiWkjc
s
ij, lin (0, Dij , pr)

]

= γ (pr) J
2(β − g(1− β))2

(κ− 1)

3
v0ϕ(0)× . . . .

×
(
p21(2κ− 1) + p2 (2p1(κ+ 1) + p2(3N − 4κ− 1))

)
(39)

其中，我们分别假设所有神经元和神经元对的峰

值序列的速率、自协方差和交叉协方差是相同的。

Mlin(Dkl, pr)可以像以前一样进行计算。因此，与 pr =

0 时相同的程序给出了 pr ̸= 0 时各自的距离相关输入

相关性 (参见附录 B)。与观测曲线的对应关系很好 (图
6)。另一方面，如果我们应用截止指数拟合:

cexp
ij (Dij , pr) = γ (pr) e−η(pr)DijΘ [κ−Dij ] , (40)

在距离相关的脉冲序列协方差函数中，炮点噪声协方

差为下式 (41) 所示: 有了这个 ansatz，预测的和测量

的输入相关性 Cin(Dkl, pr) 的对应关系几乎是完美的，

就像环图 (图 6)的情况一样。对于随机网络，峰值相关
性 cij(Dij , 1) 与距离无关，并与网络连接成正比 ϵ(参
见 Kriener et al(2008))，即 cij(Dij , 1) = ϵγ(1) 这确实

是线性 ansatz 的情况，我们可以很容易地用 p1(1) =

p2(1) = κ/N 来检验。参见式 (36),(37)。
对于用指数拟合的穗列相关关系，pr → 1 时相关

长度 1/η(pr) 实际上是发散的，式 (41) 给出了 Dkl <

2κ的错误极限。从图 6(b)中可以看到，当网络离开小
世界区域 (pr > 0.3) 时，峰值相关的距离依赖性接近
线性关系，线性模型变得更加合适式 (30)。

6. 在环形及随机网络中，相关系数
的分布

在推导了不同神经网络类型中输入的距离相关系

数之后，我们现在可以求相关系数的分布。在下文中，

我们将定量分析限制在加权输入电流的相关性上，但

定性结果也适用于不同的线性突触滤波器核 fki(t)，参

见第 5 节。注意，平均结构输入相关系数 c̃
dale/hyb
struc 与

环形或随机拓扑无关，在 Dale 和混合模式情况下，分
布则有显著差异 (图 7)。

环网络

c̄dale
struc, ring =

κ−1∑
D=1

P (D)

(
1− D

κ

)
=
κ− 1

N
≈ ϵ (42)

其中承兑距离的分布 P (D) = 2
N
Θ
[

2
N

−D
]3, 并且：

C̄hyb
struc,ring =

κ−1∑
D=1

P (D)

(
1− D

κ

)
(β − g(1− β))2

β + g2(1− β)

=
κ− 1

N

(β − g(1− β))2

β + g2(1− β)
≈ ϵ

(β − g(1− β))2

β + g2(1− β)
(43)

3 距离 D 中的神经元密度一般表现为 P (D) ∼ Ddim−1，维数为 dim
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cs,linij (0, Dij , pr)

v0ϕ(0)

∣∣∣∣∣
kl

= clin
ij (Dij , pr)

∣∣∣
kl

= γ (pr)Cstruc (0, Dij , pr)|kl

=


γ(pr)

κ
Θ[κ/2− |i− k|]Θ[κ/2− |j − l|]Θ[κ− |i− j|]

×
(
p21 (κ−Dij) + p22 (N − κ−Dij) + 2p1p2Dij

)
若Dkl < 2κ

γ(pr)
κ

(
p22(N − 2κ) + 2p1p2κ

)
其他

(38)

cs,exp
ij (0, Dij , pr)

νoϕ(0)

∣∣∣∣
kl

= cexp
ij (Dij , pr)

∣∣
kl

=


γ (pr)Θ[κ/2− |i− k|]Θ[κ/2− |j − l|]Θ[κ− |i− j|]

×
(
p21e−η(pr)Dij + p22

N−κ−Dij

κ
+ 2p1p2

Dij

κ

)
若Dkl < 2κ

γ (pr)
(
p22

N−2κ
κ

+ 2p1p2
)

其它

(41)

随机网络 (Kriener et al. 2008)

C̄dale
struc, rand =

ϵ2 (β + g2(1− β))

ϵ (β + g2(1− β))
= ϵ, (44)

并且：

C̄hyb
struc, rand =

ϵ2(β − g(1− β))2

ϵ (β + g2(1− β))
= ϵ

(β − g(1− β))2

β + g2(1− β)
,

(45)
其中 (1 − β) 和 β 是每个神经元抑制和兴奋输入的分

数 (每个对所有神经元都是一样的)。
给出了随机戴尔网络中结构相关系数的分布:

P
(
Cdale

struc = c
)

=
∑

QE,Q1

δc,Cdale
struc(QE,Ql)P (QE | NE,KE)P (Ql | Nl,Kl)

=

Kl∑
Ql=0

P
(
c · ζ − g2Ql | NE,KE

)
P (Ql | Nl,Kl)

(46)
其中 ζ = KE + g2Kl�Q� 为共同抑制输入数，QE 为兴

奋输入数，

Cdale
struc =

QE + g2Ql

KE + g2Kl
, (47)

以及：

P
(
QE/I | NE/I,KE/I

)
=

(
KE/1

QE/I

)(
NE/1 −KE/I

KE/1 −QE/I

)
(
NE/1

KE/I

) .

(48)

注意 P
(
QE/I midNE/I�KE/I

)
= 0 对于非整数 QE/I 随

机混合网络的相关系数分布推导于附录 D。

对于环图结构相关系数分布 P (Cstruc) (D, 0)在原

点处的概率质量为 N−2κ
N
，离散开放区间 (0, 1) 的概率

质量为 2
N
，在 1 处的概率质量为 1

N
，如果我们包括

距离 D = 0 的方差。然而，由于不可忽略的峰值序

列相关性 cij(D, 0)，实际测量的输入相关性 cin(D, 0)

dale 具有相当不同的分布，由于正输入相关性直到距
离 ∼ 2κ，在 0 处质量较小。它们可以用完整的理论
很好地描述，该理论具有第 5.1 节中所述的峰串相关
的指数 ansatz, Eq.(41)。这两种极限情况强调了输入
(次阈值) 相关性的分布可能提供了关于是否存在高度
局部共享输入 (重尾概率分布 P (Cstruc)) 的有价值的
信息，或者它是否是 Dale-conform 网络中的随机连接
所期望的。

7. 讨论

我们分析了具有环形、小世界和随机拓扑结构的

稀疏神经元网络的活动动力学。在具有高聚类系数的

网络中，如环网络和小世界网络，相邻的神经元倾向

于高度同步地放电。随着随机性的增加，受重新布线

概率 pr 的控制，活动变得更加异步，但即使在随机网

络中，我们也观察到种群峰值计数的高 Fano因子 FF，
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表明其剩余同步。4如 Kriener等人 (2008)所示，在同
时具有兴奋性和抑制性突触投射的混合神经元中，这

些波动被强烈减弱。

在这里，我们证明了混合神经元的引入会导致高

度异步 (FF ≈ 1) 的种群活动，即使是在环形拓扑的
网络中。最近的实验数据表明，锥体细胞之间存在大

量快速可靠的耦合，这些耦合是有效抑制的 (Ren et
al 2007)，可能被解释为杂交样耦合。然而，混合概念
与一般范式相矛盾，即锥体细胞去极化所有突触后靶

点，而抑制性中间神经元超极化它们，这一范式被称

为戴尔原理 (Li and Dayan 1999; Dayan and Abbott
2001; Hoppensteadt and Izhikevich 1997)。正如我们
在这里所展示的，严重违反 Dale原理将使网络拓扑的
细节变得毫无意义，甚至可能阻碍功能上潜在的重要

过程，例如环形网络中的模式形成或线吸引子 (参见
Ben-Yishai等，1995;Ermentrout和 Cowan 1979)，或
循环皮层网络中同步活动的传播 (Kumar et al 2008a)。

4 这是由于网络的有限规模。当网络规模 N → ∞ 时，异步不规则状态变

为稳定状态。

我们证明了 Dale-conform和混合网络中种群活动
波动幅度的差异可以从两种网络类型的输入相关结构

的差异来理解。我们将 Kriener 等人 (2008) 提出的
ansatz 扩展到具有环形和小世界拓扑结构的网络，并
导出了神经元成对距离和重新连接概率依赖性的输入

相关性。由于环网络和小世界网络中相邻神经元的输

入池有很强的重叠，在稀疏平衡随机网络中证明的不

同神经元的穗列不相关的假设不再有效。我们拟合了

距离相关的瞬时峰值序列相关性，并充分考虑了它们。

这导致了对输入相关性的高度精确的预测。

然而，对相关性的完全自洽处理超出了本文所介

绍的分析范围。正如我们在 5.1节中看到的，在戴尔一
致性环图中，神经元基本上覆盖了几乎为 1(取决于不
相关的外部输入的方差水平) 和 0 之间的正输入相关
强度的整个谱，作为对距离 D 的函数。如果我们观察
输入和输出相关强度之间的比值，我们看到它不是恒

定的，但相关性越强，增益越高。这种非线性相关传输

的确切机制需要进一步分析。De la Rocha等人 (2007)
和 Shea-Brown等人 (2008)最近对整合-激活神经元中
相关转移的分析表明，在 Cin ∈ [0, 0.3] 很小的情况下，

刺串相关可以写成输入相关的线性函数。对于较大的
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Cin(De la Rocha et al 2007; 然而，Shea-Brown 等人
2008)报告了超线性相关传递。通过一种使用相关高斯
过程的替代方法 (Tchumatchenko 等，2008 年)，也可
以观察到这种相关传输特性，并对任意输入相关强度

进行解析推导。这些结果都符合我们观察到的输入相

关强度对穗序列相关性的非线性依赖，并通过神经元

间距离的指数衰减拟合。

我们看到相关性在被转移到神经元的输出端时被

削弱，但正如预期的那样，在环网络中相邻神经元的相

关性要高得多，就像在接受或多或少不相关的外部输

入的同质相关随机网络中一样。穗列协方差函数是三

角型的假设无疑是一种过度简化，特别是在符合 dale
的环形网络中 (参见 Φij(τ �D, 0)，图 4(D) 的穗列互
相关函数例子)。如果穗数单位大小 h 增加，协方差函

数的时间宽度会导致穗串相关性的估计增加。在符合

dale 的环图中，我们发现当 h = 0.1ms 时，cij(1, 0) ≤
0.041(参见图 4(c)，(d))。对于 h = 10 ms，膜时间常
数 τm 量级的时间窗，我们观察到 cij(1, 0) ≤ 0.25(未
显示)。这涵盖了实验研究中报告的相关性谱，范围从

0.01 到约 0.3(Zohary et al 1994; Vaadia et al 1995;
Shadlen and Newsome 1998; Bair et al . 2001)。然而，
对于混合网络，无论拓扑结构如何，两两关联在零附

近有一个狭窄的分布。这就解释了混合神经元网络中

高度异步的动态。

最后，我们认为，随机选择的细胞内记录神经元的

成对相关系数分布可能提供了一种区分不同神经元网

络拓扑结构的方法。然而，真正的神经元具有基于电导

的突触，它们的过滤强烈依赖于膜去极化 (Destexhe et
al 2003;Kuhn等人 2004)。此外，峰值是时间上延伸的
事件，通常具有不同的突触时间尺度，传输延迟是分布

的，可能取决于神经元之间的距离。这些影响，以及其他

影响，可能会扭曲这里给出的结果。尽管如此，尽管细

胞内记录在技术上比细胞外记录更复杂，但它们基本

上是模拟信号，因此与从低速率峰值神经元估计成对

峰值序列相关性相比，需要更短的记录时间来获得足

够好的统计数据 (Lee et al 2006)。因此，膜电位相关
的钟形分布可能暗示着一个潜在的随机网络结构，而

重尾分布应该观察到具有局部受限邻域的网络。自然
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地，这种分布将取决于采样区域和感兴趣的神经元类

型的足迹之间的关系。对于模型和真实的神经元组织

都是如此。关于潜在的输入足迹的一些想法，例如从轴

突和树突乔木的重建 (Hellwig 2000;Stepanyants et al
2007)，可以帮助估计必须覆盖的空间距离。这也是人们
感兴趣的空间尺度问题: 如果人们最感兴趣的是非常
小的、小于 200µm的本地网络，这种网络的连接概率可
能被认为是近似均匀的 (Hellwig 2000;Stepanyants et
al 2007)，相关系数分布将类似于随机拓扑。然而，如果
采样数毫米，由于弱相关神经元对的相对数量增加，分

布可能更倾向于重尾形状。在这种尺度下，二维上的径

向不均匀性 (例如由于轴向斑块 (Lund et al 2003)) 或
三维上皮层层内部和之间的不同连接概率 (Binzegger
et al 2004) 也必须考虑在内，因为它们将扭曲此处所
作的过度简化的连通性假设。总之，我们认为，本文提

出的研究方向的进一步延伸可能提供一种通过分析输

入统计数据来访问神经元网络结构特征的方法。这最

终可能有助于将由于网络结构的特殊性而产生的相关

性与由于来自其他领域的相关输入 (如感官输入)而产
生的相关性区分开来，并提供对结构和功能之间关系

的洞察。
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