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Dynamics of Strongly Coupled Spiking Neurons

Paul C. Bressloff and Stephen. Coombes
Nonlinear and Complex Systems Group, Department of Mathematical Sciences,

Loughborough University, Loughborough, Leicestershire LE11 3TU, U.K.

我们提出了一个具有强突触连接的整合-放电神经元的动力学理论。我们展示了在弱连接状态下稳定
的锁相状态如何随着连接的增加而不稳定，从而导致在峰峰间隔 (ISIs) 中具有时空变化特征的状态。
将其动力学与相应的模拟神经元网络进行比较，其中神经元的输出被视为平均放电速率。一个基本的

结果是，对于缓慢的交互，两个模型之间有很好的一致性 (在适当定义的时间尺度上)。给出了在强连
接状态下的各种不同步的例子。首先，具有强抑制连接的相同神经元的全局连接网络显示振荡器消亡，

其中一些神经元抑制了其他神经元的特征。然而，对于非常大的网络和快速的突触，同步状态的稳定

性仍然存在。其次，一个混合了刺激和抑制的非对称网络显示出周期性的爆发模式。最后，一个具有

远程交互作用的一维神经元网络显示出在整个网络中具有平均放电速率的空间周期性模式的状态。这

是由瞬时放电速率的确定性波动调节的，其大小是突触反应速度的递增函数。
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1. 引言

神经动力学模型有两种基本类型，它们由神经元输出活动的表示来区分 (见 Abbott, 1994 和其中的参考文
献)。第一种方法认为神经元的输出是一个平均放电速率，该速率指定了在固定时间窗口内发出的峰值数量 (Hop-
field, 1984;Amit & Tsodyks, 1991;Ermentrout, 1994)或对应于在某些种群内放电的概率 (Wilson & Cowan, 1972;
Gerstner,1995)。然而，最近一些关于感觉神经元的实验表明，峰值的精确时间可能在神经元信息处理中具有重
要意义，这使得人们对基于峰值神经元的第二类神经动力学模型重新产生了兴趣。例如，来自苍蝇视觉系统中

运动敏感神经元 H1 的脉冲序列记录，对恒定刺激表现出反应的可变性，但对更自然的动态刺激具有高度的再
现性 (Strong, Koberle, van Steveninck，& Bialek, 1998)。这种可再现性增强了携带信息的能力 (Rieke, War-
land，& van Steveninck, 1996)。在虎蝾螈和兔子的视网膜神经节细胞中也得到了类似的发现 (Berry, Warland，
& Meister, 1997)。众所周知，精确的脉冲时间对谷仓猫头鹰等动物的听觉系统中的声音定位至关重要 (Carr
& Konishi,1990)。计算神经科学的最新进展支持突触能够支持基于高度结构化时间代码的计算 (Mainen & Se-
jnowski, 1995;Gerstner, Kreiter, Markram，& Herz, 1997)。此外，这种计算模式表明，只有一种类型的神经结构
可以支持处理几种非常不同的感觉模式 (Hopfield, 1995)。这些编码在感觉和认知过程中无疑很重要。关于峰值
神经元，最简单、最流行的例子是所谓的集成-放电 (IF) 模型 (Keener, Hoppensteadt，& Rinzel, 1981;Tuckwell,
1988) 及其推广 (Gerstner, 1995)。当 IF 神经元越过某个阈值并放电时，它的状态就会不连续地改变 (重置)，因
此用光滑的微分方程来完整地描述它不再可能。这类模型可以从描述动作电位产生过程的更详细的霍奇金-赫胥
黎方程中系统地推导出来 (Abbott & Kepler, 1990;Kistler, Gerstner，& van Hemmen, 1997)。
射击速率和峰值神经网络模型在分析处理上有很大的不同。前者的一个常见出发点是考虑在什么条件下，均

质低活性状态发生失稳，导致形成具有非均质和/或时间依赖性放电速率的状态 (例如，Wilson & Cowan, 1973;
Ermentrout & Cowan, 1979; Atiya & Baldi, 1989; Li & Hop- field, 1989; Ermentrout, 1998a)。另一方面，大多数
关于中频网络动力学的工作都关注锁相解的存在性和稳定性，其中神经元以固定的公共频率放电。根据返回映射

对全局连接中频振荡器的分析表明，同步几乎总是发生在存在瞬时兴奋相互作用的情况下 (Mirollo & Strogatz,
1990)。随后，这一结果被扩展到考虑到不均匀性和各种突触和轴突延迟的影响 (Treves, 1993; Tsodyks, Mitkov,
& Sompolinsky, 1993; Abbott & van Vreeswijk, 1993; van Vreeswijk, Abbott, & Ermentrout, 1994; Ernst,
Pawelzik, & Giesel, 1995; Hansel, Mato, & Meunier, 1995; Coombes & Lord, 1997; Bressloff, Coombes, & De
Souza, 1997; Bressloff & Coombes, 1998, 1999)。有人发现，对于小的传输延迟，如果突触的上升时间比动作
电位的持续时间长 (短)，抑制 (兴奋) 突触倾向于同步。增加传输延迟导致同步状态的稳定带和不稳定带交替
出现。在峰值响应模型中也得到了类似的结果 (Gerstner, Ritz，& van Hemmen, 1993; 郭士纳,1995;Gerstner,
van Hemmen，& Cowan, 1996)。同步活动的行波已经在模拟简单脊椎动物运动的有限中频振荡链中进行了研究
(Bressloff & Coombes, 1998)，在二维网络中也观察到了螺旋和目标模式 (Chu, Milton，& Cowan, 1994;Kistler,
Seitz，& van Hemmen, 1998)。
在这篇文章中，我们提出了中频网络中的峰值序列动力学理论，该理论弥合了放电速率和峰值模型之间的

差距。特别地，我们展示了在弱连接状态下同步的突触相互作用可以在足够强的连接状态下变为去同步。得到

的动力学结果与相应的模拟模型的行为进行比较，其中神经元的输出被认为是平均放电速率。我们工作的一个

基本结果是，对于缓慢的相互作用，两个模型之间有很好的一致性 (在适当定义的时间尺度上)。另一方面，差
异可能出现在快速突触中，IF 神经元可能保持相位锁定。
我们将神经元放电时间的非线性映射作为我们的起点，并展示了该映射的分岔分析如何作为理解峰值神经

元网络中极为丰富的动力结构的基础。通过考虑放电时间的扰动在整个网络中的传播，导出了在弱连接和强连

接情况下锁相解稳定性的显式判据。在强连接情况下，分析预测了参数空间中的区域，在这些区域中，放电时间

的不稳定性可能导致过渡到非锁相状态。数值模拟表明，在这些区域，完整的非线性放电图可以支持几种不同
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类型的行为。对于小型网络，这包括锁模爆发状态，在这种状态下，可能会产生峰值包，被不活跃的周期隔开，

以及非均匀状态，其中一些振荡子变得不活跃。对于具有放电时间均值扰动消失的大型全局抑制网络，我们证

明这种分岔可以被抑制，这与 Gerstner 等人 (1996) 的模式锁定定理一致。作为强连接不稳定性重要性的最后
一个例子，我们考虑具有墨西哥帽相互作用函数的 IF 神经元环。结果表明，在强连接系统中，放电时间从同步
状态到闭合轨道上脉冲间隔 (ISIs) 具有周期性或准周期性变化的状态之间存在离散图灵-霍普夫分岔。此外，还
展示了相空间中这些轨道的分离如何在网络中产生平均放电速率的空间周期模式。

2. 峰值神经元的整合-放电模型

描述具有空间恒定膜电位 V 的神经元的标准动力学系统基于电荷守恒，使得：

CdV
dt = −F + Is + I, (2.1)

其中 C 为细胞电容，F 为膜电流，是进入细胞的突触电流之和，Is 描述任何外部电流。在霍奇金-赫胥黎模型
中，膜电流主要通过钠离子和钾离子通过膜中电压依赖性通道的传导产生。假设来自其他离子电流的贡献服从

欧姆定律。事实上，F 被认为是 V 的函数，以及三个与时间和电压有关的电导变量 m, n 和 h 的函数，

F(V,m,n,h) = gL(V − VL) + gKn4(V − Vk) + gNahm4(V − VNa), (2.2)

其中 gL, gK , g(Na) 是常数，VL, VK , VNa 分别代表与泄露通道、钾离子通道及钙离子通道相关的膜反转电压，

电导常数 m, n 和 h 取值介于 0 到 1 之间，接近其渐进值 m∞(V ), n∞(V ), h∞(V ) 当时间常数 τm(V ), τn(V ),
τh(V )。

基于电导的霍奇金-赫胥黎方程依赖于四个动力学变量。为了便于数学分析和减轻大型网络模拟的计算负担，
通常需要减少这个数字。这样做的一种系统方法包括使用等效电位 (Abbott & Kepler, 1990;Kepler, Abbott，&
Marder, 1992)。按照这种方法，我们可以推导出一个 IF 模型，它提供了细胞膜的容性性质的描述，以牺牲难
降解过程的详细模型为代价。IF 模型满足方程 (2.1), F = F (V )，同时满足当神经元达到阈值 h 时放电，V

立即重置为静息电位 V0 的条件。完全消除了膜电导 m,n, h 的动力学。利用曲线拟合程序，可以用三次函数

F (V ) = a(V−V0)(V−V1)(V−h) 近似 F (V )，其中常数 a, V0,1 和 h 可以从基础的霍奇金-赫胥黎方程的约简中
显式地确定。

在一个突触上，突触前放电导致神经递质的释放，导致突触后神经元的膜电导的改变。这种突触后电流可

能被记录下来:
Is = gss(Vs − V), (2.3)

其中 V 为突触后神经元电压，Vs 为膜反转电位，gs 为常数。变量 s 对应于突触受体通道处于开放传导状态的

概率。这种可能性取决于突触前神经元释放的神经递质的存在和浓度。在某些假设下，可以证明，突触通道动力

学的二阶马尔可夫格式描述了突触建模中常用的所谓 α 函数响应 (Destexhe, Mainen，& Sejnowski, 1994): 对
于常数 s0, α, 在时间 t0 时，突触对传入脉冲的响应为:

s(t) = s0(t − t0)eα(t−t0), t > t0 (2.4)

这里 α 决定了突触反应的反向上升时间。如果我们现在结合方程 (2.1) 和 (2.3) 在 F = F (V ) 近似下，我们得

到一个以下形式的方程 (在设置 C = 1 后):

dV
dt = −F(V) + I + gs

∑
m

s(t − tm) [Vs − V]. (2.5)
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我们假设神经元在时间 {tm} 处收到一系列动作电位峰值，每个峰值根据公式 (2.4) 产生一个突触反应。每当
V (t) 达到阈值 h 时，神经元本身就会发出脉冲，V 立即重置为静息电位 V0。用 Tm 表示神经元的放电次数，我

们可以把神经元看作映射 tm → Tm 的设备。我们引入两个额外的简化。首先，我们通过设置 Vs−V ≈ Vs 忽略

分流效应;Abbott(1991) 讨论了分流可能产生的非线性效应。其次，我们通过考虑 F (V ) = b(V−V0) 的线性逼近

进一步简化 F (V )(Abbott & Kepler, 1990)。我们将在后续的网络动力学分析中使用这个峰值神经元的线性 IF
模型 (见第 3 和第 4 节)。然而，在进一步深入之前，我们简要地提到一个基于所谓的峰值响应模型的峰值神经
元的替代公式。

IF 模型假设是细胞的容性特性与一个简单的阈值过程相结合，主导了尖峰的产生。峰值响应 (SR) 模型
(Gerstner & van Hemmen, 1994; Gerstner,1995; Gerstner et al, 1996) 是一个更通用的框架，它可以适应脉冲放
电后神经元明显降低的兴奋性 (或增加的阈值)。穗的接收和穗的产生是结合使用两个独立的响应功能。第一个
hs(t)，描述了与 IF 模型类似的对传入脉冲的突触后反应，而第二个，hr(t)，模拟了耐火性的影响。耐火函数
hr(t) 在原则上与离子通道描述背后的详细动力学有关。在实践中，通常使用理想化的泛函形式，尽管在峰值过

程中也有可能与 Hodgkin-Huxley 方程进行数值拟合 (Kistler et al, 1997)。更详细地说，传入的脉冲序列 {tm}
通过 V s(t) =

∑
m hs(t−tm) 在神经元中唤起突触后电位，其中 hs(t) 包含轴突、突触和树突处理的细节。取神

经元的总膜电位为 V (t) = V r(t)+V s(t)，其中 V r(t) =
∑

m hr(t−Tm)，Tm 为输出放电次数序列。每当 V (t) 达

到某个阈值时，神经元就会触发一个脉冲，同时 V 也会增加一个负贡献的 hr，以近似于触发后的兴奋性降低。

由于中频模型的重置条件相当于一系列电流脉冲，−h
∑

m δ(Tm)，线性中频模型是 SR 模型的一个特例。即，如
果 I = 0, F (V ) = −V，忽略分流，则可以对公式 (2.5) 积分，得到等价公式

V(t) =
∑

m
hr(t − Tm) +

∑
m

hr(t − tm), (2.6)

其中

hr(t) = −he−t, hs(t) =
∫ t

0
e−(t−t′)s(t′)dt′, t > 0, (2.7)

并且此处无重置。

迄今为止，大多数 SR模型分析工作都是基于使用动态平均场理论对大型网络的研究 (Gerstner & van Hem-
men, 1994;Gerstner, 1995)，这可以看作是对 Wilson 和 Cowan(1972) 的人口平均方法的推广。这与我们在这里
所采用的方法不同，我们在这里主要关注的是由脉冲神经元组成的有限网络的动力学。然而，我们将在第 4.3 节
中将两者联系起来，在那里我们将讨论大型的全局连接网络和 Gerstner 等人 (1996) 的模式锁定定理。

3. 研究 IF 网络动力学特征的平均方法

我们现在考虑的是一个由 IF 神经元组成的网络，它们通过突触相互传递刺突序列来相互作用。设 Vi(t) 表

示第 i 个神经元在时间 t, i = 1, . . . N 时的状态，这里 N 是网络中神经元的总数。假设变量 Vi(t) 按照公式 (见
公式 (2.5)) 演化:

dVi(t)
dt = −Vi(t)

τd
+ Ii + Xi(t), (3.1)

其中 Ii 是常值外部干扰，τd 是膜时间常数，Xi(t) 是进入细胞的总突触电流。我们将使 τd = 1 来确定时间单位;
τd 的典型值在 5-20 毫秒之间。将式 (3.1) 补充为重置条件，即每当 Vi = h 时，神经元 i 触发并重置为 Vi = 0。

我们将设置阈值 h = 1。突出电流 Xi(t) 由从神经元 j 产生的尖峰所生成，具有以下显式形式：

Xi(t) = ϵ
M∑

j=1
Wij

∞∑
m=−∞

J(t − Tm
j ). (3.2)
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其中 ϵWij 为从第 j 个神经元到第 i 个神经元连接的有效突触权值，J(t) 决定了当 t < 0 时，J(t) = 0 的单个脉

冲的突触后反应的时间过程，Tm
j 表示第 J 个神经元的放电次数顺序，m 贯穿整数。我们引入了一个连接常数

ϵ 来表征突触相互作用的总体强度。从第 2 节的讨论中，J(t) 的生物学动机选择是:

J(t) = s(t − τa)�(t − τa), s(t) = α2te−αt, (3.3)

其中 s(t) 是一个函数 (单位归一化)，τa 是一个离散轴突传输延迟，Θ 是单位阶跃函数，若 t > 0 则 Θ(t) = 1，

反之则为 0(t)，否则为 0。最大的突触反应出现在非零延迟 t = τa +α−1。在一篇相关论文中，将通过取 J(t) 为

某些电缆方程的格林函数 (Bressloff, 1999) 来分析树突相互作用 (被动和主动) 的影响。
尽管方程 (3.1) 和 (3.2) 比描述霍奇金-赫胥利神经元网络的方程要简单得多，但对由此产生的动态的分析

仍然是一个不容忽视的问题，因为必须处理由重置引起的延迟和不连续的存在。因此，迄今为止的大多数工作都

是基于某种形式的近似方案。我们将描述两种方案: 弱连接相位减少方案和慢突触时间平均方案。在第 4 节中，
我们将对 IF 网络动态进行直接分析，而不求助于这种近似。

3.1. 弱连接：相-震荡模型

我们首先展示了在弱连接极限下，带复位的方程 (3.1) 如何可以简化为相振子方程。为了具体的描述，假设
Ii = I > 1 对于所有 i = 1, . . . , N 均成立，因此在没有任何连接 (ϵ = 0) 的情况下，每个神经元通过放电固定周
期 T = ln[I/(I−1)] 的峰值作为一个规则振荡器。继 van Vreeswijk et al(1994) 之后，我们根据 ψi(t) 引入相位

变量

(mod1)ψi(t) +
t

T
= Ψ(Vi(t)) ≡

1

T

∫ Vi(t)

0

dx

F (x)
, (3.4)

其中 F (x) = I − x 为非线性模型。(我们也可以将这种变换应用到第 2 节中讨论的非线性中频模型，F (x) 现在
由三次函数给出)。通过这个转换，方程 (3.1) 变为：

ψ̇i(t) = RT (ψi(t) + t/T )Xi(t) (3.5)

其中

RT(θ) ≡
1
T

1
F[�−1(θ)]

=
[1 − e−T]eTθ

T (3.6)

0 ≤ θ < 1 和 RT (θ + k) = RT (θ) 对于所有整数 k。在没有任何连接的情况下，相位变量 ψi(t) 在时间上是

恒定的，并且所有的振荡器都以它们的自然周期 t 放电。对于弱连接，每个振荡器大约仍然以未受扰动的速率
放电，但是现在相位根据 (3.5) 公式缓慢漂移，因为 Xi(t) = O(ϵ)。对于 ϵ 的一阶，我们可以取放电次数为

Tn
j = (n− ψj(t))T。在这种近似下，方程 (3.2) 和 (3.5) 导致移位相 θi(t) = ψi(t) + t/T :

dθi

dt =
1
T + ϵ

N∑
j=1

WijRT (θi)PT (θj) +O
(
ϵ2) , (3.7)

其中对于所有的 θ, 都有 PT (θ + 1) = PT (θ) 以及：

PT(θ) =
∞∑

m=−∞

J((θ + m)T), 0 ≤ θ < 1. (3.8)

方程 (3.8) 中 m 的求和对于 J(τ) 很容易实现，满足方程 (3.3)，并给出 PT (θ) = ĴT (θ − τa/T )，其中 ĴT (θ) 是

θ 的周期函数

ĴT(θ) =
α2e−αθT

1 − e−αT

[
θT +

Te−αT

1 − e−αT

]
, 0 ≤ θ < 1. (3.9)
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函数 RT 可以解释为单个中频振荡器的相响应曲线 (PRC)，而 PT 则是对应的脉冲状函数，包含了突触相互

作用的所有细节。注意，基于更详细的生物物理模型 (如霍奇金-赫胥利神经元)，也可以推导出弱连接极限环振
荡器系统 (3.7) 形式的相位方程 (Ermentrout & Kopell, 1984;Kuramoto, 1984;Hansel et al, 1995)。正如 Hansel
等人 (1995)详细讨论的那样，线性中频振荡器具有 I型 PRC，这意味着瞬时兴奋性刺激总是提前其相位 (RT (θ)

对于所有 θ 都是正的)。另一方面，霍奇金-赫胥黎神经元属于 II 型，因为刺激可以根据施加刺激的周期上的点
提前或延迟相位 (RT (θ) 在 θ ∈ [0, 1] 上具有正和负的值)。通过对自然周期 T 取平均值，式 (3.7) 可以进一步简
化为具有以下形式的方程：

dθi

dt = ω + ϵ
N∑

j=1
WijHT (θj − θi) +O

(
ϵ2) (3.10)

其中 ω = 1/T 及

HT(ϕ) =

∫ 1

0
RT(θ)PT(θ + ϕ)dθ. (3.11)

对于正核 J(τ)，相互作用函数 HT (ϕ) 对于所有 ϕ 都是正的，因为 IF 振荡子是 i 型的。然而，通过在 J(τ) 的定

义中引入 IF 神经元之间的兴奋性和抑制性相互作用的组合，可以模拟一个有效的 II 型相互作用函数 (Bressloff
& Coombes, 1998a)。为了说明这个想法，假设我们将 J(τ) 分解为：

J(τ) = J+(τ)− J−(τ), J±(τ) = s± (τ − τ±)Θ (τ − τ±)

s±(τ) = α2
±τe−α±τ

(3.12)

其中 J±(τ) 表示兴奋性 (+) 和抑制性 (−) 突触的 α 函数。假设抑制通路相对于兴奋通路 (τ− > τ+) 延迟，则中
频振荡器的有效相互作用函数可以近似为正弦函数。如图 1 所示。目前还不清楚这种突触组合是否直接在皮质
微电路中实现。然而，我们知道，反复的兴奋性连接也会刺激抑制性中间神经元，这可能导致在群体水平上形成

一个 3.14 形式的有效延迟核。
我们定义方程 3.10 的锁相解形式为 θi(t) = ϕi + Ωt，其中 ϕi 是一个恒定相位，Ω = 1/T +O(ϵ) 是连接振

子的总频率。将此解代入方程 3.10，并对 O(ϵ) 进行运算，得到不动点方程，

� = 1
T + ϵ

N∑
j=1

WijHT (ϕj − ϕi) . (3.13)

在选择了一些参考振子后，N 方程 (3.13) 确定了集合周期 Ω 和 N − 1 的相对相，后者独立于 ϵ。为了分析锁相

解 Φ
∼
= (ϕ1, . . . , ϕN ) 的局部稳定性，我们将 3.10 线性化，设 θi(t) = ϕi +Ωt+ θ̃i(t)，并在 θ̃i 中展开一阶:

dθ̃i
dt = ϵ

N∑
j=1

Ĥij(Φ)θ̃j , (3.14)

其中：

Ĥij(Φ) = Hij(Φ)− δi,j

N∑
k=1

Hik(Φ), Hij(Φ) =WijH
′
T (ϕj − ϕi) (3.15)

H ′
T (ϕ) = dHT (ϕ)/dϕ。雅可比矩阵 widdehatH 的一个特征值总是零，并且对应的特征向量指向流的方向，即

(1, 1, . . . , 1)。如果所有其他特征值的实部为负，锁相解将是稳定的 (Ermentrout, 1985)。
Van Vreeswijk 等人 (1994) 详细研究了对称匹配具有突触相互作用的兴奋性或抑制性 IF 神经元时锁相解

的存在性和稳定性情况。在这种情况下,N = 2 及 W11 = W22 = 0,W12 = W21 = 1。公式 (3.13) 表明相对相

ϕ = ϕ2 − ϕ1 的允许解由奇相互作用函数 H−
T (ϕ) = HT (ϕ) −HT (−ϕ) 的零点给出。这对神经元的潜在对称性保

证了同相或同步解 ϕ = 0 和反相或反同步解 ϕ = 1/2 的存在。假设 τa = 0。对于小 α，我们发现同相解和反相
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图 1. 123

解是唯一的锁相解。然而，随着 α 的增加，达到临界值 αc，其中反相解存在分岔，导致产生了两个部分同步态

θ 和 1−θ，分别为 0 < θ < 1/2 且当 α → ∞, θ → 0(见图 2a 和 van Vreeswijk et al, 1994)。如 Coombes 和
Lord(1997) 所示，对于固定 α，τa 的变化会产生交替的稳定解和不稳定解分支的棋盘格模式 (见图 2b)，这些分
支可以重叠产生多稳定解。利用式 (3.15)，得到弱连接区锁相态局部渐近稳定的充分必要条件:

ϵ
dH−

T(ϕ)

dϕ > 0. (3.16)

有人发现，对于 τa = 0 和抑制连接 (ϵ < 0)，当 0 < α < ∞ 时，同步状态是稳定的。当 α < αc 时，反相解在

ϕ = 1/2 处不稳定，当 α > αc 时，该解稳定，形成两个不稳定的部分同步态。在兴奋性连接 (ϵ > 0) 的情况下，
所有解的稳定性性质被逆转，因此所有 α 的同步态现在都是不稳定的。如果离散延迟 τa 从零开始增加，则会产

生稳定和不稳定的交替带。图 3 显示了此类区域的一个示例。根据延迟 τa → τa + T/2，可得到相应的反同步状

态稳定性图。

3.2. 慢突触：类似的模型

分析 IF 网络动态的第二种近似方案是假设突触相互作用足够慢，以至于神经元的输出可以用平均 (时间平
均) 放电速率来相当好地表征 (例如，参见 Amit & Tsodyks, 1991; Ermentrout 1994)。因此，让我们考虑这样
一种情况，即 J(τ) 由 alpha 函数给出 (见方程 (3.3))，其突触上升时间 α−1 明显长于系统中的所有其他时间尺

度。假设传入神经元 i 的总突出电流可以由在时间 t 初的慢变化函数所表示。若神经元的动力学特征与 α−1 快

相关，则神经元实际的放电率 Ei(t) 将会快速释放于其稳定状态时的近似，即：

Ei(t) = f(Xi(t) + Ii), (3.17)
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其中，由方程 (3.1) 可知，放电率函数 f 有以下形式：

f(X) =

{
ln

[
X

X − 1

]}−1

�(X − 1). (3.18)

(注意，我们忽略了绝对不应期的影响，当系统运行远低于其最佳燃烧速率时，绝对不应期是合理的)。式 (3.17)
通过稳态响应函数将放电速率的动力学与刺激动力学 Xi(t) 直接联系起来。实际上，使用一个缓慢变化的核 J()

可以对放电速率进行一致的定义，这样一个动态网络模型就可以基于一个孤立神经元的稳态特性。

在上面的近似中，我们可以推导出突触电流 Xi(t) 的一组闭合方程。这是通过将等式 (3.2) 重写为一对微分
方程来实现的，这些微分方程生成等式 (3.3) 的 alpha 函数 J(t)，并将神经元的输出尖峰序列替换为触发速率函

数 (参见等式 (3.18))：

α−1 dXi(t)

dt +Xi(t) = Yi(t), (3.19)

α−1 dYi(t)

dt + Yi(t) = ϵ
N∑
j=1

WijEj (t− τa) . (3.20)

这里 Yi(t) 是辅助电流。

分析模拟模型的一个共同出发点是考虑同质低活性状态发生不稳定的条件，导致形成一个具有不均匀和/或
时间依赖性的放电率的状态（见 Ermentrout, 1998a）。为了简化我们的分析，我们将对外部偏压 Ii 施加以下条

件：

I = Ii + ϵf(I)
N∑
j=1

Wij (3.21)



9

固定 I > 1。对于足够弱连接的 |ϵ| ≪ 1，analog 模型有一个稳定的不动点 Yi = Xi = ϵf(I)
∑

j WIj，使放电速

率保持在 f(I) 的值。假设我们对这个定点的 3.19 和 3.20 方程进行线性化，并在线性化方程中代入一个形式为

(Xk(t)�Yk(t)) = eλt
(
X̄k�Ȳk

)
的解。这就得到了特征值方程：

λ±
p

α
= −1±

√
ϵf ′(I)vpe−λ±

p τa/2, p = 1, . . . , N (3.22)

其中 vp, p = 1, . . . N, 是权重矩阵 W 的特征值。当且仅当 Reλt
p < 0 时对所有 p < 0 时，不动点将渐近稳定。当

|ϵ| 从 0 增加，不稳定可能至少以两种不同的方式发生。如果一个单一的实特征值 λ 穿过复 λ 平面的原点，那

么一个静态分岔就会发生，导致出现与非均匀放电速率对应的附加不动点解。例如，若 ϵ > 0, W 具有实特征

值 1 > 2 > · · · > N 与 1 > 0，则在临界连接 ϵc 处发生静态分岔，其中 λ+
1 = 0，即 1 =

√
ϵcf ′(I)v1。另一方

面，如果一对复共轭特征值 λ = λR ± iλI 在复平面上从左向右穿过虚轴 (λ = 0)，则会发生 Hopf 分叉，导致周
期解的形成，即依赖于时间的激发速率。例如，假设 τa = 0, W 有一对复特征值 (v, v∗)，v = reiθ, 0 < θ < π。

用 (λ±, λ
∗
±) 表示方程 (3.22) 的对应解。假设其他特征值 λ 均为负实部，在 Reλ+ = 0 的临界连接 ϵc 处，即

1 =
√
ϵcf ′(I)rcos(θ/2)时，会出现 Hopf分岔。产生振荡解的另一种方法是有非零延迟 τa(Marcus & Westervelt,

1989)。注意，基本稳定性结果与反上升时间 α 无关。

为了说明这一点，考虑一个具有抑制连接的对称模拟神经元对，ϵ < 0，W11 =W22 = 0,W12 =W21 = 1。权

值矩阵W 具有特征值 ±1 和特征模式 (1�± 1)。令 xi = xi − ϵf(I) 使定点方程变成 x1 = ϵf (x2 + I)− ϵf(I) 和

x2 = ϵf (x1 + I)− ϵf(I)。一个解是齐次不动点 xi = 0。图 4(上) 显示了不动点 x1 作为 |ϵ| 函数的位置的完整分
岔图。齐次不动点 xi = 0 对于足够小的连接 |ϵ| 是稳定的，但在临界点 |ϵ| = ϵc 与 ϵc = 1/f ′(I) 时不稳定，在临

界点 |ϵ| = ϵc 与 ϵc = 1/f ′(I) 合并。对于 |ϵ| > ϵc，原点的不稳定不动点与两个稳定不动点共存 (由鞍节点分岔产
生)。越过分岔点，系统从一个齐次状态跳到一个状态，其中一个神经元是活跃的，放电速率恒定 f(I − ϵf(I))，

而另一个是被动的，放电速率为零。注意一对兴奋性模拟神经元会分叉到另一种同质状态。例如，当 ϵ > 0 时，

Ii 必须减少以保持放电速率恒定 (参见公式 3.21)，对于足够强的连接 Ii < 1，因此静止状态也是一个有效的解

决方案。
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从模拟神经元的分析中得到的一个众所周知的结果是，兴奋-抑制对可以经历 Hopf 分岔到振荡解 (Atiya &
Baldi, 1989)。作为一个例子, 考虑 ϵ > 0, τa = 0 以及 W11 = W22 = 0,W12 = −2,W21 = 1。这里神经元 2 抑制
神经元 1，而神经元 1 刺激神经元 2。权值矩阵的特征值为 ±i，因此当 ϵ 增加时产生 Hopf 分岔。(参见下面公
式 3.22 的讨论。) 令 x1 = x1 + 2ϵf(I) 和 x2 = x2 − ϵf(I)，使得在 xi = 0 处存在一个不动点。振幅 x1 作为 ϵ

的函数的分岔图如图 4(下) 所示。可以看出，系统经历了一个所谓的亚临界 Hopf 分岔，其中齐次不动点 xi = 0

变得不稳定，系统跳到一个共存的稳定极限环，表明一个具有周期激发速率的解。这种形式的跃迁通常被称为

硬激发。该系统还表现出滞后现象。值得注意的是，如果将 (3.18) 式的放电速率函数 f(X) 取为通常的平滑的

sigmoid 函数，那么对于给定的权值，Hopf 分岔将是临界的，因为极限环将从不稳定的不动点平稳增长，因此不
存在跳跃现象或迟滞现象。这被称为软激发。(见 Atiya & Baldi, 1989)另一个要点是，如果模拟模型是用一阶方
程而不是二阶方程描述的 (如方程 (3.19) 和 (3.20) 所示)，那么就有必要引入额外的自相互作用 (W12,W21 ̸= 0)，

以便发生 Hopf 分岔。这很难从神经生物学的角度来证明。(如果将延迟核取为指数函数而不是函数 3.3，则可得
到一阶方程。) 我们将在第 4.6 节继续这个问题。

4. 强连接状态下的尖峰序列动力学

回顾第 3 节，弱连接 IF 神经元网络可以具有稳定的锁相解，其中所有神经元都具有相同的恒定 ISI。另一
方面，一个强连接的模拟神经元网络可以从具有相同时间无关的放电速率的稳定的齐次状态分叉到具有非齐次

和/或时变放电速率的状态。(注意模拟模型的齐次状态并不区分不同的锁相解，因为在时间平均过程中所有相
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位信息都丢失了。) 这表明在强连接条件下，IF 模型的锁相解应该存在某种不稳定机制。在此，我们基于放电
时间的离散 Hopf 分岔确定了这种机制。这导致了 ISIs 的非均匀和周期性变化，支持各种复杂的动力学，包括
振荡器消亡 (第 4.3 节)、爆发 (第 4.4 节) 和模式形成 (第 4.5 节)。

4.1. 特定连接的锁相

脉冲连接 (线性)IF 神经元动力学的一个重要简化方面是，可以在没有弱连接假设的情况下推导锁相方程
(van Vreeswijk 等人，1994; Bressloff 等，1997; Bressloff & Coombes, 1999)。在自洽周期 T 和恒相 ϕj 条件下，

放电次数为 Tn
j = (n−ϕj)T̃，直接求解方程 (3.1) 即可得到。对方程 (3.1) 在区间 t ∈ (−Tϕi, T − Tϕi) 上积分，

通过设置 Ui(−ϕiT ) = 0,Ui(T − ϕiT ) = 1 引入重置条件，得到结果:

1 =
(
1− e−T̄

)
Ii + ϵ

N∑
j=1

WijKT̄ (ϕj − ϕi) , (4.1)

其中

KT (ϕ) = e−T

∫ T

0

eτ
∞∑

m=−∞

J(τ + (m+ ϕ)T )dτ =
T 2e−T

(1− e−T )
HT (ϕ). (4.2)

公式 (4.1)与公式 (3.13)的结构相同，相相互作用函数相同 (直到乘因子)。实际上，在所有 i都为 Ii = I 的

弱连接状态下，公式 (4.1) 简化为公式 (3.13)(1/T = Ω)。这意味着先前开发的研究弱连接振荡器网络锁相的技
术可以扩展到强连接中频网络。例如，在具有对称连接的相同中频振荡器环的情况下，群论方法可以用于对所有

锁相解进行分类，并构建分岔图，显示如何通过自发对称破环产生新的解分支 (Bressloff et al, 1997; Bressloff &
Coombes, 1999)。此外，在一个有限的中频振荡器链的情况下，具有梯度的外部输入和如图 1 所示形式的正弦
类相位相互作用函数，我们可以建立“行波”解的存在性，其中相位沿链单调变化 (在某些狭窄的边界层除外);
这样的系统可以用来模拟简单脊椎动物的运动 (Bressloff & Coombes, 1998a)。
然而，锁相方程 (3.13) 和 (4.1) 之间有一些显著的差异。首先，式 (4.1) 是精确的，而式 (3.13) 仅对 O 有

效，因为它是在弱连接假设下推导出来的。其次，在公式 (4.1) 中必须自一致地确定振荡的集合周期 T。假设 T

是已知的。假设我们选择 θ 作为参考振子，当 i = 2 时，从公式 (4.1) 中减去对应 i = 1 的方程。这就得到了

N−1 相对相的 N−1 不动点方程 ϕ̂j = ϕj − ϕ1, j = 2, . . . , N，对于 Ii = I，有以下形式:

0 =
N∑
j=1

WijKT (ϕ̂j − ϕ̂i)−
N∑
j=1

W1jKT (ϕ̂j),

其中 ϕ̂1。得到的解为 ϕ̂j , j = 2, . . . , N 是 T 的函数，当 i = 1 时，可以将其代回方程 (4.1)，给出 T 的隐式自

一致性条件。弱连接状态下的分析相当简单，因为相对相位是自然周期 T 的函数。弱连接和强连接之间的第三

个区别是，尽管两种模型中的锁相方程形式上相同，但潜在的动力系统是不同的，从而导致了它们稳定性性质

的差异。例如，在一对 IF 神经元的特殊情况下，可以使用返回映射参数来表明，将 T 替换为集合周期 T 的公

式 (3.16) 是任何 † 锁相状态稳定的必要条件 (van Vreeswijk et al, 1994)。然而，正如我们将在下面建立的那样，
它不再是强连接体系中稳定的充分条件。(另见 Chow, 1998)

4.2. 强连接状态下的去同步

为了研究方程 (4.1)锁相解的线性稳定性，我们考虑了放电次数的扰动 δni (van Vreeswijk, 1996;Gerstner等，
1996;Bressloff & Coombes, 1999)。即在 (3.2)式中设 Tn

i = (n−ϕi)T +δni，然后利用重置条件，从 Tn
i 到 T(i+1)n
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对 (3.1) 式积分。这导致了放电时间的映射，可以在扰动中扩展到一阶 (Bressloff & Coombes, 1999):{
Ii − 1 + ϵ

N∑
j=1

WijPT̄ (ϕj − ϕi)

}[
δn+1
i − δni

]
= ϵ

N∑
j=1

Wij

∞∑
m=−∞

Gm

(
ϕj − ϕi, T̄

) [
δn−m
j − δni

]
,

(4.3)

其中 PT 满足式 (3.8)，且有：

Gm(ϕ, T ) =
e−T

T

∫ T

0

etJ ′(t+ (m+ ϕ)T )dt (4.4)

线性时滞差方程 4.3 的解形式为 δnj = enλδj，且 0 ≤ Im(λ) < 2π。特征值 λ 和特征向量 (δ1� . . . �δN ) 满足方程[
Ii − 1 + ϵ

N∑
j=1

WijPT̄ (ϕj − ϕi)

] (
eλ − 1

)
δi

= ϵ
N∑
j=1

WijGT̄ (ϕj − ϕi, λ) δj − ϵ
N∑
j=1

WijGT̄ (ϕj − ϕi, 0) δi,

(4.5)

其中

GT (ϕ, λ) =
∞∑

m=−∞

e−mλGm(ϕ, T ). (4.6)

等式 (4.5) 的一个解是 λ = 0，δi = δ，对于所有 i = 1� . . . , N。这反映了动力学的不变性与射击时间的一致相
移，Tn

i → Tn
i + δ。因此锁相状态线性稳定的条件是方程 4.5 的所有剩余解 λ 实部为负。这确保 δnj → 0 作为

n → ∞，因此，锁相解是渐近稳定的。通过对连接 ϵ 的幂进行展开，可以建立对于足够小的连接，方程 4.5 产

生的稳定条件等价于基于相平均模型的雅可比矩阵的条件，即方程 (3.14) 和 (3.15)。(见 Bressloff & Coombes,
1999) 我们希望确定这个稳定性条件是否随着 |ϵ| 的增加而失效 (同时 ϵ 的符号固定)。
具体而言，我们将关注同步解的稳定性。为了确保这样的解存在，我们强加了这个条件

Ii = I

[
1− ϵKT (0)

N∑
j=1

Wij

]
, i = 1, . . . , N (4.7)

对于某些固定的 I > 1 和 T = ln[I/(I−1)]。IF 模型的条件 Ii 的作用类似于 (3.2) 节模拟模型的方程 (3.21)。对
于所有 i 和任意 ϕ 的同步状态 ϕi = ϕ 则是集合周期为 T 的方程 (4.1) 的解。取定 T 我们可以对类似的模型做

一个更直接的对比，该模型在方程 (3.18) 原始处不动点的放电率 f(I) = 1/T，根据以下式子定义矩阵 Ŵ

Ŵij =Wij − δi,j

N∑
k=1

Wik. (4.8)

对于足够弱的连接，公式 (3.14)、(3.15) 和 (4.2) 表明同步状态是线性稳定的，当且仅当

ϵK ′
T (0)Re [v̂p] < 0, p = 1, . . . , N − 1, (4.9)

其中 widdehatvp, p = 1� . . . , N 是矩阵 widdehatW的特征值，widdehatvN = 0，K ′
T (θ) = T−1dKT (θ)/dθ。在

对称神经元对的特殊情况下，方程 4.9 简化为条件 ϵK ′
T (0) > 0，当 ϕ = 0 时，等价于方程 3.16。(case ϕ ̸= 0 以

完全相同的方式获得)。由此可见，图 3 的稳定性图显示了符号 K ′
T (0) 作为 α 和 τa 的函数。例如，在零轴索延

迟 (τa = 0) 的情况下，图 3 表明，对于所有有限 α 和 T，K ′
T (0) < 0，而对于所有 p = 1� . . . , N − 1，方程 4.9

简化为稳定条件 ϵRe v̂p > 0。
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弱连接同步状态的稳定性意味着零特征值非简并且满足方程 4.5 的所有其他特征值 λ 都具有负实部。当连

接强度 |ϵ| 从零增加时，同步状态的失稳将由一个或多个复杂共轭特征值对从左到右穿过复 λ-平面的虚轴发出
信号。(通过在 (4.5) 式中设置 λ = 0，可以很简单地证明同步状态不会因实特征值穿过原点而失稳。) 因此，我
们继续，通过替换 ϕi = ϕ, i = 1� . . . , N，并施加条件 (4.7)。等式 (4.5) 化简为

[(
eλ − 1

)
(I − 1 + ϵΓiIK

′
T (0)) + ϵΓiK

′
T (0)

]
δi = ϵGT (0, λ)

N∑
j=1

Wijδj , (4.10)

其中 Γi =
∑N

j=1Wij。我们使用标记 PT (0) − IKT (0) = IK ′
T (0) and GT (0, 0) = K ′

T (0)。然后，我们将 λ = iβ

代入 4.10 公式中，并寻找连接强度的最小值 |ϵ| = ϵc，其中存在一个实解 β。这决定了同步状态变得不稳定的

Hopf 分岔点。(在特殊情况下 β = π，这将简化为周期加倍分岔。) 注意，当 Γi 独立于 i 时，方程 4.10 可以通

过选择 δi 沿着权值矩阵 W 的特征向量之一来简化。

我们将通过一些具体的例子来探讨 Hopf 不稳定性的本质。我们还将确定，对于慢突触，IF 模型的强连接
行为与第 3.2 节的平均放电速率模型一致 (在适当定义的时间尺度上)。为了比较这两种类型的模型，有必要介
绍一些定义。对于标记为 i = 1� . . . , N 的 N IF 神经元网络，我们定义神经元的长期放电速率为 ai = ∆̄−1

i ，其

中 ∆̄i 为 ISI 平均值，

∆̄i = lim
M→∞

1

2M + 1

M∑
m=−M

∆m
i , (4.11)

∆m
i = Tm+1

i − Tm
i 。模拟模型和 IF 模型之间良好一致的必要条件是 IF 模型的平均放电速率 ai 与模拟模型的

相应放电速率相匹配。一般来说，人们也会期望观察到 IF 网络中 ISIs 的波动，而模拟模型无法解决这些波动。
地图的 Hopf 分岔 (也称为 Neimark-Sacker 分岔) 通常与周期 (或准周期) 轨道的形成有关，在当前的背景下对
应于 ISIs 的周期性变化。在模拟模型分叉到与时间无关的放电速率的情况下，我们预计 ISIs 的周期轨道相对
于放电周期较小，至少对于慢突触是这样的; 即

∣∣∆m
i − ∆̄i

∣∣ /∆̄i ≪ 1 for all i,m(请参阅 (4.5) 节中的模式形成
示例，特别是图 12。) 另一方面，当模拟网络不稳定到具有时变放电速率的状态时，我们预计 IF 模型中 ISIs
的周期轨道会相对较大。在这种情况下，我们可以为 IF 模型引入一个宽度为 2P + 1 的滑动窗口，以定义形式

ai(m) = ∆̄i(m)−1 的短期平均放电速率

∆̄i(m) =
1

2P + 1

P∑
p=−P

∆m+p
i

然后，我们就可以看到，对于适当选择的 p值，两个模型的随时间变化的放电速率之间是否存在良好的匹配。实
际上，在实践中，直接比较模拟网络的放电速率变化与对应 if 网络的 ISIs 变化更简单 (见图 8)。

4.3. 全局连接的抑制性网络中的震荡消失

作为我们在第 4.2节中阐明 Hopf不稳定性的第一个例子，我们考虑了一个由 N个相同中频振荡器组成的网
络，该网络具有全对全抑制连接且没有自相互作用。例如，这种类型的结构已经被用于模拟网状丘脑核 (RTN)，
它被认为是睡眠或麻醉期间观察到的同步纺锤振荡的起搏器 (Wang & Rinzel, 1992; Golomb & Rinzel, 1994)。
在 Wang 和 Rinzel(1992) 建立的 RTN 生物物理模型中，神经振荡是通过抑制后反弹来维持的，这是一种神经
元在长时间的超极化后被激发然后被释放的现象。这应该与我们的简单 IF 模型形成对比，在该模型中振荡是由
外部偏差维持的。我们将证明，对于慢突触，在放电时间通过 Hopf 分岔发生失同步，导致振荡器在强连接状态
下消亡，也就是说，某些细胞抑制其他细胞的活性。(参见 White、Chow、Ritt、Soto-Trevino 和 Kopell 最近关
于相互抑制霍奇金-赫胥黎神经元的研究，1998 年。)
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给出 ϵ < 0 的全局连接抑制网络的权矩阵 W 由 Wi = 0 和 Wij = 1/(N − 1) 给出，使得所有 i = 1� . . . , N
时 Γi = 1。由此得出，W 具有一个非简并特征值 v+ = 1，对应特征向量 (1, 1� . . . , 1) 和一个 (N − 1)-fold 简并
特征值 ν− = −1/(N − 1)。公式 4.8 的矩阵 widdehatW 的特征值分别为 v̂+ = 0 和 v̂− = −n/(N − 1)，因此，

当 ϵK ′
T (0) > 0(见公式 4.9) 时，同步态在弱连接状态下是稳定的。对于轴索延迟为零的情况，这当然是正确的

(见图 3)。请注意，系统的基本排列对称性意味着存在额外的锁相状态，其中神经元被划分为两个或多个同步细
胞簇 (Golomb & Rinzel, 1994)。我们将研究当 |ϵ| 增加时同步状态的稳定性。取 4.10 式中的 (δ1, . . . , δN ) 为对

应于 ν = ν+ 或 ν = ν− 的特征向量，设 λ = iβ。使实部和虚部相等就得到了这对方程，

ϵK ′
T (0) + [cos(β)− 1] [I − 1 + ϵIK ′

T (0)] = ϵC(β)v

sin(β) [I − 1 + ϵIK ′
T (0)] = −ϵS(β)v

(4.12)

其中 C(β) = ReT (0, iβ), , S(β) = − ImGT (0, iβ).
在图 5中，我们绘制了方程 4.12的解 ϵ作为一对抑制神经元 (N = 2)的逆上升时间 α的函数，其中 T = ln 2

和 τa = 0。实 (虚线) 解分支对应于特征值 v = −1(v = 1)。较低的分支决定了临界连接 |ϵ| = ϵc(α) 的 Hopf 不
稳定性。从这个图中得到的一个重要结果是存在一个临界值 α0 的逆上升时间，超过这个临界值 Hopf 分岔就不
会发生。也就是说，如果 α > α0，那么对于任意大的抑制连接，同步状态保持稳定。另一方面，对于 α < α0，当

连接强度 ϵ 从下面穿过图 5 的实体曲线时，同步状态发生失稳。这标志着特征模 (δ1�δ2) = (1� − 1) 的放电，这

表明将产生一个非齐次态。事实上，对 IF 模型的直接数值模拟表明，在同步态 (|ϵ| > ϵc) 失稳后，系统跳到由

一个主动神经元和一个被动神经元组成的非均匀态。我们得出这样的结论: 对于足够慢的突触，一对 IF 神经元
表现出与强连接状态下对应的一对模拟神经元相似的行为 (见 (3.2) 节和图 4(上))。临界逆上升时间 α0 的粗略

阶估计为 α−1
0 ≈ T，其中 T 为失稳前振荡的集体周期。这样的结果并不令人惊讶，因为人们会期望 IF 和 (时

间平均) 模拟模型之间的合理匹配发生，IF 神经元应该在一个不太小的滑动窗口上对传入的脉冲序列进行采样。
滑动窗口的宽度由上升时间 α−1 决定。

上述结果似乎是相当普遍的。例如，假设我们有一个非零离散延迟 τa，这样对于一个给定的 α，同步态是

不稳定的，反相态是稳定的。后一种状态也通过小 α 放电时间的 Hopf 分岔而不稳定，导致振荡器消亡。这一
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结果扩展到 N 的较大值时，即方程 (4.12) 中 − = −1/(N−1)。在这里，锁相状态的去同步导致了活跃神经元和

被动神经元的聚集。有趣的是，临界值 α0 随着 N 的减小而减小，表明在大的全局连接网络中更容易发生锁相。
在图 6 中，我们将 ϵc 绘制为 α 的函数，在网络大小为 N 的范围内，可以看到当 N → ∞, α0(N) → 0。这意味

着对于大型网络，神经元在任意大的连接下保持同步，即使是较慢的突触。事实上，由于真正的神经元通常具有

2 级或更大的反向上升时间 α，因此对于现实的突触时间常数，当 N 大于 5 左右时，网络永远不会经历振荡器
消亡。(这里有一个微妙之处需要注意。图 5 所示的虚线解曲线对应于均匀模态 (1, 1� . . . ) 的刺激且与 N 无关。
当 N 增加时，它被曲线 ϵc(α) 交叉，因此在 α 的一定范围内，同步态有可能因匀模的激发而失稳。处于新状态

的神经元仍然是同步的，但刺突序列将不再具有简单的周期结构。)

在大型网络中同步的持久性与 Gerstner等 (1996)在分析峰值响应模型时得到的模式锁定定理是一致的。我
们将在 IF 模型的背景下简要讨论他们的结果。对于给定的全局连接网络，式 (4.3) 中的放电次数的线性化映射
如下所示：

{I − 1 + ϵIK ′
T (0)}

[
δn+1
i − δni

]
= ϵ

∞∑
m=−∞

Gm(0, T )

[
1

N − 1

∑
j ̸=i

δn−m
j − δni

]
(4.13)

Gerstner等人 (1996)分析的主要假设是，对于大 N，对于所有 m ≥ 0，平均扰动 ⟨δm⟩ =
∑

j ̸=i δ
m
j /(N − 1) ≈ 0。

方程 4.13 则简化为一维一阶映射，

δn+1
i =

I − 1 + ϵ(I − 1)K ′
T (0)

I − 1 + ϵIK ′
T (0)

δni ≡ kT δ
n
i . (4.14)

当且仅当 |kT | < 1 时，同步 (相干) 状态才稳定。显式地建立公式 (4.14) 等价于从峰值响应模型导出的相应结

果 (见 Gerstner et al, 1996 年的公式 (4.8)) 是有指导意义的，在我们的表示法中，它可以写成

δn+1
i =

∑
l≥1 h

′
r(lT )δ

n+1−l
i∑

l≥1 h
′
r(lT ) + ϵ

∑
l≥1 h

′
s(lT )

. (4.15)

这里 h′r(t) = dhr(t)/dt。首先, 使用方程 2.7、3.3 和 4.2, 它可以表明,
∑

l≥1 h
′
r(lT ) = e−T/

(
1− e−T

)
= I − 1,∑

l≥1 h
′
s(lT ) = IK ′

T (0)。令 A(T ) = I− 1+ ϵIKT (0),我们可以重写方程 (4.15)A(T )δn+1
i =

∑
l≥1 e−lT δn+1−l

i 。接
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下去 A(T )δn+1
i − e−TA(T )δni = e−T δni , 这是相同的方程 (4.14)e−T = (I − 1)/I。公式 (4.15) 或公式 (4.14) 表明

同步态在大 N 极限下是稳定的，条件是 ϵ
∑

l≥1 h
′
s(lT ) > 0，即 ϵK ′

T (0) > 0(参见公式 3.16)。这是 Gerstner 等
(1996) 的锁模定理的实质。我们的分析还强调了具有 alpha 函数响应核的 IF 模型的简化特性之一: 可以显式地
执行方程 4.15 中对 l 的求和。然而，值得关注的是，在构建峰值响应模型时，本文的结果在多大程度上适用于

hr 和 h5 这两个更一般的选择。我们希望包含有关重复度的细节不会改变基本情况，因为振荡器消亡也在一对

相互抑制的霍奇金-赫胥黎神经元中被发现，正如 White 等人 (1998) 在具有一级通道动力学的突触中所示，在
具有二级动力学的突触中也被我们在数值上证实。

最后，在其他相关工作中，van Vreeswijk(1996) 展示了具有全局兴奋性连接的 IF 神经元网络如何在激发时
间通过 Hopf 分岔从异步状态变得不稳定。然而，这导致了振荡子 ISIs 的小振幅准周期变化 (ISIs 位于相对较小
的封闭轨道上)。这可以通过观察相应的兴奋性模拟神经元网络来理解，它只能分叉到另一个同质时间无关的状
态。

4.4. IF 兴奋-抑制神经元连接下的爆发。

现在让我们考虑 ϵ > 0,W11 = W22 = 0 和 W12 = −2,W21 = 1 和零轴索延迟 τa = 0 的 IF 神经元兴奋-抑制
对。在 3.2 节中研究过的这个网络的模拟版本显示在强连接状态下平均放电速率的周期性变化。由式 4.9 可知，

当连接足够弱时，同步状态是稳定的。为了研究强连接体系中的 Hopf不稳定性，我们在 4.10中设 λ = iβ，并求

解 (ϵ�β) 作为 α 的函数。对于每个 α，最小的解 ϵ = ϵc 决定了 Hopf 分岔点，这导致了图 7 所示形式的稳定图。
与前面的例子相反，对于所有 α，在触发时间中存在 Hopf 分岔的临界连接。该系统的直接数值解表明，在 Hopf
分岔点以外，该系统具有较好的稳定性。系统跳到两个神经元表现出周期性爆发模式的状态 (见图 8)。这可以理
解为与 ISIs 在闭合吸引轨道上的周期性变化相关的模式锁定 (见图 9)。假设 k 第一个振荡器有一个长度为 Mk

的周期解，那么对于所有整数 p，∆n+pMk

k = ∆n
k。如果 ∆1

k ≫ ∆n
k 对于所有 n = 2� . . . ,Mk，那么结果的脉冲序

列显示爆发，间隔时间为 ∆1
k，每次爆发的峰值数量为 Mk。虽然两个振子的猝发间隔 (∆1

1 ̸= ∆1
2) 和每次猝发的

尖峰数 (M1 ̸=M2) 不同，但它们的猝发序列的总周期相同，即
∑M1

n=1 ∆
n
1 =

∑M2

n=1 ∆
n
2。由于活动的周期性，ISIs
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只落在轨道上的一些离散点上，这与 van Vreeswijk(1996) 发现的情况完全不同，在 van Vreeswijk(1996) 中，由
于放电的准周期性性质，整个曲线被访问。(在 4.5 节介绍的模式形成示例中也观察到了准周期性。)ISIs ∆n

i 与

n 的变化直接与图 8 中模拟模型对应的放电速率变化进行比较。在 α 很小的情况下，两个模型之间可以看到很

好的一致性 (参见图 8a)，但是当 α 增加时，两者之间出现了差异 (参见图 8b)。就像在振荡器消亡的情况下，在
放电时间发生冲破 Hopf 分岔似乎是相当普遍的。例如，假设我们有一个非零离散延迟 τa，这样对于给定的 α，

同步状态是不稳定的，反相状态是稳定的。我们发现后一种状态在小 α 的激发时间也通过 Hopf 分岔而不稳定，
导致一个周期性的爆发状态。

我们对一对兴奋-抑制型 IF神经元的分析表明，由于强烈的突触连接，而不需要额外的缓慢离子电流，可以
在网络水平上发生爆裂 (见Wang & Rinzel, 1995)。在相互作用的神经元网络中产生脉冲的另一种机制是基于细
胞之间的电 (扩散)连接。这已在具有抑制后反弹的泄漏积分器神经元的小型网络 (Mulloney, Perkel，& Budelli,
1981) 和霍奇金-赫胥利神经元的大型网络 (Han, Kurrer，& Kuramoto, 1995) 中进行了研究。我们的分析还表
明，在没有我们之前工作中考虑的自相互作用项 (Bressloff & Coombes, 1998b) 的情况下，爆发也会发生; 很难
从神经生理学的角度证明这些术语的存在。(参见 4.6 节)。
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4.5. 一维网络中的模式形成

作为我们在 IF 网络中强连接 Hopf 不稳定性的最后一个例子，我们考虑一个由 N = 2M +1 神经元组成的

环，由 (3.1) 和 (3.2) 演化，其中 ϵ > 0�τa = 0 和一个权矩阵 Wij =W (i− j)，其中

W (k) = A1 exp
(
−k2/

(
2σ2

1

))
−A2 exp

(
−k2/

(
2σ2

2

))
, 0 < k ≤M. (4.16)

W (k) = 0对于 |k| > M 及 W (0) = 0成立 (无 self-interactions)。我们选择 A1 > A2 和 σ1 < σ2�W (k)则表示墨

西哥帽相互作用函数的晶格形式，其中存在短距离激发和远距离抑制之间的竞争。图 10a 绘制了 W (k) 的连续

体版本以供说明。众所周知，这种类型的体系结构支持模拟神经系统中的空间模式形成 (Ermentrout & Cowan,
1979;Ermentrout, 1998)。我们将证明类似的行为发生在 IF 模型中。

对于给定的权值矩阵W和齐次外部输入 Ii = I，I = 1� . . . , N，网络是平移不变的。这意味着锁相方程 (4.1)

的一类解包含形式为 ϕk = qk/N 的“行波”，对于整数 q = 0� . . . , N − 1。这种锁相解也出现在峰值响应模型的
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研究中 (Kistler 等，1998) 和弱连接相位振荡器的研究中 (Crook, Ermentrout, Vanier，& Bower, 1997;Bressloff
& Coombes, 1997)。我们将专注于同步解 q = 0。我们将专注于同步解 q = 0。为了方便起见，我们假设激励和

抑制之间有一个相等的平衡，在 4.16 中固定 A1, A2，使 Γi ≡
∑N

j=1Wij =
∑M

k=−M W (k) = 0。(这个条件不是
模式形成的必要条件。) 因此，同步振荡的集合周期为 T = ln[I/(I − 1)](见公式 4.7)。为了研究同步状态的线性
稳定性，我们需要确定权矩阵 W 的特征值。这些是由下式给出：

ν(p) = 2
M∑
k=1

W (k) cos(pk), p = 0,
2π

N
, . . . ,

2π(N − 1)

N
, (4.17)

v(p) > v(0) = 0 对于所有 p ̸= 0。对应的特征向量为 δk = eikp。公式 4.9 表明同步状态在弱连接状态下是稳定

的，因为 K ′
T (0) < 0 对于所有 α(当 τa = 0) 和 v̂(p) = v(p)。设 ±pmax 为 v(p) 达到最大值时的波数。(图 10b

说明了连续体墨西哥帽函数。) 取 δk = eikp 和 Γi = 0，在公式 4.10 中设置 λ = iβ。使实部和虚部相等就得到

这对方程：

[cos(β)− 1][I − 1] = ϵ̂C(β)

sin(β)[I − 1] = −ϵ̂S(β),
(4.18)

其中 ϵ̂ = ϵvmax, vmax = v (pmax)。我们发现对于 α 的所有值，都存在方程 4.18 的非平凡解 (参见图 11)。由此
可知，由于放电了特征模 δk = e±imaxk，Hopf 分分支发生了。从 pmax ̸= 0 开始，不稳定性将涉及放电时间的空

间周期性扰动，这将导致整个网络形成规则的活动模式，如图 12 所示。

当网络经历 Hopf 分岔时，它会导致 ISIs 的周期轨道的产生。根据 ak = ∆̄−1
k 定义长期平均射击率，其中

∆̄k 在公式 4.11 中定义。由此可知，如果相空间中存在相应的轨道空间分布，则放电速率 ak 的空间 (k-依赖) 变
化就会发生。图 12 显示轨道确实在相空间中彼此分离 (尽管它们相对于系统的自然时间尺度仍然很小)。由此产
生的系统的长期平均行为以输出活动的空间规则模式为特征，如图 12 的插图所示。这些模式被发现与在 3.2 节
给出的模型的相应模拟版本中观察到的模式一致，而且这种一致性适用于 α 的广泛值范围，包括快突触和慢突

触。然而，IF 模型具有额外的精细结构，该结构与图 12 周期轨道上的动力学有关，这是模拟模型无法解决的。
这在图 13 的插图中得到了说明，其中我们绘制了单个振荡器在两个不同 α 值下的逆 ISI(或瞬时放电速率) 的时
间变化。可以看出，平均射速有确定性的波动。为了表征这些波动的大小，我们定义一个神经元 k 的确定性变
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异系数 CV (k) 根据下式确定：

CV (k) =

√
(∆k −∆k)2

∆k

, (4.19)

对于宽度为 P 的滑动窗口，其平均值由公式 4.12 定义。单个神经元的 CV 在图 13 中绘制为 α 的函数。这表

明，平均放电率的确定性波动的相对大小是 α 的递增函数。对于慢突触 (α→ 0)，CV 非常小，表明 IF 模型与
模拟模型非常匹配。然而，当突触速度较快时，这种波动变得更加显著。对于具有无序墨西哥帽相互作用、瞬时

突触和随机外部输入的 IF 网络，已知 CV 的另一个组成部分来自相关波动的放大 (Usher, Stemmler, Koch，&
Olami, 1994)。有趣的是，Softy 和 Koch(1992) 已经表明，单凭随机输入无法解释清醒猴子皮质神经元表现出的
高 ISI 变异性。

上述分析的一个潜在应用是研究猫视觉皮层简单细胞定向选择性的 IF 模型。Somers, Nelson 和 Sur(1996)
对这种模型进行了数值研究，他们考虑了一个具有 k标记的定向偏好 θ = πk/N 的 IF神经元环。神经元通过突
触相互作用，脉冲诱发的电导变化由 alpha 函数描述，并具有类似于图 10 的墨西哥帽函数的短距离兴奋和长时
间抑制的连接模式。数值研究表明了反复的相互作用如何导致方向调谐曲线的锐化。注意，Somers 等人 (1996)
的模型还包括分流项和时间相关的阈值; 应该可以扩展我们文章的分析，以考虑到这些特点。
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4.6. 重新审视爆发和振荡消亡

在第 3.2节中，我们指出，在一阶模拟模型的情况下，没有自我相互作用的兴奋-抑制神经元对不能发生 Hopf
分岔。这表明，即使在突触衰减缓慢的情况下，4.4节所研究的突触爆发行为也可能对突触反应的上升时间敏感。
为了探讨突触相互作用的上升和下降速率所起的不同作用，我们通过考虑指数的差异来推广方程 (3.3) 的 alpha
函数

J(t) =
α1α2

α2 − α1

(
e−α1t − e−α2t

)
Θ(t). (4.20)

在极限 α2 → α1 → α 中，这简化为 alpha 函数 (见公式 3.3)。如果 α1 > α2，则突触的渐近行为近似为 e−α2t，

达到峰值的时间为 tp = [α1 − α2]
−1 ln (α1/α2)。如果 α2 > α1 则 α1 和 α2 的关系相反。

在图 14a 中，我们绘制了先前在 4.4 节中分析的兴奋-抑制对在放电时间中离散 Hopf 分岔的临界连接。现
在，延迟分布 J(t) 由方程 4.20 给出，其中 α2 = 0.2，α1 为自由参数。由于突触的衰减时间相对较慢，我们预计

IF 模型和模拟模型之间有很好的匹配。如图 14a 所示，事实确实如此，图 14a 显示模拟模型和中频模型中爆发
的临界连接非常接近。更令人惊讶的是，即使在 α1 较大的值下，即在突触上升时间较快的情况下，突触爆发也

会持续。(即使 α1 的数量级在 100 或 100 以上，也会发生爆裂。) 人们可能仍然期望振荡的频率在极限 α1 → ∞
时趋近于零。然而，事实并非如此，这可以从 Hopf 分岔是亚临界的事实中理解 (参见图 4b)。最后，在图 14b
中，我们绘制了 IF 神经元抑制对中振荡器消亡的临界连接。对 α1 的依赖性较弱，这与模拟模型一致。

5. 讨论

我们提出了一个脉冲神经元的动力学理论，它在弱连接相位振荡器模型和强连接放电速率 (模拟) 模型之间
架起了桥梁。本文的基本结果可以总结如下:
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1. 具有强突触连接的 IF 神经元去同步化的基本机制是放电时间的离散 Hopf 分岔。这通常会导致非锁相行
为，其特征是闭合轨道上 ISIs 的周期性或准周期性变化。在慢突触的情况下，粗粒度的动态可以通过相应
的模拟模型很好地表示，在该模型中，神经元的输出被视为平均放电速率。

2. 具有全局抑制连接的 N 个同步中频神经元的齐次网络可以在强连接状态下不稳定到某些神经元变得不活
跃 (振荡器消亡) 的状态。因此，van Vreeswijk 等 (1994) 得到的 N = 2 时的稳定性判据仅在弱连接状态下

有效。当 α > α0(N) 为快速突触时，存在一个反向上升时间的临界值 α0(N)，使得任意大的连接都能保持

同步。此外，当 N → ∞, 有 α0(N) → 0。这证明了 Gerstner 等人 (1996) 的锁定模式定理所规定的稳定性
条件在热力学极限下是有效的，但对于具有慢突触的有限网络不再成立。

3. 抑制性和兴奋性突触连接的非对称中频网络中可出现节律性爆发模式。ISIs 在周期轨道上演化，相对于
爆发内的平均 ISI 较大。IF 模型中 ISIs 的时间变化与相应模拟模型中放电速率的变化具有很好的一致性。

4. 具有远距离相互作用的 IF神经元网络可以去同步到平均放电速率有规律空间变化的状态，这与相应的模
拟模型很一致。ISIs 在相空间中分离良好的封闭轨道上演化。IF 模型的精细时间结构导致了活度模式的确
定性波动，其变异系数是上升时间 α 反函数的递增函数。换句话说，快速的突触会导致更高水平的确定性

噪声。
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我们希望在其他地方解决的一个重要问题是，本文中研究的 IF网络所表现出的复杂行为在多大程度上是由
更详细的生物物理峰值神经元模型所反映的。对霍奇金-赫胥黎神经元的初步数值研究表明，这两类模型之间有
很强的联系。(另见 White et al, 1998) 使用 IF 模型的优点是它允许做出精确的分析陈述。此外，有许多方法可
以扩展我们的分析，以考虑到神经元处理的其他方面。

通过将方程 3.2 中的 J(τ) 取为相应电缆方程的格林函数，可以将沿神经元树突树的扩散效应纳入模型。在

假设枝晶膜电位的变化很小的情况下，也可以考虑活性膜的特性，以便通道动力学可以沿着 Koch(1984) 提出的
线线性化。由于额外的电感存在，枝晶的膜阻抗显示类共振行为。这导致了相应形式的类共振同步。换句话说，

当树突膜的共振频率与振荡器的频率近似匹配时，有强烈增强 (减弱) 同步兴奋 (抑制) 连接的趋势。主动枝晶
还可以使具有强兴奋性或抑制性连接的中频振荡子的均匀网络失同步，导致周期性爆发模式 (Bressloff, 1999)。
用公式 3.1 中的 Ii = a + B sin(ωt) 来研究网络对正弦外部刺激的响应，其中 a,B 为常数。由于由此产

生的动力系统现在是非自治的，因此不再可能用 N − 1 相对相位和自洽集体周期来指定锁相 (见方程 4.1)。然
而，我们可以推导出网络与外部刺激相结合的条件。例如，在 1:1 模式锁定的情况下，IF 神经元的激发次数为
Tm
j = (m− ϕj)T，而 T = 2π/ω。绝对相 ϕj 由这组方程确定

1 =
(
1− e−T

)
A+

(
1− e−T

)
F (ϕi) + ϵ

N∑
j=1

WijKT (ϕj − ϕi) , (5.1)

KT 由 4.2 和 F (ϕ) = B[sin(2πϕ) + ω cos(2πϕ)]/ (1 + ω2) 给出。通过对第 4.2 节中提出的分析进行相对直接的
推广，也可以研究这种解的稳定性。另一个有趣的扩展是 p : q 模式锁定。例如，假设神经元有 T 周期放电模

式，其中 j 神经元在间隔 T 内放电 qj 次。为了生成这样的解，有必要将放电时间取为一般形式 (Coombes &
Bressloff, 1999):

Tn
j = T

([
n

qj

]
− ϕj,n mod qi

)
, (5.2)

其中 [.] 表示整数部分。这就为绝对相 ϕj,N mod qj 生成了一组
∑N

j=1 qj 闭方程。可以使用这些方程来确定参数

空间中的边界，其中用于模式锁定的 ansatz 5.2失败了。这样的边界集将定义一个阿诺德舌图，重叠的舌表示可

能的多重稳定和混乱区域。类似的技术可以用于研究 4.4 节中发现的爆发解决方案。混沌解的存在可以使用李
亚普诺夫指数概念的扩展来研究，该指数考虑了由于重置而导致的动态中不连续的存在 (Coombes & Bressloff,
1999)。顺便说一句，李亚普诺夫指数的构造也允许人们理解 IF 神经元响应小的非周期信号的峰值时间可靠性，
正如最近由 Hunter、Milton、Thomas 和 Cowan(1998) 观察到的那样。
另一个重要问题与噪音的影响有关。我们期望足够小的噪声水平不会改变本文的基本结果。另一方面，噪

声的存在可以导致新的和有趣的现象，正如 Usher et al(1994) 和 Usher, Stemmler，& Olami(1995) 对图案形成
的数值研究所说明的那样。他们考虑了具有短范围兴奋和长范围抑制、快速突触和随机外部输入的二维 IF 神经
元网络。他们观察到的平均放电速率的活动模式是图 12 内嵌图中所示模式的二维版本。研究发现，在一定的参
数范围内，这些模式在噪声存在的情况下是亚稳态的，并倾向于在网络中扩散。这种宏观动力学导致了单个神

经元微观尺度上 ISIs 的功率谱和幂律分布为 1/f，并导致了较大的变异系数为 CV > 1。目前，我们正在使用

本文中介绍的方法对二维 IF 网络中的模式形成进行详细研究，并希望进一步深入了解 Usher 等人 (1994, 1995)

的观察结果，特别是噪声和潜在的确定性动力学之间的相互作用。在 IF 模型或峰值响应模型中包含噪声的一种
方法是引入一个在无穷小时间内放电的概率 δt : P (U ; δt) = τ−1(U)δt。为了模拟更真实的模型，响应时间 τ(U)

被选为 U < h 且若 U ≫ h 时消失。这可以写成 τ(U) = τ0e−β(U−h)，其中 τ0 是阈值处的响应时间，β 决定了

噪声水平。在 β → ∞ 极限处恢复了确定性情况。在大型同构网络的情况下，可以使用平均场方法将动态减少到
分析可处理的形式 (见 Gerstner, 1995)。注意，噪声的另一个后果是在模型的模拟版本中平滑射速函数 (见公式
3.18)。
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最后我们要强调的是可激网络和振荡网络之间的区别。在本文中，我们将 Ii > 1 引入 3.1 方程中，从而将

网络看作具有自然周期的振荡子连接系统 Ti = ln [Ii/ (Ii − 1)]。然而，自发网络振荡也有可能发生在可激发区，

其中 Ii < 1 对于所有 i = 1� . . . , N。第 4 节中给出的所有基本分析结果都可以推广到可激发区域，特别是锁相
方程 4.1 和本征值方程 4.5。另一方面，3.1 节的弱连接理论不再适用，因为人们需要有限水平的连接来维持振

荡行为。也有一些在一维上对可兴奋的峰值网络中的波的研究 (Ermentrout & Rinzel, 1981;Ermentrout, 1998b)
和两个维度 (Chu 等人，1994;Kistler et al, 1998)。我们目前正在使用本文提出的一些思想对可激和振荡中频网
络中的波现象进行详细的比较。
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