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平衡点和周期轨的同宿分岔被认为是理解 Hindmarsh-Rose 模型动力学的关键，以及一些霍奇金-赫
胥黎类型神经元的方波爆发模型。它们很好地解释了模型中主尖峰和爆发振荡之间的各种转变。我们

提出了一种通过平均技术构造 Poincaré返回映射的方法。我们证明了一个修正的模型可以表现出蓝天
分岔，也有共存主尖峰和爆发震荡的双稳定性。本文还提出了一种新的定位慢运动流形及其周期轨道

的方法。
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1. 引言

Hindmarsh–Rose模型 [Hindmarsh & Rose, 1984]：

x′ = y − ax3 + bx2 + I − z = P (x, y, α)− z

y′ = c− dx2 − y = Q(x, y, α)

z′ = ε (s (x− x0)− z) = εR(x, z, α)

(1)

仍然是最流行的数学模型之一，见 [Holden & Fan,
1992; Wang, 1993; Huerta et al., 1997; Izhikevich,
2004; Rosenblum & Pikovsky, 2004; Belykh et al.,
2005a; Belykh et al., 2005b; Coombses & Bressloff,
2005] 和其中的参考文献，定性地描述了使用霍奇金-
赫胥黎 (HH) 形式导出的某一类神经元模型的动力学
[Hodgkin & Huxley, 1952]。

作为一个非线性系统的神经元模型，预计至少能

证明三种基本的细胞活动类型，如静止、强韧峰值和爆

发 [Coombses & Bressloff, 2006; Kopell, 1988; Rinzel,
1985; Rinzel & Ermentrout, 1989; Wang & Rinzel,
1995; Terman, 1992; Bertram, 1993; Bertram et al,
2000; Izhikevich, 2000]。模型的非线性往往会导致共存
细胞活性的双稳定性或多稳定性，这些活性由相同参

数值下的初始条件选择 [Canavier, 1993; Butera, 1998;
Cymbalyuk et al, 2002; Bazhenov, 2000; Shilnikov,
2005; Cymbalyuk & Shilnikov, 2005; Shilnikov, 2005;
Frohlich & Bazhenov, 2006]。一个好的神经元模型是
一个多参数的微分方程族，它可以充分描述这些活动

之间的转换，这些活动被解释为一些局部和全局同宿

分岔的发生 [Terman, 1992; Shilnikov, 2005; Guck-
enheimer, 1993; Kuznetsov & Rinaldi, 1996; Belykh,
2000; Feudel, 2000; Deng, 2002; Shilnikov & Cym-
balyuk, 2004; Shilnikov & Cymbalyuk, 2007; Chan-
nell et al, 2007a, 2007b]。在 HR 模型中，状态变量
x 被视为细胞膜上的电压，而“门控”变量 y, z 描述

了某些电流 (秒) 的激活。此外，由 z 引起的电流是

一种慢电流，其变化率与小参数 0 < ε << 1. 因此，
HR 模型可以称为具有 (x, y)-快子系统和单个慢动力
学方程的慢-快系统。在本研究中，我们设置模型的参
数为:(a = 1, b = 3, c = −3, d = 5, s = 4); 在这里
I = 5，代表“突触”电流。很容易看到, 无论是 I, c

是自由变量,因此本文讨论的所有分支将基于对 I 和 c

的讨论而进行。参数 x0 是主要的分岔参数, 尽管我们
还会考虑其他值 a，以及范围 ε ∈ [0.002 : 0.02], 为了
深入分析他们的角色在变形的动力学和条件分岔模型

本身和其快速子系统。

众所周知，HR 模型几乎演示了大多数 HH 模型
通用的所有类型的常见现象。它还允许对爆破活动进

行一些调节，这经常被提及 [Rinzel, 1985; Rinzel &
Ermentrout, 1989; Terman, 1992] 作为方波爆发，已
在各种神经元模型中确定，见 [Butera, 1998; Cymba-
lyuk, 2002; Bazhenov et al, 2000; Chay & Keizer,
1983; Chay, 1985; Bertram & Sherman, 2000; Hill
et al, 2001; Gu et al, 2003; Yang et al, 2006]，以及
其中的参考文献。根据 [Bertram, 2000]和 [Izhikevich,
2000] 提出的分类，这种类型的爆发也被命名为折/同
斜，这表明爆发的慢-快峰值和慢静息的终端阶段分别
通过发生在模型快速子系统中的马鞍平衡态的同斜分

岔和鞍-节点平衡分岔来定义。这里值得注意的是，鞍
点设置了一个阈值，将神经元的两种共存 (或瞬态) 状
态分开，对应的是:去极化状态和超极化静止状态周围
的主尖峰振荡。正是它们的重叠在系统中产生了迟滞，

导致了爆发振荡，此时系统的解在上述状态之间快速

切换，如图1所示。人们可以从波形中观察到脉冲间间
隔在脉冲结束时增长，这是由于前面提到的鞍的同斜

分叉造成的方波脉冲的特征。让我们指出，这种增加并

不总是发生在其他方波爆发 [Shilnikov & Cymbalyuk,
2004, 2005; Shilnikov et al, 2005a, 2005b; Best et al,
2005]，其中快速子系统中周期轨道的鞍-节点分岔负责
爆发的终端阶段。

区分神经元模型中各种爆发类型的分类方案仅仅

基于区分奇异极限 ε = 0 中“冻结”快子系统的极限

轨道 (如平衡环和极限环)组成的所谓慢运动流形的启
动或终止机制。利用基于慢-快分解的明显几何方法，其
中慢的 Z 变量成为控制参数，可以检测和跟踪快速平

面子系统中的平衡和极限环的分支。请注意，这些极

限集的分岔已经为人所知近一个世纪了 [Andronov &
Leontovich, 1937; Andronov et al., 1971]，因此，对这些
子系统的完整研究在今天是相当微不足道的问题。已

知在小 ε ̸= 0 处的奇摄动系统的动力学是由这些慢

动作流形的吸引块所决定并以其为中心的 [Andronov,
1966; Gradstein, 1946; Tikhonov, 1848; Pontryagin,
1960; Fenichel, 1979; Mischenko & Rozov, 1980; Mis-



3

图 1. 对于 x0 = −1.3, a = 1 和 ε = 0.002，HR 模型中的方波爆发活动和相应的“电压”迹。脉冲内的脉冲数是脉冲轨道围绕脉
冲流形 Mlc 进行的完整旋转数，该流形由快子系统 (2) 的极限环组成。注意，脉冲间的间隔在脉冲结束时增长: 这是方波爆发的信
号，因此表明相位点接近于分割神经元超极化 (低) 和去极化 (上) 状态的 Meq 中间部分的鞍点。

chenko et al., 1994; Arnold, 1994]。它们构成了相应的
慢-快神经元模型中活动模式的骨架。典型的 Hodgkin-
Huxley 模型拥有一对这样的流形 [Rinzel, 1985;Jones
Kopell, 1994]: 静态峰值和充发性峰值，在图1中分别
用 Meq 和 Mlc 表示。限制慢快系统理论进一步发展的

一个基本问题是对冻结系统所表现出的动力学与整个

慢快系统的动力学之间的关系还没有完全了解。慢-快
分解允许剧烈的简化，让人清楚地描述一个奇异摄动

系统的动力学。简单地将两个子系统的动力学结合起

来，就可以充分地描述全慢快系统中的各种动力学现

象; 这种有价值的信息在所有其他设置中都很难获得。

分解方法的缺点也很明显，因为它没有考虑到慢

动态和快动态之间的相互作用，通常是复杂的相互作

用，这会导致整个系统中出现潜在的新分叉。尽管奇摄

动系统长期以来一直是一个颇受欢迎的研究主题，但

在慢-快系统中许多已观测到的动力学类型无法用常规
分离方法加以解释，这并不令人惊讶; 然而，未被触
及或未完成的问题的数量仍然相当大 [Guckenheimer,
1996]。例如，在许多神经元模型的复杂爆发振荡中出现
的新的动力学现象的范围超过了理论的现有状态。所

以，这样的非局域分岔，比如蓝天大灾难和鞍形和鞍

形周期轨道的其他一些全局分岔 [Shilnikov & Cymba-
lyuk, 2004, 2005; Shilnikov et al, 2005; Channell et al,
2007]在简化的心脏间神经元模型中，是 codimension-
one，即通用的，因此可以在其他模型中观察和检测
[Doiron et al, 2002; Laing, 2003]。这对于在神经元模
型中产生突然混沌爆发的马鞍平衡的其他奇怪同宿分

岔也成立 [Huerta et al, 2007; Terman, 1992; Deng et
al, 2002; Belykh et al, 2002; Feudel et al, 2000; Chan-
nell et al, 2007b; Belykh & Shilnikov, 2008; Shilnikov
et al, 2008; Malaschenko et al, 2008]。

在 HR 模型中还讨论了马鞍平衡态的奇异摄动同
斜分岔。我们将证明，从快子系统中的同斜环中产生的

周期轨道的简单分岔，当奇摄动时，会退化为同斜轨道

翻转分岔 [Shilnikov, 1998, 2001]。我们将认为，在余维-
2的同斜分叉理论框架内，可以完全理解模型中主力峰
值和爆发之间的过渡，余维-2 被证明是这种慢-快系统
的一般属性。轨道翻转分岔的一个特征是，它的展开

包括周期轨道的周期加倍分岔的快速级联。回想一下，

这样的分岔序列导致或先于在各种方波爆发中从紧张

性尖峰到爆发的过渡中经常观察到的动力学混沌现象

[Terman, 1992; Shilnikov et al, 2005; Cymbalyuk &
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Shilnikov, 2005; Rowat & Elson, 2004]。

在本文的最后部分，我们将讨论一些几何重排和

条件下，HR 模型可以显示两个不同的同斜分岔的鞍
节点周期轨道。其中之一就是蓝天大灾难 [Turaev &
Shilnikov, 1999; Shilnikov & Turaev, 1997]。这个引
人注目的术语 [Abraham, 1985] 被用来描述周期轨道
七个已知的基本 (即余维一) 稳定边界中的最后一个。
尽管人们知道前六个边界已经有 70 年了 [Andronov
& Leontovich, 1937; Andronov et al, 1971]，蓝天灾
难是最近才发现和分析的 [Shilnikov & Turaev, 2000;
Gavrilov & Shilnikov, 2000; Shilnikov et al, 2004;
Shilnikov et al, 2001]。这种分岔被证明是多尺度系统
的典型现象 [Shilnikov et al, 2001; Shilnikov et al,
2005]。特别重要的是它对计算神经科学的视角，在简
化的心脏间神经元模型中，“蓝天大灾难”描述了周

期性爆发和主尖峰之间的连续可逆转化 [Shilnikov &
Cymbalyuk, 2004, 2005]。

第二个分岔的动力学特征是系统中同时存在的主

尖峰和爆发的双稳定性 [Shilnikov et al, 2005; Cymba-
lyuk et al, 2005]。这种构型的组织中心是由 Lukyanov
和 Shilnikov[1978] 首次提出的另一个鞍节点分岔，它
描述了具有所谓非中心同宿的鞍节点周期轨道的消

失。此外，在这个分岔附近，HR 模型显示在稳定到
周期性的进补峰值吸引子之前，会触发一个不可预测

的、混沌数量的突发序列。这种间歇性是模型中 Smale-
horseshoe 位移动力学的结果 [Channell et al, 2007a,
2007b; Gavrilov & Shilnikov, 1973]。

基于定性理论 [Shilnikov et al, 1998, 2001] 的方
法和对 Hindmarsh-Rose 模型的数值实现 [Kuznetsov,
1998]的严格结果不仅限于此，而且可以有效地用于皮
质神经元的各种模型和形成中枢节律发生器的模型的

研究。

2. 2 维 Hindmarsh–Rose 模型

限制 ε = 0 便定义了快子系统：

x′ = y − ax3 + 3x2 + 5− z = P (x, y, α)− z,

y′ = −3− 5x2 − y = Q(x, y, α),
(2)

其中冻结的 z-变量现在是分岔参数。我们将开始分析
它的均衡及其在 z 变化时的分岔。分析的数值部分是

使用软件包 Content[Kuznetsov, 1998] 进行的。

系统 (2) 的平衡点位于 (x, y) 相平面的两个零斜

线的交点处，分别为 P (x, y�α)− z = 0 和 Q(x, y�α) =
0。z 的变化使前者的图在相平面上移动; 平衡态也是
同步的。快速子系统的右侧是由模型的作者专门定制

的，因此它通常会有一个或三个平衡状态。(2) 的平衡
态对 z 的坐标依赖性如图2所示。在扩展的 (z, x, y)-相
空间中，标记为 Meq 的空间曲线由 (2) 的所有平衡态
组成，其稳定段和不稳定段 (读平衡) 分别用蓝色和红
色表示。Meq 的主要特征是它的 Z-形，其中上分支和下
分支与神经元相关。从图2的分岔图可以看出，当参数
Z 较小时，快速子系统有一个稳定的平衡状态，对应于

神经元的去极化状态。随着 Z 的增加，该平衡态通过一

个超临界 Andronov-Hopf 分岔变得不稳定。分岔的类
型和分岔平衡态的稳定性是由第一李雅普诺夫系数的

符号决定的，在这种情况下，第一李雅普诺夫系数的

符号是负的。这意味着当 Z-参数增加时，从平衡态产
生一个单一的稳定极限环。通过改变 z，我们可以延续

由快子系统的极限环组成的抛物面形分支 Mlc。图2中
标注为 xmax 和 xmin 的空间曲线可以帮助我们了解极

限环变化的大小。这是参数延续技术的核心，在平面

情况下是如此明显。我们将在下面增强这种方法，以

便在整个模型中定位相似的 (尽管不那么简单) 流形。
用 ⟨x⟩图中显示了极限环的“重心”坐标的依赖性，即
其坐标在其周期内的平均值:

⟨x(z)⟩ = 1

T (z)

∫ T (z)

0

ϕ(t; z)dt (3)

这里 x = ϕ(t; z)(x = (x, y)) 表示快子系统中周期为

T (z) 的极限环方程。从图2中可以观察到，随着 z 的

增加，分支 ⟨x⟩ 接近 xmin。

在两个分支合并之前，(2)的另一个平衡态出现在
鞍-结分岔中。这发生在前面提到的零斜线的切线上，产
生了一个双平衡状态，进一步分裂为一个节点 Oh 和

一个鞍节点 Os。这种分岔发生在褶皱或流形 Meq 的

下转折点上。快速子系统 (2) 的相平面及其三个平衡
态如图3所示。

为了确定节点的稳定性，需要计算 (2) 的雅可比
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图 2. (a)-(c) 中 a = 1，(d) 中 a = 1.6 时，快子系统 (2) 的平衡态和极限环的 x-坐标对控制参数 z 的依赖分岔图。红色和蓝色表
示的是 (2) 的不稳定平衡和稳定平衡组成的段。这里，xmin, xmax 和 ⟨x⟩ 分别代表极限环坐标的最小值、最大值和平均值。注意，
在 (a)-(c) 插图中，极限环分支通过 Meq 中间部分的鞍形同斜分叉终止。相反，在图 (d) 中，由于 a = 1.6 时 z-参数路径不再通
过同斜分岔，因此该分支同时出现并通过超临界 Andronov-Hopf 分岔结束，如图4所示。

矩阵

∣∣∣∣∣ Px Py

Qx Qy

∣∣∣∣∣在分分支点的轨迹 Px+Qy。如果它是

负的，在我们的例子中就是这样，那么节点就是稳定

的。稳定节点和马鞍分支的延续完成了快速子系统平

衡态的 Z 形分支 Meq。由稳定平衡态组成的 Meq 的

下分支与神经元的超极化态有关。

Meq 的去极化和超极化分支都由快子系统 (2) 的
鞍点组成的阈值段桥接。每个鞍点的所谓鞍值 σ 的符

号由平面情况下上述雅可比矩阵的迹号决定。通过构

造，这个鞍值 σ 是鞍的正负特征指数之和。这些指数

决定了与马鞍的一维稳定和不稳定分割线相切的不稳

定和稳定方向，见图3。从图中可以观察到，稳定 (传
入)分离矩阵打破 (x, y)相平面，进入稳定极限环和稳

定超极化节点 Oh 的吸引盆地。

稳定和不稳定分离在约 zh ≃ 1.0856处重合，从而

形成鞍形同斜环。这种构型对应于系统中一个简单的

码次一同斜分岔。在 [Andronov & Leontovich, 1937]
中指出，如果鞍值 σ ̸= 0，这种分岔在相平面上产生一

个单的、简单的极限环。σ 的符号决定了极限环的稳定

性: 当 σ < 0 时，它天生稳定，否则不稳定。同斜分

岔理论中另一个值得注意的事实是极限环的周期以对

数速度增长，即当它接近鞍点时，为 − ln |zh − z|，如
图3所示。这解释了图1中脉冲结束时穗间间隔的增加。
此外，由于极限环的大小是有限的，极限环的平均分支

(x) 与 Mcy 的鞍段相切。

让我们指出，(2)右侧多项式项的因子的选择是相
当准确的。这意味着，如果因子有细微的差别，则很

容易在参数 a 更大的地方忽略 z-参数路径上的同斜分
岔。这一点如图2(d) 所示，其中极限环分岔 Mlc 都通

过正、反超临界 Andronov-Hopf 分岔开始和结束。实
际上，这两个分岔都发生在快子系统 (2)(z, a)-参数平
面上的同一分岔曲线上。通过 z通道两次。可以清楚地
看到，与 a = 1时的“同斜点”情况相比，a升高到 1.6

意味着对应的 z 路径不再穿过图4(a) 所示的分岔图中
的同斜点分岔曲线。我们将在下面回到这一事实的后

果，我们将在 HR 模型 (图8) 中考虑从方波到高原状
爆发的过渡。同时，人们可能想知道起源于反向 AH分
岔的次级分支 M2

le。如图2中的 (c) 所示，在 a = 1 时，
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图 3. (左) 快速子系统 (2) 在 z = 1 时的相位图。鞍态 Os 的稳定分界将相平面分为稳定极限环 Ld 和稳定超极化态 Oh 的吸引盆。
对于 a = 1，当 z 进一步增加时，极限环接近鞍点成为其同斜环。(右) 极限环的周期在 z ≃ 1.0856 处以对数速度向同斜分岔增长。

图 4. 快子系统 (2)的 (z, a)-参数平面。标签 AH、SN和 HB分别代表 Andronov-Hopf、鞍-节点和同斜分岔。Bautin点 BP将 ah
曲线分解为超临界和亚临界分支。AH 曲线起源于这个余维-2 点，在这里系统具有双零特征指数的平衡态，即所谓的 Bogdanov-
Takens (BT) 分岔。a = 1 处的 z-路径贯穿所有三条分岔曲线。然而，使大于 1.213281 抬高通路，使其上不发生同斜分叉。这意
味着循环必须经历反向 Andronov-Hopf 分岔，当 z 增加时，它坍缩回去极化焦点 Od，见图2( d)。

z-通路在 z ≃ 1.82 处存在一个次级同宿分岔。有趣的

是,这可能导致 HR模型中特殊形状的爆发振荡，当相
位点沿着鞍状分支漂移，然后通过向下下降到 Meq 的

超极化分支或上升到 M2
lc 的次级峰值分支进行切换。

3. Hindmarsh–Rose 模型中的分
岔

当 ε 不再是零，那么 z 不再是冻结的，而是一个

缓慢的动态变量。由于 HR 模型 (1) 的最后一个方程
在 x 和 z 中都是线性的，所以 z 的变化率为 ε。此外，

这种线性帮助人们更好地理解我们对模型的分析，尽

管人们不应该依赖于这种性质。在我们的模拟中，我

们将保持 ε 相当小。

由于慢速方程不包含 y-变量，在 HR 模型的

(z, y, x)-相空间中，时间导数 z′ 消失的平面称为慢速

零斜线。可以看到 z′ < 0 和 z′ > 0 在这个 nullcline
的上下。通过改变分岔参数 x0，我们降低和提高相空

间中的零斜。
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3.1. 平衡点状态

HR模型的平衡态坐标不依赖于 ε，但其稳定性依

赖于 ε。因此，在 HR 模型的相空间中，即其快子系
统的扩展相空间中，平衡态是慢零斜函数 z′ = 0 穿过

前面介绍的由快子系统的平衡态组成的一维空间分支

Meq 的点。因此，通过改变参数 x0，我们移动慢零斜

线，从而移动交点，从而使平衡态沿Meq滑动，如图5所
示。因此，为了在相空间中定位所需要的分支Meq，我

们可以跳过慢速分解，直接向下追踪 Meq 作为由整个

系统的平衡态组成的 x0-参数分支。这一简单的观察
结果为在具有多个时间尺度的高维神经元模型中找到

这种缓慢的流形提供了一种非常有效的方法，在这些

时间尺度下，正确的解剖往往是有问题的。基本上，我

们所需要的就是找出最慢的方程，并在其中选择一个

“扫描”参数，使其在不改变零斜线的情况下变化。此

外，这种参数甚至可以人为地引入，以达到类似的目

的，如外部注入电流。对 Meq 的均衡分岔的解释是另

一个问题。

让我们解释并找出快速完整系统中 Meq 上的分岔

之间的关系。我们将遵循图5所示的 x0-参数路径，其
中 x0 从 5 下降到 −2。让慢空渐变 z′ = 0 首先通

过 Meq 到 Meq 上 AH 点的左侧。在这里，平衡态在
(y, x)-空间中是稳定的，在 z 中也是稳定的，因为在缓

慢的零斜线下面，由于限制在缓慢流形 Meqz
′ > 0 以

上和 z′ < 0 以下。对应的特征指数保持较小的 ε 阶。

接下来，当 x0 降低到平衡态坐标的 z ∼ 11 对应的值

时，它在快子系统中经历了超临界 Andronov-Hopf 分
岔。在这个分岔处，平衡态有一对“快”共轭复数，它

们向右穿过虚轴。当 x0 进一步减少时，Meq 上的下

一个分支出现在上折叠的正上方;它是相同的反向 AH
分岔，但由于快子系统。然而，接下来的两个 AH 分
岔，在图5中用 AH/SN 标记，主要是不同的，因为它

们是慢速子系统和快速子系统相互作用的结果。例如，

考虑 x0 = −2.3，其中存在稳定的超极化平衡态，具有

三个不同的实特征值，其中一个约为 −ε。增加 x0 会提

高缓慢的零斜线，使平衡状态通过较低的折叠点，并爬

上 Meq 的中间不稳定段，在那里它成为一个具有两个

正指数和一个负指数的鞍型。我们可以看到平衡状态

在两个零斜线的横向交点处持续存在，因此在整个褶

皱的过渡处没有出现鞍结分叉。这将我们的考虑范围

缩小到 AH 分支。回想一下，折叠点对应于快速子系
统中的鞍-节点分岔，其中平衡态的两个特征值中的一
个消失了。为了找到整个系统中相关平衡态的稳定性，

我们需要求出相应特征方程的根。因为这个方程是三

次的，那么随着 x0 的增加，消失的“快”根变成了小

根 ∼ −ε 的顺序，之后两个小根连接起来，形成一个

二重根，转换成一对复杂的小共轭根。当平衡态在整个

折叠过程中被拖拽时，这一对会向右穿过虚轴，使其不

稳定，然后形成另一个双根，最后分裂。此外，由于这

些新的正指数中的一个保持 ε 的顺序，所有三个指数

的和始终保持为负。回想一下，中间平衡态的鞍值，流

形 Meq 的阈值段在快子系统中为负。因此，要在 Meq

的下褶处成为一个马鞍 (实际上是一个马鞍焦点)，HR
模型的平衡状态经历了 Andronov-Hopf分岔的另一个
奇异扰动版本。这种分岔的类型以及围绕分岔平衡态

的周期轨道的稳定性是由 Lyapunov 系数的符号决定
的，而 Lyapunov 系数很容易通过快子系统的多项式
项来计算 [Arnold et al, 1994]。值得注意的是，这种
分岔导致了被称为鸭解的特殊解的出现 [Callot et al,
1978; Benoit et al, 1981; Krupa & Szmolyan, 2001]。

3.2. 小 ε 处的周期轨

HR 模型的相空间中的相点在 ε = 0 处收敛于其

快速子系统的吸引子。吸引子要么是稳定的平衡，要么

是稳定的极限环。当这个快速系统的吸引子指数稳定

时，它平滑地依赖于 z。通过改变 z，我们得到一个光滑

的吸引不变流形，它可以是相空间中的 Meq 这样的空

间曲线，也可以是由快子系统的极限环张成的二维圆

柱Mlc。此外，如果该流形是由快子系统的指数稳定平

衡态或极限环构成的，则该流形也是系统的中心流形。

由于中心流形存在于一个封闭系统中，因此对于 ε 足

够小的系统，光滑的吸引不变流形Meq(ε)和Mlc(ε)也

将存在于完整系统中 [Tikhonov, 1948; Pontryagin &
Rodygin, 1964; Fenichel, 1979; Shilnikov et al, 1998,
2001]。
小 ε 处的奇扰动慢速系统的相位点表现如下: 在

有限时间内，它到达 Meq 或 Mlc 的一个小邻域，因此

它的 z 分量几乎保持不变。然后，它沿着所选流形以
ε in z 的顺序变化率缓慢漂移; 或者与此同时，它将在



8

图 5. 分支 Meq 与慢零斜线 z
′
= 0 的交点表示 HR 模型在给定 x0 处的平衡状态。插图表示复平面平衡态的特征指数: 红色、蓝

色和绿色的点分别是由于快子系统和慢子系统。

Mlc 附近快速旋转。

沿着 Meq 的慢运动要么被限制在它上面的稳定平

衡状态，要么相位点从它跳到慢运动流形 Mlc 的地方

达到一个折叠，这是快速子系统的鞍-节点平衡状态的
输出分离矩阵的 ω-极限集。

为了确定圆柱形流形 Mlc 附近的轨迹动力学，设

方程 x = ϕ(t; z) 的 T (z)− 周期极限环在每个 z 处已

知。把这个方程代入慢速方程的右边然后在极限环的

周期内取平均值，我们就得到了平均方程:

z′ = ε⟨R(x)⟩ ≡ ε

T (z)

∫ T (z)

0

R(z, ϕ(t; z))dt (4)

在特殊情况下，方程变为:

z′ = ε (4 (⟨x⟩ − x0)− z) , (5)

给出了峰值流形 Mlc 附近相点的 z 分量演化的一阶近

似 [Pontryagin & Rodygin, 1964]。由于空间曲线 ⟨x⟩
的形状已知，见 (3)和图2，我们可以用图6图形化地描
述这个平均方程的动力学。

当 ⟨R⟩ 仅有一个零，HR 模型在流形 Mlc 上有

一个稳定的周期轨道。它的位置取决于缓慢的零斜线

z′ = 0 切 Mlc 的位置。通过改变 x0，我们可以在尖峰

流形上的不同位置找到这样的周期轨道; 更具体地说，
是在平均支路 ⟨x⟩ 的慢零斜的交点附近，如方程 (5)
所示。在远离 Mlc 的“同斜”边的情况下，HR 模型
始终具有单一稳定周期轨道，因为在 z′ = 0 的平面下，

在递减支路 ⟨x⟩ 上始终存在单一交点，如图7所示。这

个稳定轨道对应于模型中周期性的进补尖峰活动。其

周期可粗略估计为快子系统去极化平衡态特征指数虚

数部的倒数。

我们在这里要强调的是，分支 ⟨x⟩连接 AH和同宿
分岔，因此相应地设置了方程 (5)中的变量的范围。请
注意，如果慢速方程在 x 内不是线性的，那么这个平

均分支和慢速零斜线的交点将不再是所选周期轨道的

“重心”;因为通常 ⟨x2⟩ ̸= ⟨x⟩2。这一事实在各种具有非
线性慢零斜的神经元模型的研究中经常被忽略。相反，

我们必须检查最初在 [Cymbalyuk & Shilnikov, 2005;
Shilnikov et al, 2005; Shilnikov & Cymbalyuk, 2005]
给出了在峰值流形 Mlc 上定位周期轨道和探测其局部

和全局分岔的正确信息。

最后我们想要得出另一个重要的结论: 已知小 ε

处的 HR 模型的一个简单的圆周期解为 ε-接近从快子
系统引入的尖峰流形 Mlc。它在 Mlc 上的位置取决于

x0。通过改变 x0，使其沿着Mlc 滑动。因此，为了定位

流形 Mlc，我们在周长上继续由全系统的周期轨道叶

状排列的相应分支。这意味着要在给定模型中定位和

检查慢运动流形 Meq 和 Mlc，不需要慢-快分解，而需
要继续给定系统的平衡和周期轨道的相应分支。同样，

这种方法对高维模型尤其有效 [Shilnikov & Kolomi-
ets, 2008]，包括 14D 标准水蛭心脏中间神经元和 13D
皮质神经元模型 (例如)。
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图 6. (a) 慢零斜线 z′ = 0 与 (z, x) 投影中的平均分支 ⟨x⟩ 的交点是系统 (5) 的平衡状态。函数的右边图如 (b) 所示，对于 (a) 中
相同的分岔参数 x0 的三个不同值。函数的零是 (5) 的平衡态，对应于 HR 模型在尖峰流形 Mlc 上的周期轨道。点/轨道在 z 中
的稳定性取决于 ⟨R⟩ 的图在给定的零点是否减小。当函数没有 0 时，比如在 x0 = −2.0 处，那么 HR 模型就会爆发。

4. 快慢现象中的爆发

HR 模型描述了方波爆发在霍奇金-赫胥黎类型的
各种神经元模型中自然发生所需的最典型的慢流形配

置之一 [Bertram, 1993; Chay, 1983, 1985; Butera,
1998]，见图1。首先，静态流形模型需要独特的 Z-形状。
其较低的 (稳定的)分支对应于神经元的超极化静止状
态。上面的去极化支路在这种构型中是不稳定的，并且

被快速子系统的稳定极限环所构成的穗状流形 Mlc 所

包围。这个流形通过发生在快子系统中的同斜分岔而

终止。在超极化褶皱与此同斜点之间，系统产生了一

个滞后而产生了冲击。在爆发体系中，HR模型的相点
在达到各自的终点后，在峰值的 Mlc 和静止的 Meq 流

形之间反复切换。此外，对于 (1) 的通过解，两个流
形都必须是瞬态的。对于 Meq，这意味着缓慢的零斜

线没有从超极化折叠点的右侧通过它，而是穿过 Meq

下面的 Mlc 的中间鞍支。后一个条件保证了 Mlc 对于

模型的轨迹也是瞬态的，当它绕着 Mlc 时，它会缓慢

地平移到与前面提到的同斜分岔相对应的边缘。因此，

从Meq 上的低点向Mlc 的快速跳跃表明了爆发的尖峰

期的开始，随后是爆发间阶段，当相位点沿着 Meq 向

同斜分岔后的褶皱缓慢漂移时。相位点围绕尖峰流形

Mlc 的完整旋转数给出了脉冲内尖峰数，见图1和图8。
因此，所描述的慢流形的配置可作为爆发的几何范式

[Rinzel 1985; Rinzel & Ermentraut, 1989; Bertram et
al, 2000; Izhikevich, 2000]。很明显，当像图7中那样在

尖峰流形上有一个周期轨道时，那么模型反而是紧张

性发射的。下面我们将讨论当参数 x0 降低时，主力性

峰值活动转换为爆发的方式。显然这是伴随着周期轨

道的消失。我们将在 HR 模型本身中考虑这类自然原
因的例子，以及只有在相应修改其缓慢方程之后才在

模型中实现的一些其他特殊机制。

我们可以看到，相位点在 Mlc 附近的匝数，或每

次爆发的尖峰数，是由它从 Meq 上的超极化褶皱漂移

到 M1c 上的同斜边所需的时间决定的。反过来，这个

时间，或爆发持续时间，由平均方程 (5)来计算。简单
地说，它取决于图6(b) 中 ⟨R⟩ 的图大于零的距离，或
者由缓慢的零斜 z′ = 0 和分支 ⟨x⟩ 之间的距离决定。
通过模型的特殊构造，函数 ⟨R⟩ 可以保持正，但只有
在同斜分岔附近才接近零。这意味着对于给定的线性

慢零斜线，在模型中没有有效的调节爆破节律发生的

机制，除非它的形状以某种方式改变，或与我们在本

文最后一节中建议的不同。调节爆发活动的时间特征

还有一个简单的解决方案，即降低小参数 ε，以延长爆

发的峰值周期。然而，这也要付出代价，因为间隔爆发

时间也会按比例增加。

总之，我们指出在 HR 模型中也存在其他类型的
爆发，如高原状振荡。这不是通过子系统之间的相互作

用实现的，而是完全通过快速子系统中的变化实现的，

参见图2(a)和图2(d)。此外，在过渡时可以观察到两种
类型的爆发之间的混沌改变。新的爆发持续时间是原

来的两倍; 这一事实在 [Bazhenov 等人，2000] 中被解
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图 7. 图 6(a) 的三维版本。蓝点是 HR 模型稳定周期轨道的重心，在 x0 = 1.8 处，描述在主调峰值流形 Mlc 上。它位于慢零斜
线 z′ = 0 与平均空间曲线 ⟨x⟩ 的交点附近。当相位点绕 Mlc 旋转时，只要它在 z′ > 0 的空斜之上，就会被流向右推，当它在空
斜之下时就会被推回左。当这些相反的力被抵消时，相位点围绕“重心”旋转，即停留在所需的周期轨道上。

释为 HR 神经元之间的抑制突触耦合的结果。事实上，
这仅仅是模型的快速子系统和它右边多项式项的精细

选择的产物。

回想一下，慢动作流形 Mlc 的末端相位对于参数

a 的不同值是不同的。若 a = 1，那么这是鞍形的同

斜环，但是如果 a = 1.66，这是反向的 AH 分岔。从
图4可以看出某中间值 a = 1.2133�，z 通道与 (z, a) 参

数平面上的同斜曲线 HB 相切。这导致分支 Mlc 不再

是横向的，而是在连接点上与 Meq 的鞍状分支相切的

圆柱形。图8显示了由于这一事实，HR 模型中交替爆
发的两种类型。这种跃迁可以导致方波突发的一个非

常特殊的性质，即当围绕 Meq 的相位点恰好经过快分

系统的鞍部时，它可以沿着鞍部分支一直走到上面的

去极化折叠点。在此过程中，相点最终会在 Meq 的沉

积和超极化分支上产生零星的快速跳升。事实上，这种

轨迹行为呈现了另一种鸭翼，即不稳定分支的特殊解，

正如它们现在被广泛理解的那样。

5. 庞加莱映射

在本节中，我们开始研究模型中从强韧峰值活动

到方波爆发的转变，并揭示其背后的全局分岔。在这

个 [Wang, 1993] 以及许多其他 HH 模型中，过渡的
特征是它发生在狭窄的 (在参数意义上的)混沌窗口内
[Terman,1992]。因此，我们需要比平均方程 (5) 更先
进的工具来理解模型中的混沌动力学。虽然可以很好

地解释周期轨道的稳定性和局部分岔，如周期轨的鞍

点，但平均方程对于包括倍周期在内的其他分岔就变

得不那么有用了。相反，我们展示了这个单一方程可

以转换为一维 Poincaré 映射的方法 [Shilnikov et al.,
2001; Shilnikov et al., 2005; Medvedev, 2006] 处理周
期加倍分岔异常好。

Poincaré 映射技术被证明是在分岔理论以及许多
其他动力学领域中非常有效的方法。在慢-快系统框架
中，这种映射是由描述轨道行为不同阶段的 Poincaré
映射的几个连续分段的组成。因此，对应于慢动作的

Poincaré映射通过 (5)计算，而对应于快跳的映射在 �
中的一阶由快子系统在临界值处的积分决定。通常，最

技术性的部分是计算在慢速和快速运动分支之间的转

换附近的 Poincaré映射，这里所谓的“放大”方法 [Du-
mortier & Roussarie, 1996; Krupa & Szmolyan, 2001]
或缩放范式方法将被用于类似于 [Terman, 1992; Deng
& Hines, 2002]。事实上，这种组合技术与研究同斜分岔
的一返回映射非常接近 [Shilnikov et al.，1998,2001]，
在研究同斜分岔的一返回映射时，对平均技术进行了

改进，得到了一维 Poncaré映射，以检验慢快系统中的
蓝天分岔 [Shilnikov et al.，2001;Shilnikov et al.，2005]。
该方法首次在 [Shilnikov 等人，2001;Shilnikov 等人，
2005c] 中出现，让我们定义一个空间曲线 Mlc 上的一

维 Poincaré映射，该空间曲线Mlc 在脉冲流形Mlc 上，

它横向于系统的振荡轨道; 例如，在最小值处 x′ = 0。
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图 8. 方波爆发 (图 1) 在尖峰流形 Mlc 与 Meq 的中间鞍支相切，并通过 Meq 去极化支上的反向 Andronov-Hopf 分岔进一步终
止后，方波爆发 (图 1) 成为一个类高原爆发。爆发的形式和它们在波列中的持续时间变化混乱。观察相位点在接近鞍点后跟随中
间支路时的脉冲窗口。

然后将映射重构为:

zn+1 = zn + ε ⟨R (zn, x0)⟩T (zn) + o(ε) (6)

形式上，这是将平均微分方程 (5)写成差 1的形式，其
时间步长等于未摄动系统中形成 Mlc 的轨道的周期。

具体来说，它的主要特征是基于轨道周期对 z 的依赖:
当轨道流入同斜环时，它的增长没有上限。

让我们研究一下 Poincaré 映射 (6) 的一些性质。
第一个性质很明显: 它的不动点是图7所示函数 ⟨R⟩
的同一个零点。可以看到映射图主要是由 ⟨R⟩(来自
图6) 和周期 T (z)(来自图3) 的乘积决定的，由小参数
加权。已知周期在鞍点同斜分叉处以对数速度增加为

− ln (zh − z); 这里 zh 是 HR 模型中同斜鞍的坐标。

让我们讨论一下对应于 HR模型的 Poincaré映射
的演变，当 x0 为 ε = 0.01 而减少时，参见图9。它的
单不动点先稳定，再通过双牙周分叉失去稳定。当它靠

近地图上较陡的部分时，就会发生这种情况，该部分的

垂直部分被解释为马鞍的同斜环。回想一下，周期 T

变得无限大，而函数 ⟨R⟩ 仍然是有限的，并且在同门
诊分岔之前取负值。这是必要的，因为它使映射图变

得向下凹，并且当 zn 接近同斜值时具有无限陡峭的负

斜率。

就在倍周期分岔之后，该模型触发了可以称为二

联的尖峰，然后在第二个倍周期分岔之后触发了四联，

以此类推，直到它的动力学变得混乱，出现了不规则

的脉冲，尖峰的数量不可预测。如果爆炸轨道靠近固

定点，这个数字就会增加。注意，与经典抛物线情况不

同的是，在这种情况下，倍增周期级联在系统开始爆发

之前可能是有限的。

倍周期级联，无论是否完整，都是方波爆发类神经

元模型中在主音尖峰活动向爆发活动过渡过程中的常

见现象 [Wang, 1993; Chay, 1983, 1985; Rowat et al,
2004; Medvedev, 2006]。我们强调，其原因不仅限于终
止同宿分岔的情况 [Shilnikov & Rulkov, 2003; Deng,
2004]; 例如，在心脏中间神经元的简化模型 [Cymba-
lyuk & Shilnikov, 2005] 中，在破裂出现之前的完全周
期加倍级联是由于主音峰值流形 Mlc 上的折叠，而这

可能导致环面分岔 [Shilnikov & Rulkov, 2004]，如果
快子系统是一个更高的 (3 个或更多) 维 [Cymbalyk &
Shilnikov, 2005;Kramer et al, 2008]。
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图 9. ε = 0.01 时的 1D Poincaré 映射，它被选择为相当大的视觉清晰度; 在较小的值时，映射图与等分线无法区分。(a) 在
x0 = 0.5 处的 Poincaré 映射: 它的稳定不动点对应于当 x0 进一步减小时流入鞍的同斜环 (对应于垂直斜率) 的稳定周期轨道。(b)
在 x0 = (−0.5,−0.8,−0.9,−1.0) 处的映射: 随着其图形变得更陡，不动点通过周期加倍分岔失去稳定性。图 (c) 显示了收敛到稳
定不动点的瞬态迭代。在它变得不稳定之后，当爆发轨道接近这个排斥不动点 (d) 时，系统可能会爆发，每次爆发都有不可预测的
峰值数量。

6. 同宿分岔

我们之前说过方波爆破的形成机制 [Rinzel,
1985;Bertram et al . 2005]，或者“折/同宿”爆发
[Izhikevich, 2001] 与 HR 模型的慢子系统中发生的
同宿分岔直接相关，该分岔发生在某个 zh 处。当慢

零斜线穿过鞍处的分支 Meq 与对应坐标 zh 的分支

Meq 时，整个模型在某临界值 x0 处的主调峰值与爆

发活动之间的过渡处发生关联分岔。从一般的角度来

看，这是一种特殊的余维-2 同宿分岔的简并类型称为
轨道翻转，参见 [Shilnikov 等人，2001] 在其中的参考
文献中对 cod-2 同宿分岔的详细描述。方法和结果来
自 [Shilnikov, 1986, 1993; 罗宾逊,1989;Rychlik, 1990;
邓,1993;Shilnikov 等人，1993] 也可以直接应用于研
究慢-快系统中的同宿分岔。这种同斜分岔的特征包括
倍周期分岔，并因此很好地解释了在许多方波爆发模

型中从周期性强音尖峰过渡到爆发的混沌动力学的开

始。

让我们从平面情况 ε = 0 开始，在这种情况下，

稳定的周期轨道变成马鞍平衡态的同斜环。用 −λ1 <

0 < λ2 表示它的特征指数; 它们必须满足一个条件:
鞍点值 σ1 = −λ1 + λ2 < 0 或索引鞍点索引 ν =

|λ1| /λ2 > 1[Shilnikov et al, 199,2001]。使用简单的
一维 Poincaré 映射来检查非漫游集 (包括周期轨道)
在鞍环附近的分岔:

x̄ = µ+Axν , (7)

其中分离系数 0 < a < 1 的条件在平面上成立; 这里 µ

是一个小的分岔参数，局部控制在马鞍附近，它的稳定

和不稳定流形之间的距离。Leontovich[1951] 表明，当
鞍点不共振时，即 σ ̸= 0(或 ν ̸= 1)，则此 co 维度-1
同宿分岔在平面上产生一个单一极限环。如果 σ < 0，

则此循环是稳定的。让我们检验 varepsilon ̸= 0 的整

个 HR 模型中的同斜鞍。正如我们前面所说 (回想一
下，参见图 5)，除了“快速”的不稳定特征指数外，马
鞍还会得到另一个 λ3 ≃ ε。这使得拓扑类型 (1, 2) 的

鞍在 R3 中; 即它有一个一维稳定的 W s 和一个二维

不稳定流形 W u。Shilnikov[1965] 表明，在 R3 及更高

的条件下，一个编码维数为 1 的同宿分岔产生一个周
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期轨道必须另外满足两个条件:(1) 和前面一样，鞍值
σ = −λ1 + minλ2,3 ̸= 0;(2) 稳定分离矩阵沿 minλ2,3

确定的领先方向返回马鞍为 t → −∞; 最后 (3) 分离
系数 A ̸= 0。最后一个条件解释如下: 如果 a > 0，2D
不稳定流形的闭包与一个圆柱同构，如果 a < 0，闭包

与一个 Möbious 带同构。这也意味着新生的周期轨道
将分别有一对正或负的 Floquet 乘子。同斜分叉的进
一步细节可在 [Shilnikov 等人，2001] 中找到。
当上述条件不满足时，同斜分叉退化，其余维增加

到 2。例如同斜共振鞍的展开包括周期轨道的鞍-节点
分岔 [Shilnikov, 1986, 1992; Nozdracheva, 1992; Chow
et al, 1990]。
若破坏了第二个或第三个条件，当 σ > 0 分别导

致了叫做倾斜翻转和轨道翻转的分岔。两者的作用相

似，因此有相似的展开，包括倍周期，鞍结和次级同宿

分叉。

很明显，当 ε变为非零且保持较小时，鞍的领先不

稳定方向发生变化，使得一维稳定分线开始在逆向时

间沿切于 Meq 的分支方向回归平衡状态。因此，ε = 0

对应一个单一的轨道翻转分岔。图10和12显示了同斜
环在 ε 从 0 增加时的转换阶段。观察图10中 ⟨x⟩ 的投
影可以被误解为在充力峰值流形 Mlc 上的新褶皱，这

对应于快子系统中极限环的新的鞍-节点分岔。
下面让我们考虑将上述 Shilnikov 定理应用于远

离轨道翻转分岔的 HR 模型。为了确定同斜环产生的
周期轨道的稳定性，我们必须对系统中的时间进行反

转。之后鞍点变成 (2, 1) 类型，即有一维不稳定流形，

沿与 Meq 中间支路相切的方向返回鞍点。第一个鞍值

σ 然后被计算为 λ1 + ε > 0; 第二个鞍值 σ2 = σ + λ2

的正性意味着三维相体积的扩展。因此，只有鞍形周

期轨道才能从同斜环中出来。这个周期轨道在时间变

回后仍然保持马鞍型。有人可能会想，轨道是如何稳

定的，远离同斜鞍形轨道，在分岔之前变成鞍形轨道

的? 从图10中可以看出，平均分支 ⟨x⟩ 与慢零斜线的
交点一直贯穿同斜分岔。这就排除了鞍结分岔的可能

性。然后，我们的选择范围缩小到倍周期分岔，图 8中
的映射证实了这一点。因此，当交点经过图10中的折叠
点时，周期轨道通过倍周期分岔 (图9)失去稳定性。通
过重复这些论点，我们断言新诞生的稳定周期-2 轨道
可能不会在类似的同斜分岔中消失，然后应该很快也

会发生另一个倍周期分岔，以此类推。这一观察结果

很好地解释了通过同斜分叉从强韧突波过渡到突发性

突波时经常观察到的短周期加倍级联现象。

例如，从图2(c)和图2(d)和图10中可以看到，平均
分支 ⟨x⟩ 原来终止于 Meq，并且在 ε = 0 处垂直切线，

现在在 varepsilon ̸= 0 处切线为 Meq。而且，它可以

从任意一侧摆动进入马鞍平衡态。根据 Eq.(7)(见 8)，
这意味着在有向的“+”到无向的“-”情况下分离矩
阵值 A的符号发生了变化。图 12说明了这一点:位于
z = zh 平面上的同斜平面轨道变成了一个空间曲线，

当 t → −∞与Meq 相切时进入鞍形，因为 ε = 0.0127。

最后，我们推测，这个奇异轨道翻转分岔的展开可

以用以下 1D Poincaré 映射充分解释 [Shilnikov et al,
2001; Shilnikov & Turaev, 2008]:

x̄ = µ± εxε +Axν , (8)

其中新的小项是由于奇异摄动，而第二个是来自快速

子系统的遗迹。由于 ± sign 的存在，该同宿分岔的展
开包含了三条分岔曲线，分别对应于周波加倍、鞍节

点和次级同宿分岔 [Shilnikov et al, 2001]。这种奇异映
射的一个特征是混沌动力学，如图13所示。这一分岔是
在 Meq 上极化折叠点发生 Shilnikov 鞍焦点的第一步
[Deng & Hines, 2002]。

7. 相异分岔

7.1. 融化流形

让我们回到图1，图1显示了在 ε = 0.002 时 HR
模型中典型的方波爆发。我们可以看到，这个小参数

每次爆发给出大约 5 个峰值，这是在 Mle 附近相位点

的完整旋转数，而它的 z 分量从 Meq 上的低超极化褶

皱通过 Mlc 的同斜楔增加。增加 ε 应该会减少这些断

点之间的飞行时间。然而，这似乎是正确的，只是远

远不是爆裂和紧张性尖峰之间过渡的同斜分叉。的确，

在 ε 较高的值时，同斜轨道扭转使 Mfc 看起来像在端

点之外得到某种“下巴”，见图14。这导致了由这一分
岔诱导的更发达的查子的出现，当相点更接近现在不

稳定的尖峰周期轨道时，爆发获得更多的尖峰 (图11)。
进一步增加会导致更加矛盾的结果，即混沌爆发获得
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图 10. (a) 尖刺歧管 Mlc 的平均分支 ⟨x⟩ 与 ⟨z⟩ 对应，为 (a) ε = 0.001，(b) ε = 0.004，(c) ε = 0.008 和 (d) ε = 0.0127。⟨x⟩ 上
折叠的形成可能被误解为 Mlc 上的鞍点分岔; 实际上，当同斜轨道经历轨道翻转分岔时，这就是这个分支投影到 (z, x) 平面的方
式。当 ⟨x⟩ 的慢零斜交点低于折叠点时，相应的周期轨道发生周期加倍分岔。

阈下振荡，如图15所示。为了找出其原因，我们应用
参数衰减技术来确定峰值流形 Mles，如图14和图15所
示。我们称其为熔化流形，类似于 S.Dali的绘画。导致
Mle 形状急剧变化的原因是类似的: 在 ε = 0.02 x0-参
数路径不再由即: 在 ε = 0.02 x0–参数路径不再由用
于终止周期轨道分支的参数空间。现在 Mlc 通过围绕

Meq 的下褶的 Andronov-Hopf 分岔结束 (见图6中的
分岔图和那里的讨论)。这个 AH 分岔是快子系统和慢
子系统动态交互的结果。动态地说，这种爆发活动具

有相当大的振幅阈下振荡，然而，由于特征空间或发

生 AH 分岔的局部中心流形与 x-轴正交，在 x-变量上
的投影具有相当小的量级，如图15所示。通常称为混合
模式振荡。

7.2. 蓝天灾难

由于 HR 模型的慢零斜线在 x 和 z 上都是线性

的，因此其图形是模型三维相空间中的一个平面。由

于这种线性，寻找模型的周期轨道并不困难:零斜线与
空间平均曲线 ⟨x⟩ 产生所需轨道的重心。自从 ⟨x⟩ 由
于同斜分岔的存在，从 AH分岔开始向终点下降，始终
存在单一交点。这就排除了在强韧刺突流形 Meq 上存

在鞍-结分岔的可能性，这种分岔可能会导致模型中非
常奇特的分岔，并可能意味着长时间的爆发，以及模型

中强韧刺突或去极化沉默和爆发活动的共存 [Cymba-
lyuk & Shilnikov, 2005; Shilnikov et al, 2005; Shilnikov
& Cymbalyuk, 2005]。

第一个机制描述了在给定环境下神经元模型中

峰值和爆发之间可逆和连续的转变，该机制基于一

种代号为“蓝天突变”的分型 [Shilnikov & Turaev,
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图 11. 轨道翻转分岔: 在有向、A > 0 和无向、A < 0 的情况下，不稳定分岔从强稳定 (非前导) 流形 W ss 的任意一侧进入鞍形。
在相应的 Poincaré 映射中展开的分岔显示了鞍-节点分岔、倍周期分岔和次生同斜分岔 [Shilnikov et al, 2001]。

199,2000; Shilnikov et al.，2001]。在参考文献 [Shilnikov
et al, 2005c]中给出了奇异摄动系统中蓝天大灾难的严
格证明和三种情景。

如果通过改变慢方程来改变慢速零斜线的线性形

状，则会在 HR 模型中发生蓝天灾难：

ż = ε

(
s (x− x0)− z − α

(z − z0)
2
+ 0.03

)
(9)

使缓慢的零斜线获得一个“驼峰”，见图16; 这里 α 调

节它的高度，而 z0 决定它沿 z-轴的位置。通过改变 α，

我们控制了当驼峰穿过平均分支 ⟨x⟩ 时发生的鞍-节点
分岔 (因为驼峰设置得足够窄)。通过提升慢零斜，我
们得到了两个新的交点，因此在尖峰流形 Mlc 上有两

个新的周期轨道。回想一下，Mlc 在 (x, y)-子空间中是
稳定的，因为它由快速子系统的稳定极限环组成。就 z

中这些轨道的稳定性而言，一个是稳定的，另一个是不

稳定的。这使得第一个周期轨道在相空间中是稳定的，

而第二个周期轨道是马鞍型的，具有二维的稳定和不

稳定流形。局部，Mlc 表示鞍轨道的不稳定流形。很明

显，当驼峰降低，不留下交点时，流形 Mlc 就准备爆

发了。

周期轨道的局部鞍结分岔只构成了慢-快系统中蓝
天巨灾的第一个组成部分。R3 中的一个简单鞍节点周

期轨道有两个惟一的流形。强稳定流形 W s 在鞍点轨

道附近局部划分为两个区域:节点和鞍点，如图 17(左)
所示。在节点区域，轨道被吸引到鞍节点周期轨道上。

在鞍区，周期轨道相互排斥。它的不稳定流形 W u 由

向后时间中被吸引到周期轨道上的轨迹组成。在前进

的时间里，W u 上的一个相位点沿着爆发路径: 当它绕
着 Mlc 转动时，它缓慢地向右漂移，然后落在 Meq 的
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图 12. (上)(x, y) -鞍点 (x, y) -“平”同斜环在 ε = 0 处的演化阶段，因为小参数从 0.002, 0.004, 0.008, 0.001 增加到 0.0127。同
斜轨道在 2D 不稳定流形 Wu 为 t → −∞ 时发生了一个轨道翻转分岔，改变了一维稳定分岔入鞍的方式: 由于参数小，稳定的前
导不稳定方向切线 Meq 由特征指数决定。这里 WL

0 表示未摄动摄动模型中马鞍的前不稳定和稳定特征向量张成的前导子空间。

图 13. 1D Poincaré 映射 (8) 中的混沌。左侧分支是由于通过低超极化分支形成间爆发周期的再感染机制所致。从图中可以看出，
当相点接近不稳定不动点时，“规则的”四尖峰爆发变为混沌。
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图 14. (左)ε = 0.0127 时模型的同斜混沌爆发。(右)HR 模型中在 ε = 0.02 处的“融化”强调音尖峰流形通过靠近下褶皱的鸭翼
启动 AH 分岔终止。

图 15. AH 分岔附近快慢时间动力学相互作用引起的混沌爆发。

图 16. 把慢零斜的驼峰抬高，就产生了慢零斜与平均支路 ⟨x⟩，并由此产生了稳定和鞍形周期轨道在尖峰流形 Mlc 上的出现。
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图 17. (左)Shilnikov 和 Turaev 提出的蓝天灾难的构形，来自 [Shilnikov et al, 2001]。(右)HR 模型在 ε = 0.002, x0 = −1.4�α =
0.0083, z0 = 0.9 时的蓝天巨灾。当经过鞍节点周期轨道的幻影时，爆发的那个获得了更多的尖峰，从而提高了它的周期。爆发间
隔几乎保持不变。

超极化分支上，沿着它向左滑向褶皱，从那里它起飞落

回到 Mlc 上。相位点落在鞍节点周期轨道左侧的 Mlc

上，对于蓝天突变是必要的。这可以通过移动驼峰到

Meq 上相对较低的折叠位置来实现。因此，不稳定流

形 W u 与鞍节点周期轨道同斜; 这是这场蓝天大灾难
的第二个组成部分。

因此，在某 α0 的分岔处，系统具有鞍节点周期轨

道 Lsn，其二维不稳定流形W u 返回周期轨道，在强稳

定流形 W ss 左侧的节点 (吸引) 区域进行无穷次旋转。
当我们降低 α < α0 的驼峰时，切线消失了，鞍-节点周
期轨道消失了。蓝天分岔具有沿 Meq 超极化分支的横

向强收缩特性，该分支由 HR 模型的慢子系统的稳定
平衡所组成，它导致了一个新的周期和长度无限的稳

定周期轨道的出现。周期爆发的无限周期是由于相位

点缓慢通过消失的鞍形 ode轨道的“幻影”。这与模型
中的长爆发相对应。系统离分岔越远，爆炸轨道越短。

因此，通过接近或离开分岔值，我们可以很有效地控制

爆发持续时间，其取值为 1/
√
α− α0 遵循鞍节点分岔

定律。控制爆发持续时间已经被证明是中枢节律发生

器节奏发生的关键技能 [Belykh & Shilnikov, 2008] 和
[Shilnikov et al.,2008]。注意，这些操作不影响爆发间
隔。因此，通过改变系统的单个参数，可以实现从爆发

到持续尖峰的连续过渡。

7.3. Lukyanov–Shilnikov 分岔和双稳态

蓝天灾难发生在慢速时滞系统参数空间的一个码

次面上。该曲面的边界对应于相位点从流形 Mex 超

极化分支的低叠点跳到快速振荡曲面 Mle 上鞍节点周

期轨道的强稳定流形 W x8 上。这种构型导致了慢-快
系统中 Lukyanow-Shilnikov 分岔的发生 [Lukyanov &
Shilnikov, 1978]。这导致了庞加莱同斜轨道的出现，在
系统中引起了复杂的位移动力学。在奇摄动系统中，同

斜纠缠的大小约为 ∼ e−1/ε，这使得混沌动力学很难被

探测到。然而，这种分岔的另一个更明显的特征是 bj-稳
定性，即峰值稳定周期轨道与大爆发轨道共存 [Cym-
balyuk & Shilnikov, 2005; 希尔尼康等，2005;Cymba-
lyuk 等，2005]。HR 模型的图 19 说明了这种双稳定
性。当爆炸轨迹与分离鞍形周期轨道成为同斜轨道时

(图 20)，该双稳定性就被抓住了。此外，爆发的周期随
着 |ln (α− α0)| 的对数快速增加，就像鞍轨道的所有
ld -1 同斜分岔一样。这一观察结果将有助于我们区分
神经元模型中神经张力峰值和爆发之间的各种过渡。

Lukyanow-Shilnikov 分岔描述了一个稳定周期轨
道与一个马鞍周期轨道的合并，前者表示系统中的进

补峰值振荡，后者具有横向同斜轨迹，表示极限下的

爆发。这意味着在关键参数值时，系统将表现出混沌

间歇性，即在最终稳定为周期性峰值之前，产生一个

任意长的脉冲特征，每个脉冲中有不可预测的数量变
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化的峰值。这种间歇性也是 Smale 马蹄动力学的结果
[Gavriloy & Shilnikov, 1973]。
由于 R3 中两个 2D 曲面的典型交点是横向的，

非中心同斜连接到鞍节点轨道的存在不会提高这个

分岔的余维。分岔的展开如图18(右) 所示。这种分
岔最好的描述方法是在周期轨道横向的截面上使用二

维 Poincaré 映射定义。周期轨道撞击横截面的点是
Poincaré 地图上的一个固定点。不动点的稳定性与周
期轨道的稳定性相匹配。在鞍周期轨道的情况下，有

一个乘子等于 +1 的不动点; 这发生在图18的分岔曲
线 SN 上。
由于鞍节点不动点具有由其不稳定强稳定流形的

横向交叉产生的非中心同斜轨道，因此鞍节点不动点

解耦后将继承横向同斜结构; 这意味着对于楔体内 SN
以上的参数值，系统必须具有复杂的位移动力学。它

的边界对应于鞍形不动点的稳定流形和不稳定流形之

间的第一次和最后一次接触。由于鞍点的稳定流形和

不稳定流形的横向交叉，该区域的这种动力学与 Smale
马蹄的存在有关。当这两个点通过鞍-节点分岔消失时，
双曲子集仍然存在，因此在指示扇形下的参数区域仍

然可以观察到复杂的动力学。它是同斜鞍结分岔的主

要特征。

HR模型的双稳定性如图19所示。根据初始条件的
不同，如果初始点在稳定周期轨道的吸引域内，系统可

能产生进补峰值，否则系统可能产生爆发活动。鞍形周

期轨道将两种体系的吸引域分开。

当 α 参数增大时，稳定周期轨道与不稳定周期

轨道之间的距离增大，使得鞍轨道的不稳定流形不再

与稳定轨道的吸引盆相结合。在这里，模型能够在转

换为周期性峰值之前产生任意长的混沌爆发序列，如

图20所示。观察到，随着相位点靠近鞍形周期轨道，控
制参数向两种状态之间的过渡值移动，爆发相位持续

时间可能增加，但没有上限; 与以前一样，这不会影响
爆发间隔。

模型中的这种间断发生在图18中相应的边界 B1

和 B2 之间。这是由于同斜摆动而产生的复杂位移动

力学的另一个结果。在奇摄动系统中，与间歇相对应

的参数区间的宽度很小。此外，它与不稳定流形的管

径 W u 成正比，当它回到鞍节点周期轨道时，管径不

断缩小。回想一下，Meq 的低超极化分支是由 HR 模
型的快子系统的稳定平衡组成的。根据 Liouville定理，

用 e−λτ 给出了体积压缩的估计，其中 τ 是爆发间区

间，−λ是构成Meq 这支的稳定平衡的最大 Lyapunov
指数。这使得在一个缓慢快速的系统中发现间歇性很

难，但却是值得的。
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图 18. (左) 具有非中心同斜轨道的鞍节点周期轨道 Lsn: 它的不稳定流形 Wu 横过它的非前导或强稳定流形 W ss 回到轨道。后者
将分岔周期轨道稳定的节点区域 (在 W ss 的左边) 与鞍区分开。(右)lukyanov -Shilnikov 分岔的部分展开。这里的稳定不动点和
鞍形不动点对应的是相同类型的周期轨道。两条分岔曲线 B1 和 B2 分别对应鞍轨道稳定流形和不稳定流形之间的主同斜切线和终
同斜切线。简单地说: 在 B1 的右侧，系统显示双稳定性，而在 B2 的左侧，主音尖峰吸引子支配着动态。在这两者之间，动力学
为有限位移型，即系统产生混沌爆发行为，或早或晚终止于规则的进补峰值。当分岔曲线 SN 下的鞍节点消失后，复杂动力学依然
存在。段的尺寸为到达鞍节点轨道时的不稳定流形的尺寸 Wu。来自 [Shilnikov 等人，2005]。

图 19. HR 模型中滋补峰值与爆发的共存。这种类型的行为发生在图 18 中分叉曲线 B2(图2) 的左侧。
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图 20. 瞬态爆发变成主音尖峰: 在 α = 0.02 和 z0 = 0.5814335 时，在模型进入主音尖峰之前生成了许多爆发。这对应于图 18 中
的插图 3。
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