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摘要 [Abstract]
在单个神经元和神经网络的现实模型中，如何理解不同的活动模式之间过渡的开始和其一般机制，为应用

动力系统的理论提出了一个挑战。我们使用三个慢-快神经系统的例子来演示一套新的计算工具来研究不同的神
经元系统。

1 引言
大多数神经元表现出膜电位的振荡或内源性或由于外部扰动。神经元动力学的主要振荡活动，如紧张性峰

值和爆发，是基于霍奇金-赫胥黎形式主义 [1]的模型。从数学上讲，这种基于电导的模型属于一类特殊的具有
至少两个不同时间尺度的动力系统，即所谓的慢速系统 [2–8]。爆发是一种具有在不同时间尺度上运行的子成分
的慢速动力学的表现。神经爆发是一种模块化的活动，由各种限制分岔组成，对应于快速子系统的振荡和平衡
状态，并通过它们之间的瞬态连接。使用普通的数学方法，我们可以更好地理解单个和耦合神经元模型中爆发
振荡的基本开始。爆发机制及其转换的研究需要非局部分岔分析，这是基于对庞加莱回归图的推导和进一步的
检验。

2 水蛭心脏间神经元的霍奇金-赫胥黎型模型
我们的第一个例子是心脏间神经元模型 [9–12]，由霍奇金-赫胥黎方程表示 [1]，并不是每个数学家都熟悉

它。它的方程看起来太详细：

C
dV

dt
= −INa − IK2 + IL − Iapp − Isyn,

IL = ḡL (V − EL) , IK2 = ḡK2m
2
K2 (V − EK) ,

INa = ḡNam
3
NahNa (V − ENa) , mNa = m∞

Na(V ),

τNa
dhNa

dt
= h∞

Na(V )− h, τK2
dmK2

dt
= m∞

K2(V )−mK2,

(1)

其中 C = 0.5nF 为膜电容；V 为膜电位；INa 为缓慢失活 hNa 的快速电压门控钠电流 mNa；IK2 为激活
mK2 的持续钾电流；IL 为泄漏电流，Iapp 为恒定极化或外部施加电流。最大电导为 ḡK2 = 30nS, ḡNa = 200nS

, gL = 8nS，反转电位为 ENa = 0.045 V,EK = −0.070 V and EL = −0.046 V。门控变量的时间常数分别为
τK2 = 0.25sec和 τNa = 0.0405sec。门控变量 h∞

Na(V ),m∞
Na(V ),m∞

K2(V )的稳态值由以下 s型函数给出：

h∞
Na(V ) = [1 + exp(500(0.0333− V ))]−1

m∞
Na(V ) = [1 + exp(−150(0.0305− V ))]−1

m∞
K2(V ) =

[
1 + exp

(
−83

(
0.018− V +Vshift

K2

))]−1
.

(2)

其量 V shift
K2 是该模型的一个真正的分岔参数：它是与半活化钾通道对应的实验平均电压值 V1/2 = 0.018V的

偏差，即m∞
K2(0.018) = 1/2。Vshift

K2 的变化使缓慢的向
dmK2

dt = 0方向移动，见图 1。由于相位变量的时间常数的



3 FitzHugh-Nagumo-Rinzel模型

图 1: 模型 (1)的慢流形Mlc和零等值线：当参数 Vshift
K2 从 −0.026增加到 0.0018时，二维尖峰流形Mlc由从左到

右继续的周期轨道形成叶状。空间曲线 Vmin和 ⟨V⟩由周期轨道的最小坐标和平均坐标组成。Mlc胶合到静止流
形的超极化折叠，Meq，由 (2)的平衡态组成，其中平均值 ⟨V⟩的曲线终止。方程式的一个平衡态。(1)是给定
Vshift

K2 的Meq与慢零等值线（黄色）ṁK2 = 0的交点。还显示（红色）是制造Mlc的周期轨道的 v-最小坐标值的
曲线。这条曲线是用来定义庞加莱映射。

差异，快-慢系统范式适用于系统 (1)：它的前两个微分方程形成一个快子系统，而最后一个方程是慢方程。这种
系统的动力学已知的 [13]是由吸引构成活动模式骨架的慢动作流形的片段所决定的，并以其为中心。这些流形
是由快速子系统的极限集组成的，如平衡集和极限环，其中慢变量成为奇异极限中的一个参数。

一个典型的霍奇金-赫胥黎模型具有一对这样的流形 [14]：静态和紧张性尖峰，相应地用Meq 和Mlc 表示。
(2)的解决方案是在Meq的低、超极化分岔和尖峰流形Mlc之间反复切换，这代表了模型中的一个爆发活动。当
尖峰流形Mlc对于 (1)的解是瞬态的时，就像那些在图 2的周围的绕线，模型表现出规则的或混沌的爆发。否则，
模型 (1)有一个峰值周期轨道，通过鞍结点分岔在Mlc上出现，从而终止了爆发活动 [16]，或者两种机制可能在
[17,18]中共存。

对应于模型的周期轨道等等。一个多次绕 Mlc 和从 Mlc 往返的爆发轨道是一个更复杂的更长周期的轨道。
此外，在脉冲轨道增加跃迁时，爆发轨道可能变得甚至混沌，图显示这是由神经模型 (1)的鞍周期轨道对应的不
稳定不动点的同斜轨道（红色轨道）引起的。一维回归图的形状推断出，当它变得更陡峭，具有一个特征的尖点
形状时，模型将进入混沌状态。

3 FitzHugh-Nagumo-Rinzel模型
我们的下一个例子是 FitzHugh-Nagumo-Rinzel (FNR)模型，它是一个椭圆突发的数学模型（见图 3(B)）；由

[19]给出的方程：
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4 一维电压映射

图 2: （左上）在 Vshift
K2 = 0.0255处稳定峰值周期轨道峰值的四个 v-最小值对应于庞加莱映射的周期 4轨道。插

图 (C)和 (D)显示了电压波形。（右上）模型映射中的混沌峰值，且 Vshift
K2 = 0.0254。（下面）在峰值增加过渡变

得更加规则化，每个突发有大量的峰值。

v′ = v − v3/3− w + y + I

w′ = δ(0.7 + v − 0.8w)

y′ = µ(c− y − v)

(3)

这里，δ = 0.08, I = 0.3125是一个“外部电流”，我们设置 µ = 0.002来确定慢变量 y的速度；模型的分岔
参数为 c。
当 µ = 0时，慢变量 y被冻结。(3)中的前两个快速方程组成了描述一个弛豫振荡器的 FitzHugh-Nagumo快

速子系统模型，只要 δ 很小。这个子系统要么在稳定的极限环上表现出紧张性尖峰，要么在某些稳定的 y值上
在稳定的平衡状态上表现出静止。当一个不稳定极限环崩溃为平衡态时，快速子系统中平衡态的稳定性损失通
过亚临界安多诺夫-霍普夫分岔产生一个稳定的极限环。稳定极限环在 FNR模型中出现稳定和不稳定极限环。这
两个分岔，安多诺夫-霍普夫和鞍结点，都是描述椭圆突发的关键。利用传统的慢速解剖方法，可以通过在快速
子系统的扩展相空间中改变冻结的 y变量来定位极限环和平衡态的相应分岔。图 3显示了相空间中 FNR模型的
强性尖峰Mlc 和静止的Meq 的拓扑结构。

4 一维电压映射
回想一下，慢速系统的一个特征是它的解被限制在慢动作流形附近，即由平衡点和快速子系统的周期缺陷

组成的慢速流形附近。如果两个流形对于相应的神经元模型的解都是瞬态的，它就表现出爆发行为，即紧张性

2



4 一维电压映射

图 3: (A)拓扑的紧张性尖峰 Mlc，和静止流形 Meq。Mlc 上的折叠，对应于一个鞍结分岔，其中由周期轨道组
成的稳定（外）和鞍分支（内）合并。这个顶点，其中Mlc 的不稳定分支在Meq 处崩溃，对应于一个亚临界的
Andronov-Hopf分岔。空间曲线，用 V∗

max（绿色）和 ⟨Vs,u⟩ <Vs（蓝色和红色）分别标记，对应于周期内的 ∗和
周期轨道的平均坐标。平面 y′ = 0是缓慢的零等值线，上面（下面），模型解的 y分量增加（减少）。随着 c参
数的增加/减少，平面被升降。（右）随着 c从 c=−1增加到 c=−0.55的 1D指针回归图 T : Vn → Vn+1。下图对应
于模型中的静止和阈下振荡；上图对应于紧张性尖峰动力学，而中间图描述了爆发的分岔。图与双线图的交点
是映射的一个不动点。不动点的稳定性由图的斜率决定，即如果 |T ′| < 1，它是稳定的。

尖峰和静止周期的重复交替。否则，该模型证明了在主峰流形上存在一个稳定的周期轨道时，主峰活动，或者
当解被吸引到静止流形上的一个稳定平衡态时没有振荡。
该方法的核心是对低维庞加莱回归图的简化和推导，并伴随着对极限解的分析：固定、周期和同宿轨道，代

表了原始模型中的各种振荡。映射在计算神经科学中被积极应用，见 [21–24]和其中的引用。通常，这样的映射
是从电压轨迹中采样的，例如通过挑出连续的电压最大值或最小值，或峰值间间隔。由时间序列生成的映射的
一个缺点是稀疏性，因为构造算法只揭示了模型的一个周期吸引子，除非后者显示混沌或混合动力学产生大量
密集的游移点。

在 [25]之后的 [12]中提出了一种新的计算机辅助方法，用于构建神经元霍奇金赫胥黎模型的完整家族，见
上文。有了这样的映射，我们就能够详细阐述紧张性尖峰和爆发问题中的分岔，检测双稳定性，以及检查不稳
定集，它们是任何模型中复杂动力学的组织中心。利用这种方法，我们研究了水蛭心脏间神经元间模型中的复
杂爆发变换，揭示了复杂转变行为的原因是同宿轨道可以被小噪声大大放大 [11,20]。对映射的探究将帮助我们
在转换实际发生在模型中之前对转换做出定性预测。

电压间隔图的构造是一个两阶段的例行程序。首先，我们需要利用参数延拓技术在神经元模型中准确地分
离出慢动作流形Mlc。该流形由主尖峰周期轨道作为慢方程的控制参数组成。回想一下，它的变化，在模型的相
空间中提高或降低慢零等值线，不会改变快速子系统，因此确实保持了流形的完整。接下来在Mlc 上检测一个
空间曲线 Vmax，它对应于构成主压尖峰流形的所有周期轨道上的膜电位 Vn 的最大电压值，见图 3。
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5 示例 3：多功能 3细胞网络中的 2D循环图。

图 4: （A1/2）一维指针回归图的形状揭示了混沌混合模式振荡过渡时（MMOs）的潜在原因，该模型成为周期
性的MMOs，随后是 9次阈值振荡（B1/2）。（C1/2）对应于混沌和周期 4次阈值振荡的单峰图（D1/2）。

我们利用这些数据来进一步修正了集合Vn，通过积分模型在每个极大值附近的解，以找到模型的精确位置
转折点，由条件 V

′

max = 0决定。接下来，使用定义Vn的点作为初始条件来计算 (3)将保持在或接近Mlc。当在
电压轨迹中达到电压的连续最大值Vn+1 时，积分就停止了。图 4展示了随着 c参数的变化，一维映射的形状如
何以一种复杂的可预测的方式发生变化。从终点可以看出，该映射最初在右上角有一个稳定的固定点，它对应
于图 3(左)二维流形Mlc 外表面上稳定的强直脉冲轨道）。我们还可以从图 3（右）右下角的映射中预见到，神
经模型将经历阈下振荡的周期加倍分岔，随后是涉及阈下振荡和爆发的复杂混合模振荡。我们的预测由图 4来
说明和证实，即从图 3中采样了四个特征的一维庞加莱回归图。1D回归图图揭示了混沌混合模式振荡的根本原
因（MMOs）从紧张峰值爆发的 FNR-model (3)接下来成为周期性MMOs，并进一步过渡到混乱和常规阈下振荡
路线静止的阶段在一般椭圆爆发。

5 示例 3：多功能 3细胞网络中的 2D循环图。
许多有节律的运动行为，如呼吸、咀嚼、在陆地和水中的运动以及心跳（水蛭）是由称为中央模式发生器

（CPGs）的细胞网络产生的。CPG是一种细胞的神经微电路，其协同、非线性相互作用可以自主产生一系列多成
分/多节律性活动爆发模式，这些模式决定了动物的运动行为，包括人类 [29–35]。建模研究，现象学上的数学和
详尽的计算，已经被证明是有用的，以获得深入了解 CPGs[36–42]的操作原理。虽然已经开发了各种特定 CPG
的简化和可行的模型，但仍不清楚 CPG如何达到在自然 [43–47]中观察到的稳健性和稳定性水平。理解神经连
接功能进化的关键普遍机制、不同神经活动之间转换的分岔机制以及这些过程的精确建模为特别是应用数学和
所有计算科学带来了机会和挑战。

而专用 CPG产生单一模式，多功能或多态 CPG可以灵活地产生不同的节律，如时间上不同的游泳和爬行运
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5 示例 3：多功能 3细胞网络中的 2D循环图。

图 5: 基于GPU的交互主题工具箱 [58,59]计算研究 3细胞电路由突触耦合的 FitzhHugh-Nagumo, Hodgkin-Huxley
和 2θ-神经元，它可以生成 6（图中的 3）健壮的模式对应于稳定的固定点在 2d指针的回归映射组成细胞之间的
相位滞后。

动，以及水蛭 [48–50]中血液循环方向的交替。在 CPG网络的各种吸引子之间的切换会导致运动行为之间的切
换。每个吸引子都与一个在特定时间尺度上运行的确定节律相关，在构成神经元之间具有明确和稳健的相位滞
后。神经网络中同步节律的出现与耦合神经元的时间特征密切相关，这是由于突触耦合的内在特性和类型，可
以是抑制性、兴奋性和电性、快速和缓慢的 [51–55]。

我们开发了一个振荡网络的计算工具包，减少了 CPG网络产生的爆发和尖峰节律的发生问题，从而对振荡
神经元之间相位滞后的相应点回归图中的吸引子进行分岔分析。映射的相空间结构是 CPG独有的特征，并且它
公开了该网络的功能空间的所有特征。由 CPG（由耦合霍奇金赫胥黎型神经元 [56]系统表示）产生的重复节律
使用庞加莱回归映射，定义为组成神经元中脉冲/脉冲起始之间的相位滞后 (图 5)[43, 51–53, 57]。庞加莱回归图
Π : Mn → Mn+1 相位点Mn =

(
ϕ
(n)
21 , ϕ

(n)
31

)
的前进轨迹

{
ϕ
(n)
21 , ϕ

(n)
31

}
是通过在网络周期内标准化的每个周期中

的突发初始化之间的时间延迟 ∆ϕ
(n)
j1 =

τ
(n+1)
j1 −τ

(n)
j1

τ
(n+1)
1 −τ

(n)
1

(一维)定义的。它可以收敛到几个共存的稳定不动点，从而
表明给定的网络是多稳定的，或者一个稳定的环，对应于一个周期性变化的相位滞后的独特节律。这些是二维
环面回归图的吸引子，单一或多个，分别与多功能或专用的神经回路相关（图 5）。对于相位滞后的 2D回归图
Π : Mn → Mn+1 可以写如下：

ϕ
(n+1)
21 = ϕ

(n)
21 + µ1f1

(
ϕ
(n)
21 , ϕ

(n)
31

)
, ϕ

(n+1)
31 = ϕ

(n)
31 + µ2f2

(
ϕ
(n)
21 , ϕ

(n)
31

)
(4)

其中 µi表示耦合强度，fi是一些未确定的耦合函数，如 f1 = f2 = 0对应于它的不动点：ϕ∗
j1 = ϕ

(n+1)
j1 = ϕ

(n)
j1 。

这些功能，类似于相位复位曲线，可以从收集的已知轨迹的模拟数据中进行评估！
{
ϕ
(n)
21 , ϕ

(n)
31

}
.通过治疗 fi部

分 ∂F/∂ϕij，我们可以恢复“相电位”F (ϕ21, ϕ31) = C 决定耦合神经元的动态，找到其临界点与 FP吸引子，排
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斥和马鞍的映射，通过比例 fi 预测分岔由于失去稳定性，因此转换的节律结果网络作为一个整体。
有了这样的回归图，我们可以预测和识别一组稳健的结果在 CPG混合，抑制和兴奋，缓慢和快速的突触，分

别通过锁相或周期性变化的滞后对应于稳定的不动点和不变环的回归图。这个工具包可以让我们在有节律的结
果实际发生在网络中之前，先预测它们的分岔和转换。该方法还揭示了网络的能力以及其结果对耦合强度、布
线电路和突触的依赖性，从而使人们能够定量和定性地确定有节律的结果发生的必要和充分条件。使用图形处
理器单元 (GPUs)，使用多个初始条件（如图 5所示）对多稳定神经网络进行并行模拟，可以大大加快分岔分析
的速度，并将模拟时间减少到仅几秒钟。
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