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本文综述了神经元产生动作电位 (尖峰) 所涉及的分岔机制。我们展示了分岔的类型如何决定细胞的
神经计算特性。例如，当稳态接近鞍-结点分岔时，细胞可以以任意低频发放全有或全无尖峰，它具有
明确定义的阈值流形，并且充当积分器；即输入脉冲的频率越高，它放电的越快。相反，当稳态接近

Andronov-Hopf 分岔时，细胞在特定频率范围内发放，其尖峰不是全有或无，它没有明确定义的阈值
流形，它可以响应抑制脉冲充当谐振器；即它优先响应输入的某个 (共振) 频率。增加输入频率实际上
可能会延迟或终止其触发。

我们还描述了神经簇发放现象，使用几何分岔理论扩展了现有的簇发放分类，包括许多新类型。我

们讨论了 burster 的类型如何定义其神经计算属性，并且我们展示了不同的 burster 可以不同地交互、
同步和处理信息。
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到目前为止，我们已经考虑了假设神经元的所有

参数都是固定的尖峰机制。从现在开始，我们放弃这

个假设，考虑以下形式的神经系统

ẋ = f(x, u), (20)

其中 u 代表系统中缓慢变化的参数。

准静态分岔参数。我们将 (20)中的 u视为控制神

经行为的准静态分岔参数的一个向量。这个神经元可

以是可兴奋的、双稳态的或尖峰的，取决于 u的值；见

图 43。

图 43. (20) 中的参数 u 可以控制尖峰行为。当 u 变
化缓慢时，神经元会表现出簇发放行为。

如果 u 周期性地访问尖峰和静息区域，神经元就

会表现出周期性的簇发放行为。在每次簇发放期间，神

经元可以发放许多尖峰，或者只是两次或三次，这取

决于参数 u 相对于单个尖峰周期在尖峰区域花费的时

间。

u 的周期性活动可能有很多原因，如图 43 所示。

最简单的是当 u有一个极限环吸引子时，它 (相对)独
立于 x 的值。我们把这种簇发放器称为慢波周期性簇

发放器。

一般来说，对于 x 的任何固定值，u 可能没有周

期性吸引子。事实上，对于所有相关的 x 来说，它总

是可以趋向于一个平衡点；见图 44。然而，平衡的位
置可能取决于 x，这将导致周期性的簇发放。

图 44. 即使 (20) 中的参数 u 对任何固定的 x 具有平
衡动力学，神经系统也可能表现出慢波周期性簇发放。

通常，u 的值在很大程度上取决于当前状态 x(t)。

x 的重复发放将 u 推到尖峰区域之外，从而导致发放

的终止。此外，如果静息的 x 将 u 推到静息区域之外，

那么 u 就会周期性地访问尖峰和静息区域，神经元就

会表现出滞后环的周期性簇发放。在这种情况下，参数

u 可能是一个标量。如果静息的 x 不会把 u 推到双稳

态区域之外，那么神经元就会表现出簇发放的兴奋性。

它具有静息的兴奋动态，但它对扰动的反应不是一个

单一的尖峰，而是一连串的尖峰，正如我们在图 45 中
所说明的。
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1. 快速慢速簇发放

我们说，如果一个神经元的簇发放行为可以由以

下形式的奇异扰动系统来描述，那么它就是一个快速

慢速簇发放形式

ẋ =f(x, u) (FastSpiking) (1)

u̇ =µg(x, u) (SlowModulation) (21)

其中 µ ≪ 1 代表尖峰和调制之间的时间尺度的比率。

向量 x ∈ Rm 描述了与动作电位的产生有关的相对快

速的过程，而 u ∈ Rm 描述了调制 x 的相对缓慢的

过程。分别考虑 x 和 u 的动态构成了神经簇发放的

解 [Rinzel & Lee, 1987]，或准静态状态近似 [Hoppen-
steadt, 1993]。

图 45. Morris–Lecar 模型中的簇发放兴奋性，有一个
额外的慢速子系统；见图 43 的底部。

当快速子系统为 m 维，慢速子系统为 k 维时，我

们说簇发放器为 “m+k”。在本文中，我们提供了许多
“2 + 1” 和 “2 + 2” 簇发放器的例子。

1.1. 经典的奇异扰动理论

奇异扰动动态系统的渐进理论已经很完善 [Hop-
pensteadt, 1993; Mishchenko等人, 1994]，人们期望能
找到分析形式为 (21) 的快速慢速簇发放器的方法。然
而，当神经元开始周期性地发放时，快速子系统只有平

衡动力学这一理论的基本假设被违反了。因此，整个理

论的主体在研究快慢速簇发放时是无能为力的。(一个
例外是 Pontryagin问题，它与“折环/折环”簇发放有

关；见 [Mishchenko et al., 1994] Sec. 7)。

1.2. 平均

我们可以尝试使用平均法来深入了解系统 (21)
的行为。这种方法被成功地使用，例如 Rinzel 和
Lee[1986]，Pernarowski 等人 [1992], Smolen 等人
[1993] 和 Baer 等人 [1995]。

让 x(t) = x(t, u) 是 u = const 时快速子系统的一

个解。在慢速子系统中使用它的结果是

u̇ = µg(x(t, u), u),

可以简化为

ω̇ = µg(ω), (22)

通过变量 ω = u+ o(µ) 的近乎相同的变化。

这里

g(ω) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

g(x(t, ω), ω)dt

是 g 的平均值。不幸的是，当 u 通过缓慢的分岔值时，

可能会出现许多问题。例如，x(t, u) 的周期可能会变

成无穷大，就像在第 1 类系统中发生的那样，或者瞬
态可能需要长达 1/µ 单位的时间，或者平均系统 (22)
不是 Lipchitz。在所有这些情况下，上面讨论的直接的
平均法都失败了。当我们讨论“Hopf/Hopf”滞后环簇
发放时，我们提供一个例子。

1.3. 等效电压

如果一个神经模型表现出双稳态行为，那么 (22)
中的函数 g 就不是单值的，但它的层问题 (片) 与图
43 中描述的相似。这是完全消除快速动态的平均化的
结果。为了研究可能的滞后行为，我们需要至少保留一

个“快”变量。这在以下一类重要的快慢速簇发放器中

总是可能的

ẋ =f(x, u) (2)

u̇ =µg(h(x), u) (23)
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其中 h : Rm → R 是一个任意的函数，例如，状态 x

的膜电压。注意，h 的图像是一个标量。

如果慢变量也是一个标量，那么对于 u 的任何

值，都有另一个标量 v 的 (可能是非唯一的) 值，使
得 g(v, u) = ḡ(u)，其中 ḡ(u) 是上面定义的平均函数。

我们把 v 称为等效电压 [Bertram 等人，1995]。它允
许将 (23) 简化为以下形式的二维系统

v̇ =s(v, u) (3)

u̇ =µg(v, u) (24)

其中 g 与 (21) 中完全相同，而 s : R2 → R 是一些可
以通过数值找到的函数。它的零斜线集通常具有图 46
中描述的 N 型。如果 (23) 描述了一个滞后环周期性
簇发放器，那么系统 (24) 就是一个松弛振荡器。因此，
大多数关于耦合松弛振荡器同步的结果都可以应用于

耦合簇发放器。

2. 分类

下面我们提供一个周期性快慢速簇发放的分类方

案。任何这样的簇发放都涉及到至少有两个分岔 (见
图 2):

• 静息状态的分岔导致重复峰发放。

• 重复性尖峰的分岔导致静息状态。

图 46.(24) 中函数 s 的零斜线集通常有一个 N 形。

也可能有其他的分岔，这些分岔在其余状态和尖峰状

态之间没有切换。由于静息状态有 12个相关的一维分
岔，尖峰状态有 10个相关的一维分岔，所以有 120种
不同类型的一维簇发放器；见表 4。

当快速子系统是二维的，即簇发放器是 “2 + k”
时，我们称簇发放器为平面的。这对可能的分岔施加

了严格的限制。特别是，只有 24 种不同的平面余维 1

的快慢速簇发放器，这些簇发放器总结在表 3 中。我
们强调平面簇发放器，因为它们在计算机模拟中遇到

的机会更大。

根据分岔处静息和簇发放状态的性质，各种簇发

放器可以被组合成一组。如果静息状态是一个稳定的

平衡状态，而尖峰状态是一个极限环吸引子，那么我

们说簇发放器是点-环的。当静息状态是一个小振幅的
“亚阈值”极限环吸引子时，就会发生环-环簇发放。同
样地，点-环面和环-环面簇发放器是当尖峰状态是准周
期性的。Sec. 4 第 5 节讨论了一个点-点状簇发放。当
(21) 中的参数 不够小时，就会出现这种情况。环-点
簇发放也是可行的，但我们在此不作讨论。

2.1. 命名是什么？

我们面临一个具有挑战性的问题：如何给所有这

些簇发放事件贴上标签？我们希望有易于记忆和理解

的不言自明的名字。因此，我们不应该对它们进行编号

[Bertram 等人，1995]，因为这将导致，例如，XXVII
型、LXIII型、LCXVI型等的簇发放器。我们不能使用
诸如“椭圆”、“抛物线”、“双曲线”、“三角形”、“矩形”

等描述，因为它们具有误导性。相反，我们的命名是基

于所涉及的两个分岔的名称。然而，许多分岔有多种名

称。例如，折分岔也被称为鞍-结点、切线或极限点分
岔。只要有可能，我们就选择最短的名字。例如，我们

把关于不变圆的鞍结分岔 (也称为极限环的折或鞍结)
仅仅称为环分岔，部分原因是它是环流的唯一一维分

岔。我们把 Andronov–Hopf 分岔，也称为 Poincar

Andronov–Hopf 分岔，当它是超临界时只是 Hopf，当
它是亚临界时是亚–Hopf。我们的结果总结在表 4 中。
例如，根据我们的分类，著名的“方波”(I 型) 簇发放
器是一个“折/同宿”簇发放器，因为静息状态通过折
分岔消失了，极限环吸引子通过鞍同宿轨道分岔消失

了；见图 59。
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3. 平面点-环簇发放

在这一节中，我们给出了平面点-环簇发放器的例
子。为此，我们在一些著名的神经模型中加入了慢速子

系统，如Morris-Lecar，它具有足够丰富的分岔结构。获
得簇发放的最简单方法是取一个具有“慢波”(亚细胞)
极限环吸引子的二维慢速子系统，它与快速 (尖峰) 子
系统的所需分岔曲线相交。所有这样的簇发放事件都

是“2+2”。这是获得“环/环”(抛物线)簇发放的经典
方法 [Ermentrout & Kopell, 1986a, 1986b]。然而，我
们表明，每个簇发放器可以是只有一个慢变量的滞后

环类型，尽管找到这种“2+1”簇发放器的例子更为困
难。为方便起见，我们在表 5 中提供了相关插图的参
考清单。

3.1. 慢波簇发放

考虑表 4左上角所描述的四种类型的平面点-环簇
发放。所有这些都可以由一个我们在 Sec. 2 中讨论过
的一个靠近鞍结点分离矩阵环分岔的系统产生。事实

上，分岔参数的二维矢量可以慢慢穿过图 22中描述的
分岔曲线。簇发放的类型将取决于慢速极限环的位置；

见图 47。 同样，当拓扑标准型 (12) 中的分岔参数 a

和 b变化缓慢时，靠近 Bautin分岔的系统可以表现出
四种类型的簇发放；见图 48。
这些数字说明了一个重要的问题。许多簇发放器，

如“环/同宿、折/环、Hopf/折环”和“亚 Hopf/Hopf”，
可能涉及两个以上的分岔。例如，图 47 中的“环/同
宿”簇发放现象，在尖峰阶段表现出一个折分岔。分岔

并没有关闭尖峰，但它产生了一个稳定的静息状态和

一个鞍点，这将参与关闭尖峰的鞍同宿轨道分岔。

由于除了那些负责尖峰阶段的开始和终止的分岔，

静息和尖峰状态可能还有许多其他的分岔，后两者并

没有唯一地定义簇发放的类型，而是指定了一个大类，

它可能有子类型。

3.2. 滞后环簇发放

图 47 和 48 中的分岔参数向量有一个慢速极限环
吸引子。因此，所有这些簇发放器都是慢波型的。通过
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表 5. 一维平面快-慢簇发放的分类。表的上部 (下部) 对应于点-环 (环-环) 簇发放。也见表 4 和图 53 和 126。

分岔 不变圆环上的鞍-结点 鞍同宿轨 超临界 Andronov-Hopf 折极限环
折点 47,61,87 47,59,60,86 63 68,87
不变圆环上的鞍-结点 47,49,52,56,57,58,87 47,62,87 67 64,65,66
超临界 Andronov-Hopf 72 71 48,83,84,85 48,75
亚临界 Andronov-Hopf 73,74,87 69,70,87 48,76,77 48,78,80,82
折极限环 98 97 99 93,9496
鞍同宿轨 92 88,89 90 92

图 47. 一个神经系统在鞍结点附近的分离矩阵环分岔
(见图 22) 可以表现出四种不同类型的快慢速簇发放。

利用吸引子的双稳态性，我们可以很容易地使“折/同
宿”和“亚 Hopf/折环”簇发放器成为滞后环型。
与生物物理的民间传说相反，任何簇发放器都可

以是具有一维慢速变量的滞后环类型。事实上，考虑

到图 49中左侧描述的快速慢速滞后环路。习惯上 (下)
分支被称为神经元的上状态 (下状态) [Wilson, 1993;
Wilson & Kawaguchi, 1996] ；见图 50。当快速变量
沿上状态移动时，慢速变量可能会穿过一些分岔曲线，

从而使平衡可能分岔成一个极限环，然后再回到平衡，

从而产生一连串的尖峰；见图 54。我们在图 49的右侧
描述了著名的“环”(抛物线) 簇发放来说明这个问题。

图 48. 靠近 Bautin 分岔的神经系统可以表现出四种
不同类型的快慢速簇发放。
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图 49. “环/环”(抛物线) 滞后环周期性簇发放，具
有一维慢速变量：其余 (上) 态通过不变圆分岔上的鞍
节点消失；尖峰极限环通过不变圆分岔上的另一个鞍
节点消失；滞后行为是由于上态和下态的共存而发生

的。另见图 49。

簇发放不是慢波型的，而是滞后环型的 (“2+1”)；另
见图 52。在 53 图中我们表明，所有的平面点-环簇发
放器都可以是滞后环类型。

3.3. 点-点滞后环路

我们把图 49 中描述的滞后环称为一个点-点状滞
后环，因为它由对应于上状态和下状态的两个平衡分

支组成。这样的双状态行为表现为平面系统的零斜线

相交，如图 54 所示。请注意，快速零斜线不是三次方
的，而是五次方的；也就是说，它有两个局部最大值和

最小值。这通常反映了具有不同激活阈值的两个内向

电流的快速激活动态，例如瞬时的低阈值钙电流和规

范的钠电流 [Rush & Rinzel, 1994] 或两个不同的钙电
流。这样一个系统可以有五个平衡点。

上和下状态之间的转换不一定完全通过折分岔发

生。它们也可以通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔发
生。因此，有四个不同的点-点滞后环，我们在图 55中
总结了这些环。我们可以修改上层分支的动力学，使

其有一个周期性尖峰活动的窗口，这将导致一个滞后

环路簇发放，如图 51 所示。例如，我们可以在任何一
个滞后环的上分支上放两个“环”分岔，就像我们在图

56 中做的那样得到“环/环”簇发放的四个不同亚型。
同样，我们可以有四种子类型：“环/Hopf、Hopf/环”

和“Hopf/Hopf”滞后环形簇发放器。
一个显著的事实是，尽管没有稳定的极限环，但

点-点滞后环本身可以表现出簇发放行为。当 (21) 中
的小参数 µ 不够小时，就会发生这种情况，我们将在

Sec. 4 第 5 节讨论。
考虑到点-点的滞后环路，提出了以下问题。在簇

发放的活动阶段，尖峰状态可能与细胞正在做什么无

关。例如，胰腺 β 细胞在上升状态时分泌胰岛素，而

不管它们的膜是否产生尖峰。同样地，没有轴突的神

经元，如嗅球的颗粒细胞，或有短轴突的神经元，如许

多中间神经元，可能不需要尖峰来激活突触传输。仅

仅是过渡到上状态就足以触发神经递质的释放。即使

这些细胞表现出簇发放性的动态，它们的基本神经计

算特征可能只取决于滞后环的类型。相反，如果一个

簇发放神经元有一个长的轴突，那么它可能需要传播

尖峰来触发远处突触的突触传输。在这种情况下，了

解簇发放期间重复性尖峰的启动和终止机制是很重要

的。

3.4. “环/环”(抛物线) 簇发放

从静息状态到重复尖峰和返回的过渡是通过不变

圆分岔上的鞍结点发生的；见图 47。由于尖峰出现
和终止的频率表现为

√
λ，其中 λ 是到分岔的距离，

尖峰间期“看起来”像一条抛物线 (见图 57)，这也
是“抛物线簇发放”这一名称的动机。这种簇发放是

由软体 Aplysia 的腹部神经节中的 R15 细胞表现出来

的，许多科学家对它进行了研究，包括 Plant [1981]，
Rinzel 和 Lee [1987]，Ermentrout 和 Kopell [1986a,
1986b]，Canavier 等人 [1991]，Bertram [1993]，Baer
等人 [1995]，Bertram 等人 [1995]，Soto-Trevino 等人
[1996]，以及 Butera 等人 [1996, 1997]，Hoppensteadt
[1997]，Taylor 和 Holmes [1998]。

在相当一般的条件下，任何慢波“环/环”簇发放波
都可以转换成 Ermentrout-Kopell 标准模型 [ Ermen-
trout & Kopell，1986a，1986b; Hoppenstadt & Izhike-
vich，1997]

ϑ̇ =1− cosϑ+ (1 + cosϑ)r(ψ)

ψ̇ =ω
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图 50. 细胞内对新纹状体刺细胞细胞自发活动的记录显示了两种状态的行为。请注意，只有上状态是可兴奋的。
(由田纳西大学的 Charles Wilson 提供)。

图 51. 修改点-点滞后环上分支的动力学。慢变量穿过
分岔曲线，形成一个周期性尖峰活动的窗口，并导致

簇发放行为。

其中 r : S1 → R 是一个依赖于簇发放的函数，例如
r(ψ) = cosψ。当 r(ψ) < 0 时，细胞处于静息状态;
当 r(ψ) > 0 时，细胞周期性地激活; 参见图 58。正如
Soto-Trevino 等人 [1995] 所表明的，慢子系统不需要
极限环吸引子来表现周期性簇发放; 它可能只是易兴
奋; 见 Hoppenstat 和 Izhikevich [1997] 在 Sec. 8.2.3
的详细讨论。

正如我们上面讨论的，至少可以有四种具有一维

慢变量 (即“2+1”簇发放) 的滞后环“环/环”簇发放
的子类型; 见图 52 和 56。

3.5. “折/同宿”(“方波”) 簇发放

静息状态通过折分岔消失，周期性尖峰通过鞍同

宿轨道分岔消失; 参见图 47。由于存在共存的吸引子，
这种簇发放发生通过“折/同宿主”滞后环; 见图 59。
由于电压幅度分布，它通常被称为“方波”簇发放; 然
而，参见图 123。

这种类型的簇发放表现为胰腺 �细胞;参见 [ Chay
& Keizer，1983; Pernarowski 等，1992] 及其参考文
献。它在许多系统中无处不在 [亚历山大和蔡，1991]
，包括 Hindmarsh 和罗斯 [1984] 模型 [ Wang，1993]
，Chay-Cook [ Bertram 等，1995] 模型，以及简化的
Morris-Lecar 模型

V̇ =I − gl(V − El)− gkω(V − EK)

− gCam∞(V )(V − ECa)

ω̇ =λ(V )(ω∞(V )− ω) (25)
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图 52. “环/环”(“抛物线”) 通过“折/折”滞后环簇发放: 从静息状态到重复尖峰和反向的转变发生在不变
圆分岔上的鞍点。下层状态 (下层分支) 和上层状态 (上层分支) 之间的转换通过折分岔发生。显示了具有两个

额外的低阈值电流的 Morris-Lecar 系统的模拟: 如图 62 所示的内向电流和外向电流
IR(V, u) = 0.2(1 + tanh(V + 0.3)/0.1)u4(Ek − V )。除了 I = −0.067 和 µ = 0.0025 之外，其他参数和变量如图

62 所示。
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图 53. 平面点-环快慢余维 1 滞后环簇发放器实例。
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图 54. 平面系统 v′ = f(v, w), w′ = µg(v, w) 中零斜线的可能交集将导致图 50 中描述的两状态行为，只有上态
是可兴奋的 (注意蓝色的周期性伪轨道)。这里 v 和 w 分别是电压和恢复变量。

图 55. 点-点滞后环的分类。
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图 56. “环/环”滞后环簇发放的子类型。参见图 55。
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图 57. 在“环/环”簇发放的尖峰间类似于抛物线，这
促使了“抛物线簇发放”的名称。

图 58. “环/环”(“抛物线”) 慢波簇发放。变量
ϑ, ψ ∈ S1 。

其中

m∞(V ) =
1

2
(1 + tanh

V − V1

V2

)

ω∞(V ) =
1

2
(1 + tanh

V − V3

V4

)

λ(V ) =
1

3
cosh

V − V3

2V4

我们假设 I(u) = −u，并使用一个线性慢子系统

u̇ = µ(0.2 + V ) (26)

以获得图 59 所示的“折/同宿主”簇发放，以及
许多其他类型。Terman [1991] 对“折/同宿”簇发放
的数学方面进行了研究，他指出簇发放可能具有导致

混沌动力学的 Smale 马蹄形结构。
当慢变量的邻近值发生两个分岔时，快子系统在

鞍结分离环分岔附近; 参见 Sec.2第 3节。在较一般的
慢子系统动力学条件下，簇发放器可以转化为标准模

型

ϑ̇ =1− cosϑ+ (1 + cosϑ)u

u̇ =µ (27)

其中每个尖峰将 ϑ 重置为 a，并将 u 减少一个常数 b，

即

ϑ(t)← a, u(t)← u(t)− b

只要 ϑ(t) = π。对于任意 0 < a < π，任意 b > 0 和足

够小的 µ，标准型模型表现出“折/同宿轨”滞环周期
性簇发放; 参见图 60。

3.6. “折/环”(“三角形”) 簇发放

静息状态通过折分岔消失，对应于重复尖峰的周

期极限环吸引子通过不变圆分岔上的鞍点消失; 参见
图 47和 61。Rush和 Rinzel [1994]在丘脑神经元模型
中研究了这种簇发放，并将其称为“三角形”簇发放 [
Wang & Rinzel，1995]。
簇发放可以通过“折/折”滞后环发生，如图 61所

示，或者通过“折/亚 Hopf”滞后环发生 (未显示)。

3.7. “环/同宿”簇发放

静息状态通过不变圆分岔的鞍节点消失，对应于

重复尖峰的周期极限环吸引子通过鞍同宿轨道分岔消

失，参见图 47 和 62。这样的簇发放也可以通过“亚
Hopf/同宿”滞后环发生 (未显示)。

3.8. “折/Hopf”(“锥形”) 簇发放

静息态通过折分岔消失，周期性尖峰通过超临界

Andronov–Hopf 分岔消失，参见图 63。Holden 和
Erneux[1993a，1993b] 在超临界 Hopf 分岔缓慢通过
的背景下研究了这种簇发放，也被称为“锥形”。它

由胰腺 β 细胞模型 [ Smolen 等，1993; Pernarowski，
1994; de Vries，1998] 和耦合的 Hindmarsh-Rose 神经
元 [ Abarbanel 等，1996] 表现出来。它可以通过如图
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图 59. “折/同宿”(“方波”) 簇发放: 静息态通过折分岔消失，极限环通过鞍同宿轨道分岔消失。同样的分岔
形成了“折/同宿”” 滞后环。(改自 [ Hoppenstat & Izhikevich，1997]。) 用慢方程 (26) 模拟 Morris-Lecar (25)。
参数: (V1, V2, V3, V4, El, Ek, ECa, gl, gk, gCa) = (−0.01, 0.15, 0.1, 0.05,−0.5,−0.7, 1, 0.5, 2, 1.2) 和 µ = 0.005。



15

63 所示的“折/折”滞后环发生，也可以通过图 55 中
的任何其他点-点滞后环发生。

3.9. “环/折环”簇发放

静息状态通过不变圆分岔的鞍节点消失，周期性

尖峰通过折极限环分岔消失。如图 64 所示，它可以通
过“折/折环”滞环发生，或如图 65 和 66 所示通过
“亚 Hopf/折环”滞后环。

3.10. “环/Hopf”簇发放

静息状态通过不变圆上的鞍结分岔消失，对应于

重复尖峰的周期极限环吸引子通过超临界 Andronov–
Hopf 分岔收缩到一点。它可以通过图 67 中描述的
“折/折”滞后环发生，也可以通过图 55 中的任何其
他点-点滞后环发生。

3.11. “折/折环”簇发放

静息状态通过折分岔消失，对应于重复尖峰的周

期极限环吸引子通过折极限环分岔消失;参见图 68。这
样的簇发放最早是由 Bertram 等人在 Chay-Cook 模
型中发现的 [1995] ，他们将其称为 IV 型簇发放。

3.12. “亚 Hopf/同宿”簇发放

静息态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔消失，对
应于重复尖峰的周期极限环吸引子通过鞍同宿轨道分

岔消失。簇发放可以通过“折/同宿主”滞后环发生，见
图 69，或者通过“亚 Hopf/同宿”滞后环发生，如图
70 所示。

3.13. “Hopf/同宿”簇发放

静息态通过超临界 Andronov–Hopf 分岔消失，对
应于重复尖峰的周期极限环吸引子通过鞍同宿轨道分

岔消失。簇发放可以通过“折/同宿”发生滞后环，如

图 71所示，或通过“亚 Hopf/同宿”滞后环 (未显示)。

3.14. “Hopf/环”簇发放

静息状态通过超临界的 Andronov–Hopf 分岔而
消失，而对应于重复尖峰的周期性极限环吸引子则通

过不变圆分岔上的鞍结点而消失。如图 72 所示，簇发
放可以通过“折/折”滞后环发生或者通过图 55 中任
何其他的点-点滞后环。

3.15. “亚 Hopf/环” 簇发放

静息状态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔消失，
对应于重复尖峰的周期极限环吸引子通过不变圆分岔

上的鞍结消失。如图 73所示，簇发放可以通过“折/折”
滞后环发生，也可以通过“亚 Hopf/折”滞后环发生;
见图 74。

3.16. “Hopf/折环”簇发放

静息状态通过超临界 Andronov–Hopf 分岔消失，
对应于重复尖峰的周期极限环吸引子通过折极限环分

岔消失，见图 75。簇发放也可以通过“亚 Hopf/折环”
滞后环发生 (未显示)。

3.17. “亚 Hopf/Hopf”簇发放

静息态通过亚临界 Andronov–Hopf分岔失去稳定
性，而周期极限环吸引子通过超临界 Andronov–Hopf
分岔收缩到一个点。簇发放可以通过“折/折”滞后环
(图 76) 或“亚 Hopf/折”滞后环 (图 77) 发生。

3.18. “亚 Hopf/折环”(”椭圆”) 簇发放

静息态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔失去稳
定性，对应于重复尖峰的周期极限环吸引子通过折极

限环分岔消失，如图 78 所示。
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图 60. (27) 的标准型簇发放解。参数: a = 1, b = 0.1, µ = 0.01。

当慢变量的邻近值发生两个分岔时，快子系统

在 Bautin 分岔附近，簇发放器有一个局部规范模型
[Izhikevich，2000a]

ż = (u+ iω)z + 2z|z|2 − z|z|4

u̇ = µ(a− |z|2) (28)

其中 z ∈ C和 u ∈ R分别是标准快变量和慢变量，a, ω
和 µ≪ 1 是参数。标准模型在 0 < a < 1 时表现出滞

后环周期点-环簇发放行为; 参见图 79。由于峰值振幅
的轮廓，此簇发放常被称为”椭圆”。

这种簇发放发生在啮齿动物三叉神经中间神经元

[Del Negro 等，1998]，并且通过 FitzHugh-Rinzel 模
型 [ Rinzel，1987，参见图 80 和 81)，Rush-Rinzel 模
型 [1994]，Chay-Cook模型 [ Bertram等，1995]，Wu-
Baer [1998]模型和 Pernarowski [1994]多项式模型 [de
Vries，1998]。Izhikevich [2000a]详细研究了弱连接“亚
Hopf/折环”簇发放器的同步行为。我们在 Sec. 4 第
6 节讨论。
最后，如图 82 所示，峰极限环可能不包围静息状

态。

3.19. “Hopf/Hopf”簇发放

静息态通过超临界 Andronov–Hopf 分岔失去稳
定性，对应于重复尖峰的极限环吸引子也通过超临界

Andronov–Hopf 分岔收缩到一个点，参见图 83。如图
84 所示，簇发放可以通过“折/折”滞后环发生，也可
以通过图 55 中的任何其他点滞后环发生。

当静息状态是神经系统的唯一吸引子时，可以假

设“Hopf/Hopf”簇发放只能是慢波型;也就是说，慢子
系统至少应该是二维的，具有慢波极限环 (“2 + 2”簇
发放)。然而，有一个“2+1”滞后环周期“Hopf/Hopf”
簇发放的例子，对于慢变量的任意值都有唯一的吸引

子 [ Hoppenstat & Izhikevich，1997，Sec. 2.9.4]，见
图 85 和 Izhikevich [1998] 的详细讨论。

让我们详细说明一下。即使在超临界 Andronov–
Hopf 分岔上不存在吸引子共存，也可能存在一个滞后
环现象称为斜坡效应，记忆效应或缓慢通过分岔的效

应 [Nejshtadt，1985; Baer等，1989; Holden & Erneux，
1993a，1993b; Arnold 等，1994]。具有一维慢子系统
的超临界椭圆簇发放机理可解释为: 当 x 接近静息状

态时，变量 u 增大并缓慢通过分岔值。由于通过缓慢，

快变量 x 即使在 u 通过分岔值后仍然接近静态平衡。

过了一会儿，x偏离静息电位并开始振荡，在这种情况

下，u 减小 (相对较快) 并通过相反方向的分岔，从而
完成滞后环，如图 85 的左上角所示。

需要注意的是，慢通道效应对系统的非平滑性和

噪声非常敏感。因此，无论这种类型的簇发放在计算

机模拟中多么普遍，它可能永远不会在实验中遇到。

图 85 所示的滞后环“Hopf/Hopf”簇发放的例子
表明，在求簇发放系统的平均值时应该多么谨慎。事实

上，如果快子系统有唯一的吸引子，而慢子系统是一维

的，那么平均系统 (22) 是一维的，从而不能振荡。因
此 (21) 中的滞后环周期性簇发放是不可能的。这个论
点失败了，因为 (22) 准确地描述了 (21) 在 1/µ 或更

小的时间尺度上，除非施加其他限制。但是由于慢通

道效应，x(t) 收敛到唯一吸引子所需的时间可能大于
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图 61. “折/环”(“三角”) 通过“折/折”滞后环实现的簇发放: 静息状态通过折分岔消失，重复性尖峰通过不
变圆分岔上的鞍点消失。Morris-Lecar 系统 (25) 的模拟，参数如图 59 所示，并且的额外缓慢失活低阈值电流
IT (V, u) = 0.1|u|(1 + tanh(V − V5)/0.1)(ECa − V )，其中 V5 = −0.5, u′ = µλ(V )(−0.5− V ) 和 µ = 0.01。
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图 62. 通过“折/同宿”滞后环实现的“环-同宿”簇发放：静息状态通过不变圆分岔的鞍节点消失，尖峰状态
通过鞍同宿轨道分岔消失。带附加电流的 Morris-Lecar 系统的模拟，如图 61 所示，除了 V5(u) = −0.8− 0.5u。



19

图 63. “折/Hopf”(“锥形”) 通过“折/折”滞后环实现的簇发放: 静息状态通过折分岔消失，重复的尖峰通
过超临界 Andronov–Hopf 分岔消失。(15) 的慢子系统 ċ = µv 模拟。参数:

(a, b, d, ε, µ) = (−1.55, 2.5, 0.1, 0.5, 0.01)。
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图 64. “环/折环”通过“折/折环”滞后环实现的簇发放: 静息状态通过不变圈分岔处的鞍节点消失，重复尖
峰通过折极限环分岔处消失。另见图 65 和 66。

图 65. 通过“亚 Hopf/折环”滞后环实现“环/折环”簇发放: 静息状态通过不变圆分岔上的鞍节点消失，重复
尖峰通过折极限环分岔消失。
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图 66. 在具有慢子系统 u̇ = µ(0.1 + V ) 的 Morris-Lecar 系统 (25) 中，通过“亚 Hopf/折环”滞后环 (参见图
65) 的“圆/折环”簇发放。参数 gCa = 1.36, V4 = 0.16, µ = 0.003，其余如图 59 所示。

1/µ。此外，平均系统 (22)不是 Lipchitz，因为 x(t, u)

在 Andronov–Hopf分岔点 u = 0附近的表现类似
√
u。

因此，不仅 (22)是 (21)的一个糟糕的近似，而且它还
有非唯一的解。因此，平均不能为这种簇发放提供良

好的指导。

3.20. 子类型

鞍同宿轨道分岔，见图 32和 86。Bertram等 [1995]
建议将这种“折/同宿” 簇发放称为 Ib 型，而不是” 正
常” 的 Ia 型。“折/同宿”簇发放也不例外: 其他簇发
放可能具有相同的性质，如图 87 所示。尽管从纯数学
的角度来看，新类型与旧类型是等价的，但区分它们仍

然是有用的，因为它们可能具有不同的神经计算特性。

最后，当快速子系统具有 3 维以上的维数时，这
种区别可能具有有限的价值，因为这里围绕或介于这

两者之间的概念可能没有得到很好的定义。

4. 平面环-环簇发放

接下来，我们给出了一些环-环周期平面簇发放的
例子。

4.1. “同宿/同宿簇发放

从静息的极限环到尖峰的过渡，再回到静息的极

限环，是通过鞍同宿轨道分岔发生的；见图 88 和 89。
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图 67. “环/Hopf”通过“折/折”滞后环实现的簇发放: 静息状态通过不变圆上的鞍结分岔消失，周期性尖峰
通过超临界 Andronov–Hopf 分岔消失。
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图 68. “折/折环”(第 IV 类) 簇发放: 静息状态通过折分岔消失，而周期性尖峰则通过折极限环分岔消失。同
样的分岔形成了“折/折环”滞后环。图中显示的是 Wilson-Cowan[1972] 模型的模拟结果，参数取自

[Hoppensteadt & Izhikevich, 1997, Fig.2.12]，rx(u) = −4.76 + u, ry = −9.7 + 0.3u，其中 u̇ = µ(0.5−x) 是一个
慢速子系统，µ = 0.1。
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图 69. 通过”折/同宿“滞后环实现的亚 Hopf/同宿簇发放。静息状态通过亚临界 Andronov–Hopf 环形 Hopf
分岔消失，而周期性尖峰则通过马氏同宿轨道分岔消失。Morris 模型的模拟。参数 gCa = 0.9, V4 = 0.04,

V3(u)=0.08 − u, I(u)=0.08 − 0.03u, 其中 ˙u = µ(0.22 + V ) 和 µ = 0.003, 其余如图所示。59.
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图 70. “亚 Hopf/同宿”簇发放。静息状态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔消失，而周期性尖峰则通过鞍同宿
轨道分岔消失。同样的分岔形成了“亚 Hopf/同宿”滞后环。
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图 71. “Hopf/同宿”通过“折/同宿”滞后环实现的簇发放：超临界 Andronov–Hopf 分岔使静息态消失，鞍同
宿轨道分岔使周期性尖峰消失。Morris-Lecar 模型的模拟。参数如图 69 所示，但是 V4 = 0.02 和 µ = 0.01。
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图 72. “Hopf/环”通过“折/折”滞后环实现的簇发放：超临界 Andronov–Hopf 分岔使静息态消失，不变圆分
岔处的鞍节点使周期性尖峰消失。
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图 73. 通过“折/折”滞后环实现的“亚 Hopf/环”簇发放: 静态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔消失，周期性
尖峰通过不变圆分岔的鞍点消失。图 61 中 V3(u) = −0.135 + 0.3u 和 µ = 0.005 的系统模拟。
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图 74. 通过“亚 Hopf/折”滞后环实现“亚 Hopf/环” 簇发放: 静态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔消失，周
期性尖峰通过不变圆分岔的鞍点消失。
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图 75. “Hopf/折环”通过“折/折环”滞后环实现的簇发放：超临界 Andronov–Hopf 分岔使静息态消失，周期
性尖峰通过倍数极限环分岔消失。Wilson-Cowan [1972] 模型的模拟，参数如图 68 所示，除了

ry = −9.7, µ = 0.5 和 u = µ(0.745− x)
√
x(u+ 0.05)。
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图 76. 通过“折/折”滞后环实现的“亚 Hopf/Hopf”簇发放: 静息态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔失去稳
定性，周期性尖峰通过超临界 Andronov–Hopf 分岔消失。
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图 77. “亚 Hopf/Hopf”通过“亚 Hopf/折”滞后环实现的簇发放: 静态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔失去
稳定性，周期性尖峰通过超临界 Andronov–Hopf 分岔消失。

图 78. 当静息状态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔失去稳定性时，发生“亚 Hopf/折环”(”椭圆”) 簇发放，
而与尖峰相对应的周期吸引子通过折极限环分岔消失。同样的分岔形成了“亚 Hopf/折环”滞后环。(修改自 [

Hoppenstat & Izhikevich，1997]。)
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图 79. 标准模型 (28) 的相图和解，参数 µ = 0.1, ω = 3，以及 a = 0.25(上) 和 a = 0.8(下)。改编自 [
Izhikevich，2000a ]。

图 80. “亚 Hopf/折环”簇发放的 FitzHugh-Rinzel 模型 (摘自 [ Izhikevich，2000a ])。

图 81. “亚 Hopf/折环”簇发放的 FitzHugh-Rinzel 模型 (摘自 [Izhikevich，2000a])。
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图 82. 当静息状态通过亚临界 Andronov–Hopf 分岔失去稳定性时，发生“亚 Hopf/折环”簇发放，而与尖峰相
对应的周期吸引子通过折极限环分岔消失。静息状态可能不在峰值极限环吸引子内。

图 83. “Hopf/Hopf”慢波周期性簇发放: 静息态失去稳定性，重复的尖峰通过超临界 Andronov-Hopf 分岔消
失。慢变量 u ∈ S1。
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图 84. “Hopf/Hopf”通过“折/折”滞后环簇发放: 超临界 Andronov-Hopf 分岔发生周期性尖峰和平静之间的
转变。
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图 85. 在 ẋ = (u+ i)x− x|x|2, u̇ = µ(2λS(u/λ− λ)− |x|) 中的“Hopf/Hopf”滞后环周期簇发放，其中
x = x1 + ix2 ∈ C, u ∈ R, µ = 0.05λ =

√
µ/20 和 S(ρ) = 1/(1 + e−ρ)。滞后环是由于缓慢通过作用，而不是由于

吸引子的共存 (来自 [Hoppensteadt & Izhikevich,，1997])。这个簇发放器是“2+1”。

4.2. “同宿/Hopf”簇发放

静息的极限环通过鞍同宿轨道分岔消失，而尖峰

的极限环通过超临界 Andronov–Hopf 分岔缩小到一
个点；见图 90。

4.3. “同宿/折环”簇发放

静息的极限环通过鞍同宿轨道分岔而消失，尖峰

的极限环通过折极限环分岔而消失；见图 91。

4.4. “同宿/环”簇发放

静息极限环通过鞍同宿轨道分岔而消失，尖峰极

限环通过不变圆分岔上的鞍节点而消失；见图 92。

4.5. “折环/折环”-簇发放

静息和尖峰极限环吸引子之间的转换是通过折极

限环分岔发生的；见图 93 和 94。这是唯一环-环的类
型簇发放，对其存在严格的渐近理论 [Mishchenko 等
人，1994]。在 Shorten和Wall[2000]以及Wang[1993]
的类似 Hodgkin的 Huxley模型中可以看到“折环/折
环”的簇发放。后者还表现出“折环/翻转” 的簇发放。
做一个“折环/折环”簇发放器的简单例子的一个简
单方法是采取任何标准的松弛系统

ṙ =f(r, u)

u̇ =µg(r, u)

有 N -型的快速零斜线，与慢速零斜线相交于一点 (见
图 95)，并假设 r 是快速振荡的振幅。变量 z(t) =

r(t)eiωt将表现出“折环/折环”滞后环簇发放。因此，大
多数致力于研究松弛振荡器同步特性的结果 (例如见
[Belair & Holmes, 1984; Storti & Rand, 1986; Gras-
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图 86. “折/大同宿”(” 方波”) 簇发放: 静息态通过折分岔消失，极限环通过大鞍同宿轨道分岔消失。
a(u) = −u, b = 1.75, c = −0.5, d = 0.1, ε = 0.15 (15) 的模拟以及 u̇ = µ(0.5 + v) 的慢子系统，µ = 0.0005。
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图 87. 对应于重复尖峰的大振幅极限环吸引子可以包围静息状态。
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图 88. “同宿/同宿”环簇发放: 静息极限环和峰值极限环之间的转换通过鞍同宿轨道分岔发生。同样的分岔形
成了滞后环。a(u) = −u, b = 1.3, c = −0.32, d = 0.05, ε = 1 (15) 的模拟，慢子系统 u̇ = µ(0.4 + v)，µ = 0.01。
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图 89. “同宿/同宿”环-环簇发放: 静息极限环和峰值极限环之间的转换通过鞍同宿轨道分岔发生，形成一个滞
后环。
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图 90. “同宿/Hopf”环-环通过“同宿/折”滞后环实现的簇发放：静息振荡通过鞍同宿轨道分岔消失，周期性
尖峰通过超临界 Andronov–Hopf 分岔消失。对 (15) 进行模拟，

a(u) = −0.77−0.33u/(u+ 0.15), b(u) = 1.65 + u, c = −0.15 + u, d = 0.1, ε = 1，慢速子系统 u̇ = µv, µ = 0.01。
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图 91. “同宿/折环”簇发放：静息振荡通过马氏同宿轨道分岔消失，周期性尖峰通过折极限环分岔消失。同样
的分岔形成了滞后环。

图 92. 通过“同宿/折” 滞后环路实现的“同宿/环”环-环簇发放：静息振荡通过鞍同宿轨道分岔消失，周期性
尖峰通过不变圆分岔的鞍节点消失。



43

图 93. “折环/折环”簇发放：静息振荡和尖峰振荡之
间的转换是通过折极限环分岔发生的，这形成了一个

滞后环。

图 94. “折环/折环”簇发放：静息振荡和尖峰振荡之
间的转换是通过折极限环分岔发生的，这形成了一个

滞后环。

man, 1987; Somers & Kopell, 1993, 1995; Kopell &
Somers, 1995; Terman & Wang, 1995; Terman & Lee,
1997; Izhikevich, 2000b])可以立即被推广到“折环/折
环”簇发放器的结果。

在“折环/折环”和“亚 Hopf/折环”(椭圆) 簇发

图 95. “折环/折环”滞后环簇发放中零斜线的标准
型交点：r > 0 是快速振荡的振幅，u 是慢变量。

放之间存在着一种关系。当后者在 Bautin分岔附近有
一个快速的子系统，并且它收到弱的时间依赖性输入

时，它由标准型模型 [Izhikevich, 1999] 描述

ṙ =b+ r + 2r3 + r5

φ̇ =ω

u̇ =µ(a− r2) (29)

其中 z = reiφ ∈ C，当 b = 0 时与 (28) 重合。其标准
型的“折环/折环”簇发放解在图 96 中描述。

4.6. “折环/同宿”簇发放

静息振荡通过折极限环分岔而消失，尖峰振荡通

过鞍同宿轨道分岔而消失；见图 97。

4.7. “折环/环”簇发放

静息振荡通过折极限环分岔而消失，尖峰振荡通

过不变圆分岔上的鞍节点而消失；见图 98。

4.8. “折环/Hopf“簇发放

静息振荡通过折极限环分岔而消失，尖峰振荡则

缩小了通过超临界的 Andronov–Hopf 分岔到一个点；
见图 99。

5. 中间的 µ

剖析快速慢速簇发放的基本思路是，(21) 中的松
弛参数 µ 是我们所希望的那样小，这样就可以假定慢
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图 96. 倍环/倍环-滞后环路簇发放中零斜线的标准型交点：r>0 是快速振荡的振幅，u 是慢变量。

图 97. “折环/同宿环簇发放。静息状态通过折极限
环分岔消失，而尖峰状态通过鞍同宿轨道分岔消失。

同样的分岔形成了滞后环。

速变量 µ在快速时间尺度上是静态的。在实践中，µ可

能不是无限小的，而是可以承担中间值；例如，µ = 0.1

在图 68 和 79，在许多其他插图中 mu = 0.01。上面

发展的理论对中间的 µ 也是有效的。然而，我们应该

小心，因为当 µ 不” 足够小” 时，会出现许多反直觉
的现象 (足够小的程度取决于所考虑模型的细节)。特
别是，一个快速中间慢速系统可以表现出簇发放行为，

即使快速子系统对慢速变量的任何值都没有周期性吸

引子。有两种机制可以导致这种奇怪的行为。我们在

下面考虑它们。

图 98. “折环/折环”滞后环的簇发放：通过折叠极限
环分岔，静息状态消失，峰值状态通过不变圆分岔上

的鞍节点消失。

5.1. 调制的兴奋性

考虑一个具有图 100 中左上角的零斜线的系统。
这样的系统有一个唯一的吸引子，是一个稳定的平衡

点，而且解总是趋近于它。假设系统取决于一个慢速

变量 I，它控制着 N 形零斜线的垂直位置。如果 I 增

加，零斜线就会缓慢向上移动，解也会缓慢向上移动，因

为它跟踪了平衡点。然而，如果增加的速度不够慢，解

开始以大振幅振荡。因此，该系统表现出尖峰行为，即

使它对任何固定的 I 没有极限环吸引子。同样地，一

个具有唯一的全局渐进稳定吸引子的系统也是一个极

限环 (见图 100 的右上角) 在零斜线向下移动时可能
表现出低振幅的静息行为。
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图 99. 通过“折环/折” 滞后环实现的“折环/Hopf”
簇发放：静息状态通过折极限环分岔消失，尖峰状态

通过超临界 Andronov–Hopf 分岔消失。

在所有这些情况下，研究慢速变量固定值的快速

子系统的行为，在允许慢速变量演化的情况下可能无

法提供足够的信息。我们应该考虑完整的快慢系统。

事实上，考虑到图 100中平衡动力学的情况。对于
I 的任何固定值，全局渐进稳定的平衡是可兴奋的。它

有一个周期性的伪轨道，如图 101 所示。假设 I 是固

定的或增加得足够慢。如果一个扰动将解移动到 p 点，

那么解决方案就会沿着轨道运行，通过 q 点退出，并

停留在平衡的一个小附近，直到下一次强扰动。这相

当于一个单一的尖峰。相反，如果 I 增加得更快，那

么当解完成旋转时，出口点 q 就成为入口点 p。因此，

尖峰又开始了，以此类推。

这种动力学机制与适应性和正交断裂兴奋的机制

密切相关，结合慢变量 I 的适当动力学，它可能导致

簇发放行为。Sivan 等人 [1995] 将这种现象称为调制
兴奋性。这种簇发放器的神经计算特性将取决于平衡

的兴奋性类型，而这又取决于平衡所接近的分岔。因

此，人们仍然可以使用上述的分类法来对这种快速中

间慢速簇发放器进行分类。

5.2. 点-点簇发放器

考虑到图 55中描述的四个滞后环。如果对上状态
的吸引率与 µ 的大小相比相对较弱，那么快速变量就

会花费大部分时间趋于平衡。正如我们在图 102和 103
中所说明的，当收敛以阻尼振荡的形式出现时，系统的

行为就类似于簇发放，使用“折/折”和“折/亚 Hopf”
滞后环。我们把这种簇发放器称为点-点簇发放器。剩
下的“亚 Hopf/折”和“亚 Hopf/亚 Hopf”点-点簇发
放事件在其他地方进行了说明。值得注意的是，尽管

快速子系统对于慢速变量的任何数值都没有极限环吸

引子，但周期性簇发放还是可能发生。

据悉，“折/亚 Hopf”滞后环点-点簇发放是由垂体
体细胞表现出的，它分泌生长激素 [A.Sherman & A.
LeBeau, 个人通信]。

5.3. 簇发放器的同步化

在本节中，我们考虑一个弱连接系统，其形式为

ẋi =fi(xi, ui) + εpi(x, u, ε) (30)

u̇i =µ[gi(xi, ui) + εqi(x, u, ε)] (31)

其中 xi = (x1, · · · , xn) ∈ Rmn 和 ui = (u1, · · · , un) ∈
Rkn 是快速和慢速的变量,而 ε≪ 1是连接的强度。我

们假设每个子系统

ẋi =fi(xi, ui)

u̇i =µgi(xi, ui)

表现出周期性的滞后环簇发放行为。我们还假设，与 µ

的大小相比，耦合相对较强；也就是说

µ = O(ε)

这也包括 µ≪ ε 的情况。极弱耦合 (µ≫ ε) 的情况对
我们这里的讨论没有兴趣。

每个簇发放事件都有两个节奏过程：重复的尖峰

和重复的簇发放事件。因此，至少可以有两种不同的

同步制度，如图 104 所示。

• 单个尖峰的同步化。
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图 100. 左图：系统有一个独特的吸引子平衡，然而当 N 形零斜线向上移动时，它可以表现出重复的尖峰活动。
右图: 该系统有一个独特的吸引子–极限环，然而当 N 形零斜线向下移动时，它可以表现出低振幅的静息活动。

模拟 Bonhoeffer–Van Der Pol 振荡器 ẋ = I + x−x3/3−y, ẏ = ε(x+ a)，这里
ε = 0.1, a = 1.05(left)a = 0.9(right), 以及 İ = µ.

• 簇发放事件的同步化.

其中一个并不意味着另一个。当然，还有一个额外的

制度，即两种类型的同步同时发生。

5.4. 尖峰同步

研究尖峰同步的一个天真的方法是考虑快速子系

统 (30)，它是一个弱连接的极限环振荡器网络。在 Sec.
3中，我们展示了振荡器不能锁定，除非它们有几乎相

等或低阶的谐振频率。因此，单个尖峰在单个簇发放

事件中的同步性主要取决于尖峰间的频率。然而，频

率在簇发放期间可能会有很大的变化，因为它们取决

于慢变量 u1, · · · , un 的值。这类系统的严格平均理论
是相当复杂的 [Arnold, 1982]。
尖峰同步可能发生在簇发放的整个持续期间，也

可能发生在簇发放的初始或最后阶段。我们在下面对

这些情况进行非严格的讨论。

初始阶段

在簇发放的初始阶段，尖峰同步通常不会发生在
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图 101. 图 100 中 BonhoefferVan Der Pol 振荡器中
的一个周期性伪轨道。具有 (可兴奋的) 渐进稳定的平
衡；即从点 p 开始，在附近的点 q 退出的解。

“环/*”簇发放器之间 (其中 *表示通配符)，原因有以
下两个：(i) 在初始阶段，尖峰间频率变化很大。因此，
慢速变量值的微小偏差可能导致频率的急剧变化。(ii)
第 1 类系统的标准型模型 (11) 没有表现出稳定的锁
定。类似的论点也可以应用于” 蓝天/*”和” 环面/*”
簇发放器。

其他类型的簇发放器在簇发放的初始阶段往往有

规律的尖峰。因此，它们可能表现出尖峰同步。然而，

向同步状态的融合需要多达 O(1/ε)个尖峰，并且可能

比整个初始阶段更长。

最后阶段

使用与上面类似的非严格论证，可以得出结论：

”*/环”、“*/蓝天”和“*/环面”簇发放器在簇发放
的最后阶段通常不表现出尖峰同步。

“*/* 同宿”簇发放的情况更为微妙。尖峰间频率
随着函数 1/|lnλ|的增加而减少 (见表 2)，除非与分岔
的距离 λ 非常小，否则似乎不会消失。因此，尖峰间

频率的突然下降发生在最后几个尖峰期间，这可能导

致它们的不同步，正如我们在图 106 中看到的那样。

5.5. 簇发放同步

弱耦合簇发放器的簇发放同步动力学在某些方面

与强耦合松弛振荡器的动力学相似。

为了理解稳定的簇发放同步的机制，我们考虑两

个平面点-环簇发放器：一个处于活动 (尖峰)状态，另
一个仍处于静息的下状态。如果主动簇发放器过早地

使静息簇发放器从下状态跳跃，那么它们可能表现出

稳定的簇发放同步。如果它延长了静息的下状态，那

么同相簇发放同步就不能稳定，但其他一些制度，如

反相簇发放同步，可能会发生。

我们区分了两种机制，它们导致了稳定的簇发放

同步，这取决于静息的簇发放器是积分器还是谐振器。

积分器

如果点-环簇发放是通过“折/*”滞后环发生的，那
么簇发放器就像一个积分器。当慢速变量接近分岔值

时，快速变量准备在响应来自活动簇发放器的传入脉

冲时跳升。这种跳跃可能会导致重复的尖峰，当簇发

放属于“折/*”类型，或者当簇发放属于“环/*”或
“Hopf/*”类型时，属于上状态。在任何情况下，跳跃
都会缩短静息阶段。

如果突触连接是可兴奋的的，那么静息的簇发放

器确实会过早地跳跃。传入脉冲的频率越高，它越早

跳跃。相反，如果连接是抑制性的，静息的下状态就会

延长；见图 105。

缩短静息状态是稳定同步的必要条件，但不是充

分条件。后者还没有被发现；它将取决于尖峰状态的

分岔，并且可能类似于强连接的松弛振荡器同步化的

快速门限调制 (FTM) 理论中的压缩假说 [Somers &
Kopell, 1993, 1995]。跳跃前慢变量的变化率小于跳跃
后的变化率。在这种情况下，簇发放器可能按照一个

简单的规则行事，兴奋性意味着同步，抑制意味着不

同步，正如我们在图 106 中说明的那样。

谐振器

如果点-环簇发放是通过“亚 Hopf/*”滞后环发生
的，那么簇发放器在静息的下状态下充当谐振器。这样

的簇发放器表现出膜电位的阻尼亚阈值振荡，见 Sec.
2。如果传入脉冲的频率与亚阈值振荡的频率相共振，
那么静息的簇发放器就会过早地跳起来，这可能导致

稳定的同相簇发放同步。共振的阶数越低，它就越早

跳跃，正如我们在图 107 中所说明的。如果输入脉冲
序列没有共振，静息的下状态就不会受到影响。

一个看似反直觉的观察是，突触的符号不影响簇

发放同步，但可能只影响尖峰同步，正如我们在图 108
中所说明的。这一观察结果与共振器可以对兴奋性和

抑制性脉冲作出反应的事实一致，我们在 Sec. 2讨论。
因此，与在前面讨论的情况一致下，兴奋和抑制都可以

导致簇发放同步。
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图 102. 点-点型“折/折”滞后环簇发放。请注意，快速子系统对于慢速变量的任何值都没有极限环吸引子。簇
发放的发生是因为收敛到向上状态的速度相对较弱。所示是模型 (15) 与慢子系统 ċ = µv。参数：

(a, b, d, ε, µ) = (−1.3, 2.3, 0.1, 0.5, 0.01)。
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图 103. “折/亚 Hopf”点-点的滞后环簇发放。快速子系统对于慢变量的任何数值都没有极限环吸引子。簇发
放的发生是因为向上状态的趋近率相对较弱。图中显示的是 MorrisLecar 模型 (25) 的模拟，I(u) = −u，慢速

子系统 u̇ = µV。参数：V3 = 0.107, V4 = 0.07, gCa = 1.33, µ = 1/8, 其余如图 59 所示。
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图 104. 簇发放器同步化的各种制度 (从 [Izhikevich,
2000a] 修改)。

图 105. 兴奋性 (抑制性) 脉冲缩短 (延长) 了“折/*”
滞后环形簇发放器中的静息状态。这可能会导致簇发

放同步 (不同步)。

5.6. 簇发放的延迟开始

有一个有趣的现象，在计算机模拟簇发放器中无

处不在，但在实验中可能从未遇到过。当变量 u 缓慢

通过一个分岔值时，簇发放的开始可能会被大大延迟。

也就是说，尽管慢变量已经越过分岔值，静息状态已

经变得不稳定或消失了，但快变量仍然是静息的。因

为这样的静息是非常不稳定的，来自其他簇发放器的

小扰动会导致立即过渡到活动状态，这可能导致瞬时

同步。

对于这种延迟有两种不同但相关的机制。

缓慢的通过效应

首先，考虑静息状态失去稳定性的情况，例如通

图 106. “折/同宿”(方波) 簇发放器中的簇发放同步
和非同步。图中显示的是带有额外慢速变量的耦合

Morris–Lecar 系统的模拟结果。

图 107. “亚 Hopf/折环”(椭圆) 簇发放器 (黑色) 的
响应取决于传入脉冲的频率 (红色)。低阶共振产生较
早的反应。图中显示的是兴奋性耦合 FitzHugh–
Rinzel 簇发放器的模拟结果 [Izhikevich, 2000a]。

过 Andronov–Hopf 分岔。当静息状态变得不稳定时，
快速变量仍然需要一些时间来偏离平衡，这可能是很

重要的，正如我们在图 109 中所说明的。当我们考虑
“Hopf/Hopf”和“亚 Hopf/折环”簇发放时，我们会
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遇到这种现象。在 Neimark-Sacker 分岔附近也可以观
察到缓慢的通过效应。

慢速通过效应对系统是否是理论性非常敏感 [Ne-
jshtadt, 1985]。许多簇发放器的数学模型都是理论性
的，因此它们在计算机模拟中表现出这样的效果。然

而，这种影响可能是一种数学上的假象，因为它还没

有在实验中看到。

图 108. 突触连接的类型并不影响耦合的“亚
Hopf/折环”(椭圆) 簇发放器中的簇发放同步。它只
影响尖峰同步，对于兴奋性突触是同相的，对于抑制

性突触是反相的。图中显示的是模拟
FitzHugh-Rinzel 簇发放事件 [Izhikevich, 2000a]。

缓慢的通过效应可以通过噪音或来自其他簇发放

器的弱输入而大大缩短。后者为簇发放事件的瞬时同

步提供了一个强大的机制，即使它们具有基本不同的

簇发放间隔频率。例如，图 79中一对“亚 Hopf/折环”
簇发放器可以瞬间同步 (如果耦合的话)，因为较慢的
簇发放器在不稳定的平衡附近花费了一半的静息时间，

并准备对来自较快簇发放器的第一个脉冲作出反应。

法国鸭子 (鸭解) 解
当一个松弛系统有零斜线相交时，如图 110 所示，

它可能有一个所谓的法国鸭子 (鸭解) 周期解 [Eck-
haus, 1983]。在快速变量到达左膝点后，它不会跳到
右分支，而是在不稳定的中间分支附近停留一段时间。

类似的现象也可能发生在“折/*”、“折环/*”和“*同
宿/*”簇发放器中 [Booth等人，1997]，正如我们在图

图 109. 通过 Andronov–Hopf 分岔的缓慢过程。(修
改自 [Hoppensteadt & Izhikevich, 1997])。

111中所说明的。在跳到极限环吸引子之前，快速变量
在不稳定状态附近停留了一段时间。这种延迟静息的

一个必要条件是，慢速子系统在分岔值附近有一个平

衡点。也就是说，图 111 中以黄色平面描述的慢速子
系统的平衡流形应该在左膝点附近通过。

不稳定分支附近的快速变量非常容易受到小的扰

动，例如来自其他簇发放器的扰动。一个可兴奋的尖

峰可以使它发放，导致瞬时同步。相反，一个抑制性尖

峰可以使它跳到较低的 (稳定的) 分支，从而进一步延
迟簇发放的开始。

图 110. 法国鸭子 (鸭解) 在松弛系统中的解。
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图 111. 由于法国鸭子 (鸭解) 现象，在“折/同宿”
(方波) 簇发放中，簇发放的开始被延迟了。

由于法国鸭子的解存在于狭窄的参数范围内

[Arnold 等人，1994]，而且它对噪声很敏感，因此不
清楚真实细胞中是否会出现延迟开始簇发放的现象。

同样，我们在此不讨论延迟过渡到静息状态的现

象，正如我们在图 112 中所说明的，这种现象发生在
“*/同宿”簇发放器”中。在本文介绍的几乎所有“*/同
宿”簇发放器的模拟中都可以看到一个微小的过渡延

迟。显著的延迟甚至可能影响计算机模拟中簇发放器

的同步特性，但它也不太可能在实际小区中遇到。

5.7. 锁定的速率

在弱连接网络中，对吸引子的趋近率非常慢；即它

是 ε≪ 1阶的，其中 ε是连接的强度 [Hoppensteadt &
Izhikevich, 1997]。例如，一个弱连接的振荡网络 (18)
需要多达 O(1/ε) 个尖峰来同步2，而不管每个元素是

平滑振荡器还是松弛振荡器。这是对弱连接模型的主

要争论来源，由于缓慢的收敛速度与一些实验观察结

果相矛盾。例如，七鳃鳗的 CPG行为具有很强的收敛

2 在同步情况下，我们的意思是收敛到一个适当吸引子的小但有限的邻域，
它需要 O(1/ε) 的时间单位。完全收敛到吸引子是一个渐近的过程，除
非系统是非 Lipchitz 或初始状态在吸引子上。

图 112. 在“折/同宿”簇发放期间延迟过渡到静息状
态。

速度 (见例如 [Kopell, 1995; Somers & Kopell, 1995;
Williams & Sigvardt, 1995])，但它是由一个相位方程
系统建模的，这是一个弱连接振荡器的标准型模型。

我们对弱连接簇发放器的分析表明，收敛速度的

差异不是由于连接能力较弱的假设，而是由于七鳃鳗

脊髓每个分段的假设可以用一个振荡器来模拟。如果

我们用一个簇发放器来模拟它，那么收敛到一个吸引

子的速度与簇发放间周期相比看起来“快”，尽管簇发

放器是弱连接的。事实上，突触后簇发放器的活动需要

O(1/ε) 个尖峰来产生 O(1) 个变化，但每个簇发放中

可能有多达 O(1/µ) 个尖峰。如果 ε 和 µ 的顺序相同，

那么一个或两个簇发放事件通常就足以进行锁定。另

一种解释方法是注意到锁定两个簇发放器需要 O(1/ε)

单位的时间，但每个簇发放器持续 O(1/µ)单位。因此，

锁定在簇发放间期的时间尺度上可能看起来是瞬间的，

特别是当

mu≪ ε 时。
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