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本文综述了神经元产生动作电位 (尖峰) 所涉及的分岔机制。我们展示了分岔的类型如何决定细胞的
神经计算特性。例如，当稳态接近鞍-结点分岔时，细胞可以以任意低频发放全有或全无尖峰，它具有
明确定义的阈值流形，并且充当积分器；即输入脉冲的频率越高，它放电的越快。相反，当稳态接近

Andronov-Hopf 分岔时，细胞在特定频率范围内发放，其尖峰不是全有或无，它没有明确定义的阈值
流形，它可以响应抑制脉冲充当谐振器；即它优先响应输入的某个 (共振) 频率。增加输入频率实际上
可能会延迟或终止其触发。

我们还描述了神经簇发放现象，使用几何分岔理论扩展了现有的簇发放分类，包括许多新类型。我

们讨论了 burster 的类型如何定义其神经计算属性，并且我们展示了不同的 burster 可以不同地交互、
同步和处理信息。
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到目前为止，我们已经描述了从静止状态到重复

放电的过渡机制；也就是说，从平衡或小振幅极限环

到大振幅极限环吸引子。大吸引子是如何产生的？

当我们考虑从重复尖峰状态过渡到静止状态的可

能机制时，可以获得对大吸引子出现的可能机制的许

多见解。根据 Hodgkin 的实验 [1948]，我们建议根据
振荡终止时的频率对重复性尖峰进行如下分类，见图

36。

图 36. 第 1(2) 类可兴奋系统表现出零 (非零) 出现的
尖峰。第 1(2) 类尖峰系统表现出零 (非零) 终止的尖

峰。

• 第 1 类尖峰系统展现任意低频率的终止的振荡。

• 第 2 类尖峰系统表现出以非零频率终止的振荡。

我们强调，研究终止振荡提供了一个关于重复尖

峰对应的吸引子如何出现和消失的线索。它通常不提

供任何关于尖峰活动如何出现的信息。后一个问题与

神经兴奋性有关，如上一 Sec. 2 所述。

很容易看出，一个关于不变圆分岔的鞍-节点会导
致一个同时具有第 1 类兴奋性和第 1 类尖峰的系统。
同样，超临界的 Andronov–Hopf分岔也会导致第 2类
可兴奋和第 2 类尖峰系统。在这两种情况下，从静止
到重复放电和返回的过渡都是通过同一个分岔发生的。

图 37. 如果静止状态通过折叠 (非极限环) 分岔而消
失，极限环通过鞍同宿轨道分岔而消失 (见图 22 作为
参考)，那么该系统是第 2 类可兴奋的，但第 1 类峰

发放。

一般来说，静止状态的分岔可能与极限环的分岔

不一样。在这种情况下，一个稳定的静止状态和一个

稳定的极限环共存，使得动力学是双稳态的，而且兴

奋性的类别可能与尖峰的类别不一样。我们将在讨论

簇发放事件时介绍几个这样的例子。

第 2 类可兴奋但第 1 类尖峰系统的一个例子是折
叠 (非极限环)分岔。如果系统足够远离余维 2的鞍-节
分离矩阵-环分岔 (见图 22 和 37)，那么在静止状态消
失的那一刻，极限环的频率不是零。这就导致了第 2类
兴奋性。极限环可以通过不圆上的鞍-结点或鞍同调轨
道分岔而消失。这两个分岔都是同宿的，因此它们导

致了第 1 类尖峰。
可能的分岔。当一个重复的峰活动停止时，极限

环吸引子要么失去其稳定性，要么消失。如果它通过

软分岔失去稳定性，如超临界翻转 (倍周期) 或超临界
Neimark-Sacker，新的吸引子位于旧吸引子的一个小邻
域中，因此系统继续放电，但放电模式不同。为了停止

放电，稳定性的损失必须是急剧的；例如，通过亚临界

翻转或亚临界 Neimark-Sacker 的分岔，见图 30。
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大振幅的极限环也可以消失，例如，通过鞍同宿轨

道或折叠极限环分岔 (图 29)，不变圆上的鞍结或超临
界 Andronov–Hopf 分岔 (图 7)，或图 30 中的那些。

我们将看到

• 第 1 类尖峰通过不变圆上的鞍-结，鞍，鞍-焦或
焦-焦的同宿轨道，蓝天或同宿环面分岔上的折叠
极限环发生。

• 第 2类尖峰通过超临界 Andronov–Hopf分岔、折
叠极限环、亚临界翻转或亚临界 Neimark–Sacker
分岔发生。

分岔和电流 I。研究神经元动力学中的分岔的最
明显方法是使用测量膜电压的同一电极来诱导电流 I，
我们将其作为分岔参数。对 I 的生理意义可能有很多
解释。例如，我们可以把 I 解释为一个突触电流

I = gsyn(Esyn − V ), (16)

或作为由于体细胞和树突的电压差而产生的电流

I = g(Vdendr − V ),

等。因此，尖峰机制中的”实际”分叉参数是 gsyn, Vdendr

等，但不是 I。因此，我们应该慢慢改变如 gsyn，而不

是改变 I，然后测量电压，并注入 I，根据 (16)计算，这
涉及到动态电压钳技术 [Sharp 等人，1993; Hutcheon
等人，1996]。当膜电位处于静止状态时，这两种程序
是等价的，但当电位振荡时，它们可能提供完全不同的

分岔图。因此，我们应该使用 (16) 或其等价物来研究
尖峰极限循环的分岔。

另一个潜在的问题是，分岔参数的变化率应该足

够慢，以便它被快速尖峰子系统视为一个常数。然而，

它不应该太慢，否则缓慢的生理过程就会开始干扰，并

可能大大扭曲分岔的情况。

1. 第 1 类尖峰系统

假设极限环通过以下分岔之一消失:

• 不变圆分岔的鞍-结点，或蓝天灾难。

• 鞍、鞍-焦点或焦-焦同宿轨道分岔。

图 38. 函数 −1/lnλ 似乎不会随着 λ → 0 而消失。

在所有这些情况下，周期变得与平衡状态同宿，因

此其周期为无穷大，频率为零。所有这些分岔都会导致

第 1类尖峰，但终止振荡的频率有不同的渐进行为。前
一组的频率衰减为 O(

√
λ)，其中 λ 衡量与分岔的距离

(见 Sec. 2)。而后者表现为 O(1/|lnλ|)。我们将这些函
数绘制在图 38 来说明一个可能的陷阱: 后者似乎并没
有随着 λ → 0 而消失，错误地暗示了第 2 类尖峰系统
的频率曲线。因此，在实验测量这些函数时应格外小

心。

1.1. 阈值和双稳态

导致第 1 类尖峰的分岔之间的一个重要区别是，
在不变圆和蓝天分岔上，可能没有吸引子在鞍-结点上
共存，而在鞍-同宿轨道分岔上则有。因此，前者可能
不会导致双稳态动力学。一个系统要么是可兴奋的，要

么是振荡的，没有脉冲可以停止振荡。相比之下，后者

总是导致双稳态系统具有阈值流形，振荡可以通过适

当放置脉冲来停止，正如我们在图 39 中所说明的。因
此，这两种情况不仅在尖峰频率的渐进性上有所不同，

而且在尖峰和静止状态的共存上也有所不同。

1.2. 尖峰频率适应

缓慢的适应过程可以降低周期性尖峰的频率。为

了说明这个问题，我们使用了第 1 类兴奋性的典型模
型 (4)，其中有一个额外的适应电流 (5)，其动力学在
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图 39. 在 (15) 中，通过鞍同宿轨道分岔的极限环的消失。任何将解决方案推出黄色区域的扰动都会停止振荡。

图 40 中描述。我们可以清楚地看到，在用 µ 表示的

适应过程建立起来的同时，尖峰的速度减慢了。

在图 41中，我们改变了具有注入电流意义的分岔
参数 r，并比较了有无适应电流的标准模型的渐进尖

峰频率。正如人们所期望的那样，电流明显低于频率

曲线。

Wang[1998] 观察到一个有趣的现象。缓慢的
适应性电流似乎使频率曲线线性化。后来 Ermen-
trout[1998]证明这是所有第 1类尖峰系统的一般属性，
即频率曲线在零处的无限斜率变得有限。事实上，让

ω(λ)描述没有适应性时放电率对 λ的依赖性。在我们

的例子中，ω′(0) = ∞。让 α 为负反馈的量，使真实放

电率变成 ω(λ− α)。反馈与放电率成正比，即

α = β(ω(λ− α)) (17)

其中 β(ω 是满足以下条件的函数

β(0) = 0, β′(0) > 0. (1)

按照 [Ermentrout, 1998]，我们将方程相对于 λ进

行隐函数微分，得到

dα

dλ
= β′(ω(λ− α))ω′(λ− α)(1− dα

λ
),

这就导致了

dα

dλ
=

β′(ω)ω′

1 + β′(ω)ω′ → 1��λ → 0.

因此，α(λ) ≈ λ，从 (17) 中我们可以看出，真正
的放电率是 λ/β′(0)。特别是，它在分岔点有一个有限

的斜率 1/β′(0)，见图 42.
正如 Ermentrout[1998] 所指出的，线性化发生在

分岔的某个中间邻域，其中尖峰间隔小于适应时间尺

度。上面讨论的方法在分岔点附近崩溃了，除非适应

速度不切实际地慢。在图 41，我们放大了在原点的一
个小的邻域内，证明线性化的频率曲线最终会变成具

有无限斜率的非线性。因此，适应性仅在使非线性更

接近分岔点的意义上使频率曲线线性化。

2. 第 2 类尖峰系统

无论极限环是否通过安德罗诺夫分岔收缩到一个

点，是否通过折叠极限环分岔消失，或者通过亚临界

翻转或 Neimark–Sacker分岔失去稳定性，其频率都不
会消失。因此，所有这些分岔都会导致第 2类尖峰。在
后两种情况下，有一个定义明确的阈值流形，而且动

力学可以是双稳态的。因此，一个适当的脉冲可能会

停止振荡。

3. 变化系数

神经元在受到随机刺激时表现出随机放电模式。

放电的随机性可以通过变化系数 CV 来衡量。周期性

放电的 CV = 0，而泊松放电的 CV = 1。大多数皮质神
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图 40. 缓慢的适应过程可以改变重复性尖峰的频率。图中显示的是典型模型 (4，5) 的模拟，
r = 2�s = −1/5�η = 1/50。

图 41. 图 40 中典型模型 (4，5) 的频率/电流曲线以有 (s = −1/10) 和无 (s = 0) 慢速适应电流。η = 1/25。左
边的矩形显示了原点的放大图。

图 42. 尖峰适应可以使频率曲线线性化。函数 β(ω) = ω/4 被用来说明这个问题。
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经元的 CV 值很高，而许多生物物理上详细的霍奇金

型模型的 CV 值很低。Softky 和 Koch[1993]讨论了这
种不一致的情况。Gutkin 和 Ermentrout[1998] 表明，
这种不一致可能在于动作电位产生的分岔机制。

为了说明这个问题，请考虑图 36 中的频率曲线，
并假设随机 I 在其余部分和尖峰部分之间波动。如果

一个系统是第 2 类尖峰，那么它要么是静息的，要么
是以相对独立于 I 的规则尖峰间隔放电的。这导致了

低 CV。相反，如果系统是第 1 类可兴奋的，那么尖峰
间隔是相当随机的，因为它对 I 的小扰动很敏感，特

别是在分岔附近。

4. 准周期性的尖峰现象

当系统维度大于 2 时，准周期性的尖峰神经放
电可以是准周期性的或混沌的。前一种情况意味着

存在一个大振幅的稳定不变环。这样的环通常通过

大振幅稳定极限环的超临界 Neimark-Sacker 分岔
[Kuznetsov, 1995] 出现和消失。在这种情况下，尖峰
的类别是由我们上面讨论的极限环的分岔决定的，而

不是由环面的分岔决定的。

一个有趣的情况是，当环面与非双曲小振幅极限

环同宿时，对应于” 亚阈值” 振荡，见图 30。在这种情
况下，准周期放电直接出现在小极限环中 [Kuznetsov,
1995; Iliashenko & Li, 1999] 。它有两个频率：一个对
应于亚阈值振荡，它由小极限环的频率定义；另一种对

应于放电，它取决于与分岔的距离，λ，并且具有与不

变圆分岔或蓝天灾难的鞍-节点相同的渐进性，O(
√
λ)。

因此，这样的准周期性尖峰属于第 1 类。
研究混沌的放电超出了本文的范围，尽管我们在

Sec. 5 中提到了混沌的簇发放。

5. 相位方程和 FM 相互作用

让我们考虑具有周期性或准周期性活动的弱连接

神经元

ẋi = fi(xi) + ε
n∑

j=1

gij(xi, xj , ε) (18)

其中 ε ≪ 1衡量连接的强度。Hoppensteadt和 Izhike-
vich[1997] 利用海马体的实验数据获得了 0.004 < ε <

0.008 的估计值。新皮层数据表明有 10 倍强的联系。

(18) 的动力学可以用一个弱连接的相位模型来描
述

ϑ̇ = ωi + ε
n∑

j=1

hij(ϑi, ϑj , ε) (19)

此外，我们可以证明 (见 [Hoppensteadt & Izhike-
vich, 1997, Chap.9]，关于相关理论的阐述)，实际上存
在一个连续的变量变化，将 (18) 转化为相模型，从而
使其成为一个典型的模型。

这里 ϑi ∈ S1 是第 i 个神经元的振荡相位，ωi 是

其频率。每个函数 hij 都取决于 fi�fj 和 gij。它的含

义与 gij 的含义完全不同。

• (18) 中的每个函数 gij(xi, xj , ε) 描述了从第 j 个

振荡器到第 i 个振荡器的物理连接。

• (19) 中的每个函数 hij(ϑi, ϑj , ε) 描述了从第 j 个

振荡器到第 i个振荡器的有效连接。也就是说，它

描述了第 j 个振荡器的相位如何影响第 i 个振荡

器的相位。

该函数 hij 具有以下有趣的性质: 它几乎是常数，
并且不依赖于 ϑj，除非 ωi 和 ωj 是低阶准共振 [Hop-
pensteadt & Izhikevich, 1997, 1998]，即除非

|pωi + qωj | < ε

对于一些小整数 p 和 q。这一结果已被推广到准周期

振荡器 [Izhikevich, 1999a]。

这个结果的一个直接结果是：如果频率不是共振

的，那么第 i 个振荡器的相位就不取决于第 j 个振荡

器的相位。因此，这种振荡器不能锁定；它们甚至不能

相互影响 (因为 hij = const)，即使它们是相互连接的
(gij ̸= const)。我们看到，为了相互作用，两个振荡器
之间仅有物理联系是不够的，它们还必须在它们的频

率之间建立某种低阶共振关系。我们把这种互动称为

频率调制 (FM)。
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5.1. 阻尼亚阈值振荡

让我们用 Andronov–Hopf分岔附近的弱连接神经
元来说明 FM 相互作用理论的主要观点，我们在 Sec.
2 末尾考虑了这一点。每个这样的神经元都表现出以
某种频率 ωi 的膜电位的阻尼亚阈值振荡。这种神经元

的弱连接网络 (18) 的典型模型的形式是 [Aronson 等
人，1990；Hoppensteadt & Izhikevich，1996，1997]

żi = (εai + iωi)zi ± zi|zi|2 + ε
n∑

j=1

cijzj .

它类似于 (13)。变量的变化

zi = (
√
εvie

iωit, vi ∈ C, i = 1, · · · , n,

系统中的结果

v̇i = ε(aivi ± vi|vi|2) +
n∑

j=1

cije
i(ωj−ωi)tvj ,

这很容易被平均化。

如果 ωj ̸= ωi，那么高度振荡项 cije
i(ωj−ωi)tvj 在

平均化后消失，变量 vj 不参与第 i个方程。因此，第 j

个神经元的相位不能影响第 i 个神经元的相位。只要

(18) 中的 gij ̸= const，即使 xj 和 xi 有物理联系，这

样的神经元也不会相互作用。相反，如果 xj = xi，那

么

cije
i(ωj−ωi)tvj = cijvj

在平均化的过程中仍然存在。因此，第 j 个变量参与

了第 i 个方程。

我们看到，两个振荡器之间存在物理连接，由函

数 gij(xi�xj) 来说明，并不能保证振荡器可以相互影

响。它们的频率之间也应该有一定的关系，例如 ωj =

ωi +O(ε)，否则物理连接就没有效。

有一个低阶共振关系，例如 ωj = 2ωi，在这里是不

够的，因为 Andronov–Hopf 分岔处的周期性活动没有
明显的谐波或次谐波。然而，它通常离分岔点足够远，

因为极限环变得扭曲，周期性活动获得了显著的谐波

和次谐波。

5.2. 快速亚阈值振荡

如果一个神经元表现出其膜电位的快速亚阈值振

荡，那么它对短暂的强输入的反应可能取决于输入的

振幅和时间，正如我们在 Sec. 2 中讨论的那样。
现在假设输入是弱的，所以它永远不会唤起动作

电位，但可以调节亚阈值振荡，例如通过改变其相位，

这样神经元对未来的强脉冲会有不同的反应。从 FM
相互作用理论可以看出，亚阈值振荡的相位只能受那

些以一定谐振频率放电的神经元的影响。通过改变亚

阈值极限周期的频率，神经元可以控制能够调节其动

态的突触前神经元的集合。

5.3. 尖峰振荡

现在考虑两个周期性簇发放的神经元。从 FM 相
互作用理论可以看出，只有当神经元的放电频率之间

存在低阶准共振关系时，神经元才会进行沟通。因此，

一个神经元可以简单地通过改变尖峰频率而不改变突

触效能来停止和打开它与其他神经元的连接。整个大

脑可以在不改变突触硬件的情况下动态地重新连接自

己。

人们可以认为，研究周期性尖峰神经元可能具有

可疑的生物学价值，因为神经元不会出现周期性尖峰

序列。然而，当它们处于簇发放状态时，确实如此，我

们将在下一节中描述。在第 Sec. 4 节中，我们展示了
FM 相互作用的理论如何帮助理解弱连接簇发放者的
同步特性。
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