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Abstract

我们在一个具有三时间尺度的常微分方程模型中研究了复杂簇振荡的起源。我们表明，在这个模型中，簇解

来自于一个 Hopf 分岔，随后是一系列的峰添加转换，这让人想起之前在具有两时间尺度的系统中观察到的峰
添加转换。然而，在这个三时间尺度的环境中，这个过程的细节可能比在两时间尺度的系统中要复杂得多。特

别地，我们发现峰增加可能涉及发生在两个不同时间尺度上的鸭解爆炸，并与折鞍奇异点附近的通道有关。我

们证明了发生的峰添加转变的形式取决于某些奇异极限系统的几何形状，特别是临界流形和超低流形的相对位

置。我们还表明，与在双时间尺度系统中峰添加的情况不同，在我们的模型中，一个新的峰值的出现通常与簇

振荡周期内的局部最大值无关。

1 引言

许多自然系统表现出多个时间尺度，也就是说，具有系统中的一个或多个进程比其他进程的演化得快得多的特性。在

具有两个时间尺度的系统中，典型行为已经知道很多，如弛豫振荡、混合模式振荡和爆炸等现象存在于广泛的模型中；例

如 [1,2,15,18]。然而，对于具有三个或更多时间尺度的系统的典型动力学，我们知之甚少，最近的一些工作有 [20,22,26,31]。
在这篇文章中，我们感兴趣的是解释在一个具有三时间尺度的常微分方程模型中观察到的复杂簇动力学的起源。该模

型首先是由 Nan[25] 构建的，其解模拟了在 Rosenzweig MacArthur 食物链模型 [3,4,5,28] 中所看到的复杂振荡。这是
一个最小的模型，它具有最小的维数和最简单的非线性性质，与感兴趣的行为一致，其优点是比食物链模型更容易操纵，

可以相对地移动与模型相关的某些几何特征。我们对这个模型感兴趣有两个原因。首先，我们希望了解 Nan 在模型中观
察到的独特振荡模式背后的机制，特别是阐明模型中不同的时间尺度如何相互作用以产生复杂的动力学。其次，模型参数

化的方式使其成为一个理想的设置，以研究三尺度动态的一般特征；虽然我们主要关注的是解释模型在特定参数下的动力

学，我们相信对于系统在不同参数下，彻底理解模型的动力学将有更广泛的相关性，特别是将有助于整体理解两个时间尺

度和三个时间尺度模型之间的差异。

我们所考虑的模型的形式为 [25]：

dx

dt
= y −

(
a3x

3 − a2x
2 + a1x+ a0

)
:= f(x, y)

dy

dt
= δ

(
b2x

2 − b1x− c1y − z + c0
)
:= δg(x, y, z)

dz

dt
= δε(x− γ) := δεh(x),
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其中 x, y, z ∈ R。常数 δ 和 ε 控制模型动力学中的时间尺度分离，下面将进一步解释；我们总是考虑这些常数的小非

负值，通常是 δ = 0.001 和 ε = 0.1。参数 γ 是我们模型中的主要分岔参数；我们考虑 γ ∈ [0, 1]。我们按照 Nan [25] 选择
的其他参数值，除非另有说明，这些参数值被设置为表 1 中指定的值。

表 1: 模型（1）中参数的默认值
a0 0.1 a1 1.56
a2 5.1 a3 4.0
b1 80.25 b2 60.0
c0 27.75 c1 12.5
δ 0.001 ε 0.1

我们注意到，附录 A 中给出了另一种参数化系统的方法，即各种系数用其他常数表示。这种形式对于操纵模型的某
些几何特征很有用，这将在第 4 节和第 5 节中进一步讨论。
对于选择的 γ = 0.92，系统 (1) 具有吸引周期解，如图 1 所示。不同的时间尺度在时间序列中是明显的：在 x 和 y 变

量中出现两个时间尺度的弛豫振荡，在较慢的第三时间尺度 z 上出现上升和下降。该动力学与 Hindmarsh-Rose 模型 [14]
和许多类似的系统 [15,27] 中常见的簇振荡有一些相似之处，但 Hindmarsh-Rose 模型中簇期间的峰值通常不是弛豫振荡，
这是该模型只有两个时间尺度的反映。

Figure 1: 时间序列显示系统 (1) 的吸引振荡，γ = 0.92，其他参数如表 1 所示。

图 1 中的时间序列显示，在每次簇发放期间，x 和 y 的振幅有 5 个值，但是，正如我们下面所示，不同的 γ 会导致

从簇中添加或删除峰。[7,8,12,27,30] 在两个时间尺度的簇发放系统中得到了广泛的研究。本文的一个主要目的是研究我们
的三时间尺度系统中的峰添加过程，并表明与在双时间尺度系统中看到的峰添加有重要的区别。特别是，我们观察到一些

过程的特性类似于 Hindmarsh-Rose 系统（两时间尺度和一个慢的变量）和一些类似于方波簇的峰添加过程的特性（两时
间尺度和两个慢的变量）。

本文的组织结构如下。在第 2 节中，我们总结了来自几何奇异摄动理论（GSPT）的思想，随后我们将使用它们来解
释我们模型的动力学。在第 3 节中，我们给出了模型在参数 γ 变化时的动力学概述，并通过数值模拟和模型的延续得到结

果。在第 4 节中，我们详细研究了模型中的峰添加，在参数体系中，所有三个时间尺度都是至关重要的。在第 5 节中，我
们总结了我们的结果及其与文献中早期工作的关系，并对我们的工作的可能扩展做出了一些说明。
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2 初步分析

在我们对系统 (1) 的分析中，我们将利用不同时间尺度的存在，使我们能够使用来自 GSPT [11,16,19] 和吹胀理论
[10,19,29,32] 的方法。我们最感兴趣的是 x, y, z < 1 相空间的正八分体。在这种情况下，(1) 中定义的函数 f, g 和 h 都近

似为 O(1)，这意味着 (1) 中三个方程的右侧分别近似为 O(1), O(δ) 和 O(δε)。对于足够小的 δ 和 ε，我们可以把这些变量

看作是在三个不同的时间尺度上演化的：我们说 x 是一个快变量，y 是慢的，z 是超慢的。因此，δ 可以看作是编码快时

间尺度和慢时间尺度之间的分离，而 ε 表示慢时间尺度和超慢时间尺度之间的分离。本文的目的主要时解释在 δ = 0.001

和 ε = 0.1 时观察到的动力学现象；在 0 < δ ≪ ε ≪ 1 中，类似的动力学更普遍地存在。将看到，δ 和 ε 选择的相对大小

通过将系统作为一个双尺度系统（一个快和两个慢变量）允许我们取得一些进展，但我们下面开始定义子系统和适合三时

间尺度的奇异限制。

根据 GSPT 的标准方法，我们使用不同的时间尺度定义了模型的等效版本。系统 (1) 是使用（快）时间 t 写的，被称

为快系统。定义 ts = δt，我们得到了慢系统，

δ
dx

dts
= f(x, y)

dy

dts
= g(x, y, z)

dz

dts
= εh(x),

其中，f, g 和 h 为系统 (1) 的定义。定义 tss = εts = εδt，我们得到了超慢系统，

εδ
dx

dtss
= f(x, y)

ε
dy

dtss
= g(x, y, z)

dz

dtss
= h(x).

如果 ε ̸= 0 和 δ ̸= 0，那么这三个模型是等价的，但是当我们让 ε 和 δ 中的一个或两个趋于零时，它们产生非等价的

系统。在本工作中，我们将假设 δ ≪ ε，考虑 ε > 0 时，让 δ → 0 得到的 ε 依赖的奇异极限，或者让 ε 固定然后让 δ → 0

，然后再令 ϵ → 0 得到的双奇异极限。

让 (1) 中的 δ → 0 产生快层问题，

dx

dt
= f(x, y)

dy

dt
= 0

dz

dt
= 0.

因此，在快层问题中，对于常数 y0 和 z0，快变量 x 沿着由 (x, y, z) = (x, y0, z0) 定义的一维快纤维演化。(4) 的二维
平衡点集，

S0 = {(x, y, z) | f(x, y) = 0},

被叫做临界流形，对于我们选择的 f , 临界流形为

S0 =
{
(x, y, z) | y = a3x

3 − a2x
2 + a1x+ a0

}
是相对于 y 折叠的曲面，如图 2 所示；图 2 中的折线标记为 L− 和 L+，表 1 中的参数值出现在 x = 0.20 和 x = 0.65

处。折叠将 S0 分为吸引和排斥层；位于两条折曲线之间的内层是排斥的，因为在快层问题中，相应的平衡是排斥的，两

个外层是吸引的。
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在慢系统 (2) 中令 δ → 0，得到了一个不同的奇异极限系统。这就产生了微分-代数慢简化问题

0 = f(x, y)

dy

dts
= g(x, y, z)

dz

dts
= εh(x),

它描述了限制在 S0 范围内的动力学。对于足够小的 ε，这是一个两时间尺度的问题。在 (5) 中让 ε → 0 给出了慢层

问题，

0 = f(x, y)

dy

dts
= g(x, y, z)

dz

dts
= 0.

因此，在慢层问题中，对于常数 z0 和限制在 S0 的 (x, y, z0)，慢变量 y 沿着 (x, y, z) = (x, y, z0) 定义的一维纤维演

化。(6) 的一维平衡点集，

L0 = {(x, y, z) | f(x, y) = 0 and g(x, y, z) = 0},

被称为超慢流形。对于我们选择的 f 和 g，超慢流形是

L0 =
{
(x, y, z) | z = −c1a3x

3 + (c1a2 + b2)x
2 − (c1a1 + b1)x+ c0 − c1a0

}
,

是关于 z 折叠的曲线，如图 2 所示；折点标记为 T− 和 T+，表 1 中的参值分别在 x = 0.70 和 x = 0.95。T− 和 T+

将 S0 划分为限制在 S0 的吸引和排斥的分支；位于 T− 和 T+ 之间的内部分支是排斥的，两个外部分支是吸引的（在 S0

内）。

Figure 2: 系统 (1) 的临界流形 S0(蓝色曲线) 和超慢流形 L0(黄色曲线)，参数值如表 1 所示。黄色曲线的实线（虚线）表
示 L0 的吸引（排斥）的部分。标记为 L− 和 L+ 的线为 S0 相对于 y 的折点，标记为 T− 和 T+ 的点为 S0 相对于 z 的折

点。注意，S0 和 L0 的位置与分岔参数 γ 无关。还显示了一个稳定的簇周期 Γ，由系统 (1) 当 γ = 0.92 的直接模拟得到。

单箭头 (双箭头和三箭头) 表示演化速度为超慢（慢和快) 时间尺度的轨道段。

为了完整起见，我们又定义了一个系统，即超慢简化问题，它是通过让 (3) 中的 ε → 0 而得到的
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0 = f(x, y)

0 = g(x, y, z)

dz

dtss
= h(x).

该系统确定了限制在 L0 的动力学。在我们的例子中，由于 h 很简单，我们很容易看到在 x > γ 时，z 坐标增加，在

x < γ 时减小；对于 S0 上的动力学，更一般地，在整个相空间中都是如此。

为了理解我们系统的动力学行为，更仔细地研究限制在 S0 的动力学是有用的。使用来自 GSPT 的想法，我们计算了
慢约化流的投影，方程 (5)，在 (x, z) 平面上。具体来说，由于在 S0 上 f(x, y) = 0，关于 ts 微分得到

fy
dy

dts
= −fx

dx

dts
.

由于某些函数 F 的 S0 可以表示为 y = F (x)，所以我们可以重新整理 (5) 中的方程得到

−fx
dx

dts
= fyg(x, F (x), z)

dz

dts
= εh(x),

重新缩放时间，以便 ts = (−fx) τ 允许我们移动在 fx = 0 时 (8) 产生的（发生在折线 L− 和 L+ 上）的奇点。然后我

们得到了去奇异慢约化系统（DSRS），

dx

dτ
= fyg(x, F (x), z)

dz

dτ
= −εfxh(x).

注意，由于 −fx 在 S0 的吸引段上为正，在排斥段上为负，对应于 S0 的排斥段上的轨道相对于慢系统 (5) 的轨道 (9)
（以及其投影 (8))。使用与 (1) 相关联的特定的 f, g 和 h，系统 (9) 变成

dx

dτ
= −c1a3x

3 + (b2 + c1a2)x
2 − (b1 + c1a1)x+ (c0 − c1a0)− z

dz

dτ
= ε(x− γ)

(
3a3x

2 − 2a2x+ a1
)
.

对于足够小的 ε，系统 (9) 是一个双时间尺度系统，时间尺度的分离与 ε 成正比。在重写系统 (9) 的相关的慢时间
τ̃ = ετ 后，我们可以使用奇异极限 ε → 0 来简化和去奇异化，按照类似的过程。这样做可以得到一个投影在 x 轴上的 S0

上的动力学的方程：

dx

dτ̂
= −gzfxh(x),

其中，τ̃ = − (gx + Fx) τ̂。（11）的轨道对应于 L0 的排斥分支，相对于 (9) 的轨道有一个相反的时间方向。对于我们
选择的参数，L0 的排斥分支完全包含在 S0 的吸引段中，因此相对于整个系统的动力学没有进一步的符号变化。考虑到这

个版本的动力学，我们提供了关于 L0 在接近 L0 的折叠时的一个吸引分支解的行为信息，下面将进一步解释。使用与 (1)
相关联的特定的 f, g 和 h，系统（11）变为

dz

dτ̂
= −(x− γ)

(
3a3x

2 − 2a2x+ a1
)

利用上述定义的各种奇异极限系统和 GSPT 的思想，可以理解在 S0 的吸引段附近和 L0 的吸引分支附近的整个系统

的动力学。一个基本思想是临界流形和超低流形的正规双曲性。特别地，固定 ε 并将 δ 视为一个小的正常数，如果快层问

题 (4) 的雅可比矩阵没有零实部的特征值，则 S0 在特定点上为正规双曲的。在我们的例子中，S0 通常是正规双曲的，除

5



了在折曲线 L+ 和 L− 上。然后 Fenichel 理论保证了接近 S0 三个段的光滑流形的持久性，这些流形上的动力学是在慢简

化问题 (5) 中对 S0 上的动力学的光滑扰动。同样地，由于 ε 很小，L0 上的动力学本身就是一个双时间尺度的问题；让

ε → 0，我们发现 L0 通常是双曲的，除了在其转折点，T+ 和 T−。然后，Fenichel 理论保证了接近 L0 的三个分支的光滑

流形的持久性，而这些流形上的动力学是在 (5) 内的 L0 上动力学的光滑扰动。

S0 附近的动力学通常不是正规双曲的，可以用吹胀理论 [10,19,29,32] 发现。特别是，吸引和排斥慢流形可能在临界
流形的非双曲区域附近相交；这样的交点对应于鸭解轨迹，这对于理解我们系统中的峰添加非常重要。同样有趣的是折奇

异点，也就是说，DSRS 的平衡点，而不是 (8) 的平衡点。折奇异点对应于慢流形的点，在那里许多轨迹可以在有限时间
内从 S0 的吸引到排斥段；通过折奇异点的轨迹是根据（奇异）鸭解定义的。

鞍型折奇异点对于我们解释系统动力学 (1) 至关重要。这种折奇异点有两个特殊的鸭解，一个真鸭和一个伪鸭，与
DSRS 中鞍平衡的稳定和不稳定流形有关，我们将在后面的章节中进一步讨论这些；关于折奇异点的背景材料见 [6]。可以
直接证明 (9) 的折奇异点必须满足这些条件

fx = 0

fyg(x, F (x), z) = 0.

同样，利用吹胀理论，通常可以推导出 L0 不是正规双曲的点附近的动力学。在极限 ε → 0 中，（11）发生在 L0 转折

点的平衡产生所谓的鸭解点，这是相关临界流形为一维情况下的折奇异点的模拟；这些点出现在一维吸引和排斥流形（作

为 L0 分支的扰动出现）重合的参数值附近，并与鸭解轨迹的存在有关。

鸭解点和折奇异点 (至少在所谓的 II 型折鞍结奇异点附近) 都可以与鸭解环的出现相关联，鸭解环是包含鸭解轨迹段
的周期轨道。从分岔理论的角度来看，鸭解环诞生于奇异 Hopf 分岔 [13]，其特征是周期轨道的振幅快速增长，在分岔图
中给出周期轨道的近垂直分支 [6]。
标准 GSPT 的应用现在允许我们对 (1) 的动力学做出一些一般陈述。对于足够小的 δ 和 ϵ，整个系统的轨道通常会紧

跟 S0(或 L0) 的吸引段 (或分支)，直到它达到 S0(或 L0) 的折点。然后，它要么以更快的时间尺度跳到另一个吸引片 (或
分支) 的 S0(或 L0) 或开始鸭解段，在此期间，它跟随 S0(或 L0) 的排斥段 (或分支)。轨道通常最终会离开排斥层或分支，
并以更快的时间尺度过渡到吸引层或分支之一。这样，整个系统的轨道可以理解为来自慢简化流或超慢简化流的一系列轨

道段的扰动，其中与快或慢层问题的轨道段相交。

3 模型动力学的概述

使用 AUTO 软件包 [9] 进行计算，得到如图 3(a) 所示的系统 (1) 的部分分岔图。对于参数 γ 的每一个值，都有一个

平衡解。平衡分支在标记为 HB1,HB2,HB3 和 HB4 的 Hopf 分岔处稳定性发生变化。由 HB1 和 HB2 产生的周期解的

分支终止于 γ ≈ 0.90(Hom1) 和 γ ≈ 0.76(Hom2) 的平衡点同宿分岔; 图 3(b) 和 (c) 中显示了靠近同宿分岔的这些分支上
周期轨道的相位图。

由 HB3 分岔的周期解分支在标记为 HPo 的点处终止于周期轨道的同宿分岔。从 HB3 开始的分支上的周期轨道的

时间序列和相位图，对于 γ 非常接近其在 HPo 处的值，如图 3(d)（黑色曲线）和 (e) 所示。在图 (d)（红色曲线）中也
显示了在相同 γ 值下由 HB2 产生的分支上的周期轨道；正是这个周期轨道在 HPo 处发生同宿分岔。

由 HB4 产生的周期轨道分支在 γ ≈ 0.90 的同宿平衡分支结束之前经历了一系列复杂的转变；该分支的放大如图 3(f)
所示，其中终止该分支的同宿分支被标记为 Hom4。沿着这最后一个分支发生的精确变化序列是第 4.1 节的重点。
通过考虑系统（10）的动力学，可以进一步了解图 3(a) 所示的分岔。回想一下，这些方程在极限 δ → 0 中近似于 S0

上的动力学。这个系统有两种类型的平衡点。所谓的普通奇点出现在

xo = γ, zo = −c1a3γ
3 + (b2 + c1a2) γ

2 − (b1 + c1a1) γ + (c0 − c1a0) .

这些对应于 (1) 的真奇点，并发生在对于每个 γ，z-零斜线（即平面 x = γ）切割 L0 的点上。此外，还有折奇异点的

两个分支，其 x 坐标为
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xL+ =
a2 +

√
a22 − 3a1a3
3a3

and xL− =
a2 −

√
a22 − 3a1a3
3a3

z 坐标为

zL± = −c1a3x
3
L± + (b2 + c1a2) c1a3x

2
L± − (b1 + c1a1) c1a3xL± + (c0 − c1a0) .

这些折奇异点对应于 L0 与折线 L− 和 L+ 相交的点；对于表 1 中给出的参数值，xL+ = 0.65 和 L− = 0.2。如前所述，

折奇异点并不对应于整个系统的真实奇点，但是 (xL+ , zL+)，在 x = 0.65 处的折奇异点，对于我们的模型中峰发放的开始

是非常重要的，这将在 4.1 节中讨论。

Figure 3: (a)(1) 的部分分岔图，显示了 γ ∈ [0, 1] 的平衡点和周期解。黑色曲线表示平衡解 (实线表示稳定，虚线表示不
稳定)。蓝色曲线表示周期解的最大值 (稳定性未注明)。符号 HB1 −HB4 表示 Hopf 分岔的位置，Hom1 和 Hom2 表示

平衡解的同宿分岔，HPo 表示周期轨道同宿分岔的位置。(b) γ 值非常接近 Hom1 时 HB1 分支上周期轨道的相位图。点

标记的是平衡解的位置。所有其他符号和颜色 (此处和图 (c) 和 (e)) 与图 2 相同。(c) 在 γ 值非常接近 Hom2 时，HB2 产

生的分支上的周期轨道相图。标记为 fs 的点表示折奇异点的位置。(d) 黑色曲线是在非常接近 HPo 值时 HB3 分支上的

周期轨道的时间序列。红色曲线显示了在相同 γ 值下 HB2 分支上周期轨道的时间序列。(e) (d) 以黑色和红色标出周期轨
道的相位图。(f) 图 (a) 的放大部分，HB4 产生的周期轨道分支的更多细节; 这个分支终止于平衡点 Hom4 的同宿分支。

方程（10）的分岔图如图 4 所示。普通奇点的分支改变了标记为 HB3 和 HB4 的 Hopf 分岔处的稳定性。这些是由
z-零斜先跨越 L0 的折叠而产生的奇异 Hopf 分岔。正如 GSPT 所预期的那样，这些 Hopf 分岔在整个系统中持续存在，在
图 3(a) 中成为 HB3 和 HB4，其参数值接近图 4 中的相应值。在方程（10）和图 4 中，由 HB3 和 HB4 产生的周期轨道的

分支在与鞍型折奇异点碰撞时，都终止于同宿分岔处。这些同宿分岔在整个系统中被更复杂的分岔序列所取代，如图 3(a)
和 (f) 所示。作为参考，我们注意到对于 γ > xL+ = 0.65, (xL+ , zL+) 是（10）的鞍点，特征值近似由 λ1 = 2.4ε(γ − 0.65)

和 λ2 = −2.25− λ1 给出。
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(10) 的普通奇点分支的稳定性在两个跨临界分支处变化，如图 4 中的 T1 和 T2，当该分支跨越折奇异点的分支时，也

会发生变化。这些分岔在整个模型中成为奇异的 Hopf 分岔，在图 3(a) 中表示为 HB1 和 HB2，并与跨越 S0 折点的 z-零
斜先有关。我们已经检查了，随着 δ 变小，整个模型中周期轨道的分岔分支变得更陡，正如奇异 Hopf 分岔所预期的那样。

4 峰添加过渡

如图 1 所示，具有表 1 中参数值的系统 (1) 对某些 γ 的选择簇发放解。图 1 所示的解每个簇有 5 个峰，但这个数字
可以随着 γ 或其他参数的变化而变化。我们感兴趣的是在参数变化时可以添加或减去峰的机制。在本节中，我们将讨论两

种类型的峰添加过渡，一种是三种不同的时间尺度在添加单个峰时很重要，另一种是只有两个时间尺度发挥重要作用。

首先，我们阐明了我们在系统 (1) 中所说的峰的含义，并给出了我们用来决定何时添加了一个新的峰的标准。我们将
峰定义为系统周期吸引子的一部分，并包含最快时间尺度上的两个部分。因此，峰对应的是遵循 S0 的两个吸引的轨道段。

根据这个定义，带有头部的折鞍鸭解属于峰，即使它们只存在于一个较窄的参数间隔中。类似地，如图 6 所示的 11 所示，
也符合我们对峰的定义，但也是瞬时存在型。我们感兴趣的是完全发展的、稳健的峰的出现，即没有超慢鸭解段的弛豫振

荡，如图 6 的 12 所示。在我们的系统中，在周期轨道包含最大折鞍段的参数值后不久，峰很快就会出现，如图 6 的 10 所
示。因此，对于我们的系统，一个计算方便的（如果近似的）新峰的准则是折鞍鸭解段达到 L− 的点，即 x = 0.2。

Figure 4: 系统 (10) 的分岔图如图所示。对角线表示普通奇点的分支 (实线表示稳定，虚线表示不稳定)。两条水平线表
示折奇异点分支 (实线表示稳定，虚线表示不稳定)。普通和折奇异点在标记为 T1 和 T2 的跨临界分岔处相交。近垂直曲

线 (蓝色)表示周期解的两个分支 (两个分支都不稳定)上的最大值和最小值，每个分支都由普通奇点的 hopf分岔 (HB)引
起。左图阴影部分的放大显示在右边的两个图中。周期解的每个分支终止于一个同宿分岔，分支在 x = 0.65 处与折奇异

点碰撞。

4.1 利用三个时间尺度的峰添加

在系统 (1) 中可以看到一个涉及三个时间尺度的峰添加转变的例子，其参数值如表 1 所示，并且发生在图 3(f) 中标记
为 HB4 的 Hopf 分岔产生的周期解的分支上。在这一体系中添加一个峰是鸭解介导的过程，它涉及到与慢和超慢时间尺
度相关的鸭解爆炸，以及与靠近折鞍点 (xL+ �zL+) 的通道相关的鸭解轨道。下面，我们描述了观察到的变化，即 γ 从 HB4

值减小（γ 刚好大于 0.95），直到周期轨道有一个峰（γ 刚好小于 0.95）；第二个和随后的值的增加以类似的方式发生。我
们注意到系统 (1) 的平衡点的 x 坐标等于 γ，这意味着它的位置在第一个加峰过渡过程中几乎没有变化。

该转变发生在以下步骤中，相应的相位图如图 5 和图 6 所示。
(1) 当平衡点穿过 T+ 时，超低流形 L0 的上折点，出现奇异的 Hopf 分岔，形成了一个小的鸭解环，如图 5 中 1 所

示。鸭解环包含出现在慢和超慢时间尺度上的段。

(2) 鸭解环增长到包含一个最大鸭解，当它的一部分到达 T− 附近，L0 的下折点；见图 5 中 2 所示。

8



(3) 然后环沿 L0 的左吸引分支形成一个段，变成带头鸭解环；见图 5 中 3。到目前为止，鸭解环本质上是二维的，因
为它接近 S0，只涉及慢和超慢的时间尺度。

(4) 随着 γ 的进一步减小，鸭解环的头部不断增大，直到它接近折鞍点的附近，标记为 fs，位于 L0 和 L+ 的交叉处。

然后慢段（由图 5 的 4 中向左的双箭头表示）跟随折鞍的真实鸭解，然后沿着折鞍的假弯道螺旋流回 L0；假鸭解周围的

振荡在图 5 使用的比例上是不可见的。注意，这种振荡的振幅取决于在设计的慢约化系统中折鞍的特征值的相对大小。更
多关于假折鞍鸭解附近的细节可以在 [24] 中找到。

(5) 随着 γ 进一步减小，折鞍真鸭解后面的段将穿过 L+。当它形成快速部分，离开 S0 的排斥段，跳回右侧 S0 的吸

引段时，环就会变为三维。见图 5 中 5。
(6)S0 的排斥段的环段随着 γ 的减少而增长，直到它达到一个长度，使随后的快速跳跃落在 S0 的右侧片上，以指数

形式接近 L0 的中间分支。这使得第二个超慢鸭解段出现在环中，然后在慢时间尺度上向 L0 的左吸引分支跳跃，轨道段

沿着 L0 的左吸引分支向 T− 移动，如图 5 中 6 所示。
(7)γ 进一步降低，L0 中间分支的第二超慢鸭解段增大，而 L0 左侧吸引分支的轨道段缩小。最终第二超慢鸭解段达到

T+ 并达到最大，如图 6 中 7 所示。在这一点上，超慢鸭解段之后慢跳跃到 L0 的右吸引分支。

(8) 第二个超慢鸭解开始缩小，见图 6 中 8。
(9) 当第二个超慢鸭解缩小为零时，快跳跃后环不再有超慢段，见图 6 中 9。
（10）一旦第二个超慢鸭解段消失，沿折鞍真正的慢鸭解段（在 S0� 排斥段上）可以恢复增长。它增长到 L− 的最大值

（见图 6 中 10）。
(11) 当 γ 进一步减小时，在沿折鞍鸭解的轨道段收缩的同时，向左侧吸引层快速跃迁。在这一点上，我们认为新的峰

已经出现。随着 γ 的减小，沿真鸭解的轨道段完全消失; 见图 6 中 11。
（12）一旦沿真鸭解的轨道段消失，第一个超慢鸭解段的长度开始减小，从 L− 到 S0 右吸引的快速段移动到较大的 z

值。最终，这个快速段在 S0 上有一个指数接近 L0 的中间排斥分支。在此之后，发展另一个超慢鸭解段是可能的，导致一

个有一个峰和两个超慢鸭解段的轨道，如图 6 中 12 所示。如果 γ 进一步下降，则开始形成第二个峰，其转变类似于上述

步骤 2 至 12。
从上面的描述可以清楚地看出，这个转变的步骤 1 到 3 只涉及慢时间尺度和超慢时间尺度，并且类似于在双时间尺

度系统中常见的鸭解爆炸。当环在步骤 4 中接近折鞍点时，快时间尺度对于转变变得重要，并且所有三时间尺度都涉及发
生在步骤 4 和步骤 5 中的变化。从第 5 步开始，环继续在所有三个时间尺度上都有段，但是在第 5 步到第 9 步中发生的
重大变化只涉及慢时间尺度和超慢时间尺度。在步骤 10 到 12 中，超慢时间尺度不涉及主要的变化; 只有在步骤 12 之后
从一个峰到两个峰的转变开始时，它的峰添加作用才会恢复。

我们注意到，在 [8] 中研究了步骤 4 中发生的极限环与折鞍之间的相互作用。这种相互作用在具体化慢简化系统中有
一个相应的分支 (10)，特别是在 HB4 产生的分支上结束的同宿分岔; 如图 4(b) 所示。这种现象在 [8] 中被称为折同宿连
接，并在整个系统中组织了从超慢/慢时间尺度上演化的周期到具有峰的周期的转变。
上面给出的峰添加的描述集中在与过渡相关的主要几何变化上。除了上述的变化外，极限环的分支还经历了几个第二

分支 (如折、倍周期分岔，可能是一个或多个产生环面的 hopf 分岔) 和含有鸭解段的中间环，但我们不进一步讨论这些分
岔，因为它们对这里感兴趣的添加现象并不重要。

在双时间尺度系统峰添加的计算工作中，利用鸭解环周期局部最大值处的参数值来识别峰添加的时刻是很容易做到的

[27]。这种识别源于认识到在鸭解段上花费的时间随着鸭解段长度的增加而增加，然后在最大鸭解后减少。由于新的峰通
常在参数值指数接近的附近出现，因此从计算的角度来看，峰添加发生在最大周期点处。在三时间尺度的情况下，类似的

考虑也很重要，但有更多的复杂性。特别是，在图 5 和图 6 所示的峰添加的几个阶段，即在图 2、7 和 10 所示轨道的参
数值处，有最大鸭解。其中前两个对应于 L0 排斥分支上 (超慢) 鸭解的最大长度，第三个对应于 S0 排斥分支上 (慢) 鸭解
的最大长度。

图 6 的 10 中所示的最大鸭解相对于排斥慢流形 (S0 中间扰动) 是最大的，并且与折鞍奇异点 fs 相关。如上所述，我
们用系统中随 γ 变化而增加的峰时刻来确定这个过渡周期。然而，如图 7(a) 所示，该周期与周期的最大值无关; 图 6 的
10 中显示的周期对应于图 7(a) 中标记为 (b1) 的点。相反，在峰出现之前有两个局部最大值，在图 7 (a) 中标记为 (c1) 和
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Figure 5: 方程 (1) 中的峰添加，参数值如表 1 所示: 步骤 1-6，从吸引平衡解过渡到吸引单峰周期轨道。在 1 中，γ ≈
0.95012327; 图中的 2 至 6γ ≈ 0.95012344。

10



Figure 6: 方程 (1) 中的峰添加，参数值如表 1 所示: 步骤 7-12，在 7-10 中，γ ≈ 0.95012344; 在 11 中，γ ≈ 0.94905122；

在 12 中，γ ≈ 0.94883380。
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(c2)。它们对应于图 5 的 2 和图 6 的 10，此外，在加入峰后，参数值处的周期还有两个局部最大值; 它们在图 7(a) 中被
标记为 (d1) 和 (d2)，并对应于类似于 (c1) 和 (c2) 的最大鸭解，发生在第二个峰被添加的过渡期间。

在这个系统中，包含最大折鞍鸭解段的环不对应于周期函数的局部最大值的原因可以通过观察我们系统中的特定几何

来理解。随着最大折鞍鸭解的接近 (图 6 中从图 9 移动到图 10)，跟随真鸭解的慢段变长，这导致在 S0 右侧吸引段附近

的慢段变短。由于在前一个慢段上花费的额外时间并不能补偿后一个慢段上损失的时间，因此在折鞍的真鸭解附近花费更

多时间的环最终具有更小的总周期。

任何三时间尺度系统中超慢流形鸭解段的长度相比慢流形鸭解段的长度有一个更强的影响。这意味着，在三时间尺度

系统中，通过识别有最大周期的参数值来定位峰添加可能存在问题，而涉及相图的策略是可取的。

Figure 7: 从 HB4 产生的峰添加分支轨道的周期和相位图。(a) 沿分支以数值步长函数表示的轨道周期:x 轴上的点 0 对应
γ = 0.95004655032, 点 1200 对应 γ = 0.94883293533。这样选择的 x� 刻度可以区分周期的临界点。(b) 图 (a) 中点 (b1)
对应的轨道投影到 x− z 平面; 这与图 5 的 10 中的轨道相对应。在这个和下面的图中，绿色曲线是 L0 的投影，灰色垂线

是 L+ 和 L− 的投影。(c) 图 (a) 中点 (c1)(黑色曲线) 和点 (c2)(红色曲线) 对应的轨道在 x − z 平面上的投影; 这些轨道
分别对应于图 5 的 2 和图 6 的 7 中的轨道。(d) 图 (a) 中点 (d1)(黑色曲线) 和点 (d2)(红色曲线) 对应的轨道在 x− z 平

面上的投影。

4.2 利用两个时间尺度的峰添加

只有当快返回段 (从 S0 的排斥段附近到 S0 的右侧吸引段) 足够靠近 L0 的排斥分支时，才会发生图 5 和图 6 所示的
峰添加。如果返回段离排斥分支不够近，则省略与第二个超慢鸭解段存在相关的步骤 (即图 5 和图 6 中的步骤 6 至步骤
8)。在这种情况下，新峰的增加只涉及两个时间尺度的相互作用，并且与靠近折鞍的通道有关。
使用附录中给出的系统 (1) 的替代参数化，可以很容易地发现 α2 的变化将改变 L0 与快速返回段到达 S0 的位置之

间的距离，而不会改变图 3(a) 所示的基本分岔结构。特别是，我们检查了，改变 α2 并不影响图 3(a) 所示的平衡分支或
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Hopf 分岔的数量，尽管从不同的 Hopf 分岔发出的周期轨道分支的性质可以改变。例如，当 α2 = 0.6 时，来自 HB1 的周

期轨道分支终止于 HB2，而当 α2 = 0.65 时，来自这两个 Hopf 分岔的分支都终止于同宿分岔。
我们这里主要讨论 α2 = 0.6 的情况，其他参数和前面一样; 请注意，到目前为止考虑的参数值，包括图 5 和图 6，对

应于 α2 = 0.65。我们对从 HB4 产生的峰添加分支感兴趣，部分显示在图 8(a) 中。请注意，与图 3(f) 不同，该图使用 L2

范数作为沿极限环分支的解的度量，因为这更容易区分峰添加的过渡。对比图 8(a) 和图 3(f) 可以看出，这两种情况的加、
峰添加机制可能是不同的，事实也确实如此。特别是，随着 γ 的减小，该分支的第一个峰添加转变的主要步骤如下:

步骤 1 到步骤 5 和以前一样。即在 HB4 的 Hopf 分岔处出现一个小鸭解环，振幅逐渐增大，直至在 L0 的中间分支

处出现一个最大鸭解段，然后成为有头鸭环，最终进入折鞍区 fs 附近，如图 9 的 1 所示。然后环与折鞍的真鸭和假鸭相
互作用，如步骤 4 所述，最终穿过 L+，并从 S0 的排斥片到 S0 的吸引段右侧形成快返回段; 见图 9 中 2。注意，快速返
回段位于 S0 的右边，远低于 L0 的中间分支。

Figure 8: (a) 当 α2 = 0.6 及其它参数值如表 3 时，γ 变化时方程 (14) 的部分分岔图。黑色曲线表示平衡解 (实线表示稳
定，虚线表示不稳定)。蓝色曲线表示在 Hopf 分岔 HB4 中创建的周期解的 L2 范数。(b) 沿图 (a) 所示极限环分支的周期
作为 γ 的函数。

(2) 随着 γ 的进一步减小，S0 排斥中间层上的鸭解段逐渐增大，一直延伸到 L− 时达到最大值; 见图 9 中 3。与
α2 = 0.65 的情况不同，在鸭解段的生长过程中，没有任何阶段的快速返回段接近于 L0 的中间分支，其结果是缺少了早期

峰添加过渡的步骤 6 到 8。图 9 的 3 和图 6 的 10 的比较突出了 α2 = 0.6 情况下的另一个重要区别，即在所有 γ 值处，

快速返回段在 L0 的高 z 值的一边返回到 S0，这意味着环在沿着 L0 从折鞍到 T− 演化时具有第二个超慢段，然后缓慢跳

到 L0 的右侧吸引分支。相比之下，当 α2 = 0.65 时，在类似的峰添加阶段，快速段之后直接缓慢跳到 α2 = 0.65 的右吸

引分支，或者在 α2 = 0.65 的中间分支附近偏移，然后缓慢跳到 α2 = 0.65 的右分支。

(3) 一旦达到图 9 的 3 所示的配置，我们认为增加了一个新的峰。这个过程像前一种情况一样，随着有头鸭解的发展
(图 9，图 4)，直到慢鸭解完全消失，出现充分的松弛振荡 (图 9，图 5)。我们注意到，图 9，图 5 所示的周期接近折鞍的
假鸭解，看到的小振荡是围绕假鸭解的轨道振荡; 参见 [24] 了解关于这种动力学的更多细节。

(4) 随着 γ 进一步减少，轨道以类似上述的方式增加了新的峰。图 9，图 6 显示了第二个峰的添加时刻，此时再次出
现与图 9，图 3 中所示的情况类似的最大慢鸭解。
本节中描述的峰添加机制与 4.1 节中描述的机制之间的关键区别在于所涉及的时间尺度。在图 9 所示的峰添加中，一

旦碰到折鞍 (图 9 的 1)，出现的轨道与慢或快时间尺度的运动有关。相比之下，图 5 和图 6 所示的峰添加也需要添加在
超慢时间尺度上演化。在本节描述的情形中，在峰添加中没有超慢鸭解跃迁的结果，新峰的添加对应于周期的局部最大值，

并且该特性可用于数值检测峰添加; 见图 8 (b) 关于这方面的说明。
总的来说，我们模型中出现的折鞍峰添加机制让人联想到其他双时间尺度的峰添加情况，特别是在抛物型簇 [8]中，新

峰的增加完全来自与折鞍奇异点相关的真鸭解附近的通道。类似于在抛物型簇模型的背景下所报道的，我们在 DSRS 中发
现了同宿分岔 (见图 4); 这些被称为折同宿分岔 [8]。
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Figure 9: 当 α2 = 0.6 时方程 (14) 中的峰添加，其他参数值如表 3 所示。在图中 1：γ ≈ 0.95003602; 在图中 2：
γ ≈ 0.95003601，在图中 3 和 4：γ ≈ 0.95003596; 在图中 5：γ ≈ 0.95003533; 在图中 6：γ ≈ 0.95003509。
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5 结论和讨论

在这项工作中，我们分析了时间尺度在三维，三时间尺度模型中形成和组织簇极限环族中的作用。该模型是现象学的，

尽管其发展的动机是试图理解神经元活动的一些特征 [25]。该模型的状态变量数量少，非线性化小，参数众多，是一个典
型的三时间尺度簇发放模型，其灵活性使其特别适合于分析和计算。

我们提出的簇发放动力学，在这项工作中提供了初步的分析，是通过二维立方临界流形 S0(及其相关的二维吸引和排
斥 Fenichel 慢流形) 和一维立方超慢流形 L0(及其相关的一维吸引和排斥 Fenichel 超慢流形) 之间的相互作用形成的。选
取参数值如 [25] 所示，该模型生成的典型簇发放动力学可描述如下。簇发放周期的静息阶段在两个时间尺度上演化: 在超
慢时间尺度上，它遵循 L0 的吸引分支，其相关部分位于 S0 的吸引段上; 当它到达 L0 的折点时，它停留在相同的 S0 吸引

段附近，并在慢时间尺度上沿着它流动。随后的活跃阶段由一个或多个弛豫振荡形成，这些振荡以经典的方式由沿 S0 的

吸引段的两个慢段和从 S0 的折线到相反的吸引段的两个快速跳跃组成。因此，总的来说，在一个簇周期中有三个明显的

时间尺度。

上述对应于 [25] 中最初指定的参数值在我们的模型中发生的簇发放环，如图 2 所示。在参数空间中，这些环是通过
hopf 分岔产生的，该分岔最初产生小的无峰周期解，然后沿着连续分支一个接一个地生成新的峰。在这项工作中，我们已
经确定了发生这种情况的许多步骤。特别是，我们已经证明了两种类型的鸭解有助于峰添加的转变: 发生在 L0 的吸引和

排斥分支上的超慢鸭解，以及位于 S0 的吸引和排斥段上的慢鸭解。对于这种参数的选择，我们已经表明，由于簇的最后

一个峰的返回点和 L0 接近，因此存在多个超慢鸭解爆炸，如图 5 和图 6 所示。我们还表明，折鞍的存在对峰添加有显著
影响。

然后，我们研究了改变 L0 相对于 S0 的位置对整个系统动力学的影响。我们表明，一个参数的微小变化，即改变 S0

相对于 L0 位置的高度，足以显著改变峰添加过程。具体来说，几何形状的变化导致簇中最后一个峰在 S0 的返回点从 L0

离开，从而防止了多次超慢鸭解爆炸的发生。通过删除一些步骤 (见图 9) 简化了峰添加，并导致在整个分岔图中出现较小
的准垂直段，如图 8 所示。我们所描述的两种类型的峰添加之间的一个重要区别在于所涉及的时间尺度的数量。第一种情
况 (图 5 和图 6) 涉及问题的所有三个时间尺度，但是，在从 hopf 分岔持续到第一次遇到折鞍奇异点的初始阶段之后，第
二种情况 (图 9) 中的峰添加只涉及两个不同的时间尺度轨道段。
在第一种情况下，峰添加是由于一维超慢流形 L0 的排斥分支和二维临界流形 S0 的排斥分别段附近的通道。前一类

通道由鸭解点组成，后一类通道由折鞍奇异点组成。因此，在某种程度上，我们的第一个峰添加转换情形类似于之前在三

维方波簇中看到的混合，例如 [7,27,30]，以及在四维抛物型簇中所看到的 [8]。特别是，当轨迹在最后一个峰的快速段之后
返回到指数接近 L0 的 S0 的右吸引段位置时，在 L0 附近鸭解转换的可能性，使人想起方波簇中发生的情况。

实际上，正如 [7,12] 所解释的那样，在方波簇中，当轨迹在最后一个峰的快速段之后返回时，每个峰添加鸭解跃迁发
生在非常接近快子系统的同宿连接处; 这就终止了簇发放。由于现在的轨迹指数接近于一维慢流形，它可以连接到慢流形
并形成一个新的鸭解段。第二个峰添加情形只涉及折鞍通道，在这方面，更接近于抛物型簇中的峰添加。这显示了该模型

的强大功能，因为它可以在最小的三维情形中显示多个鸭解介导的峰添加情形，其代价是与更经典的簇情形相比，需要多

一个时间尺度。

从计算的角度来看，在我们模型中的峰添加与许多两时间尺度模型中看到的有一个重要的区别。特别是，在我们的模

型中，在第一种情况下，新峰的开始通常与簇振荡周期的局部最大值无关，这与两时间尺度峰添加的情况不同。这在计算

上是很重要的，因为检测峰添加的算法通常会检测周期中的转折点。显然，这种方法不适用于像我们这样的三时间尺度系

统中峰添加的检测。相反，在我们的第一个情形中，通过声明最大折鞍鸭解段 (在我们的约定中对应于新峰的开始) 当变
量 x 沿簇周期的最小值等于 xL− = 0.2 时，可以检测到峰值的发生。

这种方法不如寻找周期最大值的方法精确，但给出了接近奇异极限 δ = 0 的最大折鞍鸭解段的良好近似。然而，正如

第 4.2 节所解释的那样，在我们的模型中选择的一些参数，超慢流形相对于簇周期的快速段的返回点相对较远，因此添加
情形更多的是两个时间尺度的情形; 在这种情况下，新峰的开始总是对应于周期函数的局部最大值，这可以用于数值检测
新峰的添加时刻，见图 8(b)。
这里研究的模型展示了三时间尺度系统如何比两个时间尺度系统具有更丰富的动力学性质，特别是允许不同的两时间
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尺度之间有趣的相互作用。在这项研究中，我们保持了时间尺度的等级固定，因此只部分描述了可能的单一极限。对该模

型中出现的不同时间尺度进行更充分和严格的分析，以及对所有一般情况下与公式 (1) 相关的奇异极限的完整调查，超出
了当前工作的范围，将成为未来研究的有趣主题。

总的来说，这项研究增加了最近越来越多的关于三时间尺度系统中的复杂振荡的文献 [20,21,22,23,26]。虽然设置接近
[23]，但由于存在折鞍奇异点而不是折结点，因此本文分析的动力学是不同的。考虑到我们主要集中研究峰添加机制以及
慢和超慢流形的潜在几何结构，重点也有所不同。本文研究的模型最初设计于 [25]，也与 [20] 中的三时间尺度最小模型有
一些相似之处，[20] 研究了复杂的 MMOs; 然而，关键的区别在于超慢流形的形状，在 [20] 中通常是双曲的，而在这里有
折点。就输出时间序列而言，这里报告的动力学与 [22,26] 中提出的耦合慢振荡器的动力学相当，尽管这里方程的紧凑形
式使该模型既动态丰富，又更易于分析和计算。这项研究可以为三时间尺度动力学的进一步研究打开大门，例如，在两个

或更多这样的系统中由鸭解介导的同步性质特性，例如 [17] 所做的工作。
最后，虽然这个模型完全是现象性的，但它是生物学可靠的，这里提出的结果可以揭示在生物物理模型和实验中观察

到的三时间尺度现象。特别是，后续工作可能包括使用这种模型来识别三时间尺度动力学的标记 (特别是在振荡模式，阈
值交叉等方面)，无论是在人造的还是与实验数据相关的神经元研究中。

6 模型的可替代参数化

有时，以可替代且等价的形式考虑方程 (1) 是有用的

dx

dt
= y −

(
2ax3 − 3a (α1 + α2)x

2 + 6aα1α2x+ a0
)

dy

dt
= δ

(
3b ((β1 + β2)− (α1 + α2))x

2 − 6b (β1β2 − α1α2)x− b

a
y − z +

ab0 + a0b

a

)
dz

dt
= δε(x− γ).

系统 (1) 和（14）之间的唯一区别是每一项的系数。(1) 和（14）中的系数之间的关系如表 2 所示。

表 2: (1) 中的系数以（14）中的系数表示

a1 6aα1α2

a2 3a (α1 + α2)

a3 2a

b1 6b (β1β2 − α1α2)

b2 3b ((β1 + β2)− (α1 + α2))

c0 (ab0 + a0b) /a

c1 b/a

（14）中的常数 α1, α2, β1 和 β2 具有特殊的几何符号：α1 和 α2 分别是临界流形 L− 和 L+ 的两条折线的 x 值，如图

2 所示，β1 和 β2 分别是超慢流形的两个转折点 T− 和 T+ 的 x 值，如图 2 所示。如（14）所示的模型参数化使超慢流形
相对于临界流形移动很容易，因此，很容易探索对动力学的任何影响。模型（14）中的参数与表 1 中常数的选择如表 3 所
示。
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